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Introduction

Les symétries des figures géométriques, des cristaux et de tous les autres objets de
la physique macroscopique font 'objet depuis des siecles d’observations et d’études. En
termes modernes, les symétries d’'un objet donné forment un groupe. La notion abs-
traite de groupe n’a émergé que lentement vers le milieu du dix-neuvieme siecle. Mais
depuis, quel essor! Avec Sophus Lie (1842-1899), Wilhelm Killing (1847-1923), Elie Car-
tan (1869-1951), Issai Schur (1875-1941), Hermann Weyl (1885-1955) et beaucoup, beau-
coup d’autres, la théorie des groupes a pris une extension énorme, et ses applications a
la mécanique quantique et a la théorie des particules élémentaires se sont développées
tout au long du vingtieme siecle. Si cette histoire vous intéresse, il faut lire 'introduc-
tion au livre de Shlomo Sternberg cité en référence, et consulter les trois livres récents,
Pioneers of Representation Theory par Charles Curtis (American Mathematical Society,
1999), Emergence of the Theory of Lie Groups par Thomas Hawkins (Springer-Verlag,
2000) et Essays in the History of Lie Groups and Algebraic Groups par Armand Borel
(American Mathematical Society, 2001).

L’objet de ce cours est d’introduire et d’illustrer les notions les plus fondamentales
concernant les groupes finis et, plus généralement, les groupes topologiques compacts,
d’introduire la notion d’algebre de Lie d'un groupe de Lie, tout au moins dans le cas des
groupes de Lie linéaires (sous-groupes fermés des groupes linéaires), d’étudier en détails
les groupes de Lie SO(3) et SU(2) et, ensuite, le groupe SU(3) avec application a la
théorie des quarks. C’est la notion de représentation d’un groupe, c’est-a-dire action sur
un espace vectoriel par transformations linéaires, en particulier la notion de représentation
irréductible, qui joue le role fondamental.

Au chapitre 1, on rappelle quelques généralités sur les groupes, et 'on donne des
exemples de groupes finis et infinis.

Pour étudier les représentations des groupes finis, on exploite les propriétés des ca-
racteres de ces représentations, c’est-a-dire des traces des transformations linéaires qui
définissent la représentation considérée. C’est ce qui est fait au chapitre 2.

Le chapitre 3 étend aux groupes compacts certains résultats démontrés pour les
groupes finis, grace a l'existence d’une mesure invariante sur le groupe, la mesure de
Haar.

Au chapitre 4, on aborde ’étude de I'algebre de Lie d'un groupe de Lie linéaire, c¢’est-
a-dire I’ensemble des générateurs infinitésimaux des sous-groupes a un parametre, muni
du commutateur des matrices, et 'on étudie le lien entre les représentations d'un groupe

1Voir aussi les résumés critiques de ces deux derniers ouvrages dans la Gazette des Mathématiciens,
95 (janvier 2003), p. 97-100 et 100-102.
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de Lie et celles de son algebre de Lie.

Au chapitre 5, on étudie les groupes de Lie SO(3) et SU(2) et, au chapitre 6, 1'on
détermine toutes leurs représentations irréductibles.

Au chapitre 7, on commence 1'étude des représentations irréductibles de SU(3) sur
des exemples, et 'on montre que la théorie des quarks apparait comme conséquence
des propriétés mathématiques du groupe de symétries. C’est dans ce chapitre que l'on
introduit les notions de racines et de poids qui sont plus généralement a la base de la
théorie des représentations des algebres de Lie dites semi-simples. Pour les applications a
la physique quantique, on pourra consulter le cours d’André Rougé ou celui de Jean-Paul
Blaizot et Jean-Claude Tolédano cités en référence.

Je remercie chaleureusement Alain Guichardet pour ses nombreuses remarques sur ces
notes, qu’il a bien voulu lire au fur et a mesure de leur écriture et relire encore lors de la
révision 2003, ainsi qu’André Rougé pour ses précisions sur I'histoire de “la voie octuple” et
ses critiques judicieuses, et Nicole Berline et Pascale Harinck pour leurs encouragements.
Je suis reconnaissante a Claudine Harmide qui a tapé une premiere version de ce cours
d’apres mes notes manuscrites. Enfin, j’ai profité des remarques de deux promotions de
polytechniciens et polytechniciennes de la “majeure 1 de mathématiques” et je les en
remercie vivement.

Palaiseau, Juin 2003



Chapitre 1

Généralités sur les groupes

1 Rappel de quelques définitions

Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition associative, possédant un
élément neutre et telle que chaque élément possede un inverse. L’élément neutre, encore
appelé élément unité, est diversement noté e, 1 ou souvent I s’il s’agit d’un groupe de
matrices.

Un groupe est dit commutatif ou abélien si la loi de composition est commutative.
Dans ce cas la composition est en général notée + et 1’élément neutre est en général noté
0.

On notera |X| le cardinal d’'un ensemble fini, X. L’ordre d’un groupe fini, G, est le
nombre, |G|, d’éléments du groupe. Plus généralement, Un élément g € G est dit d’ordre
n (n > 2)si

g"=e et g"#Fepourl<m<n—1.

Exemple : Une rotation d’angle %’r est un élément d’ordre n du groupe des rotations du

plan.

Un sous-groupe H de G est un sous-ensemble tel que e € H, g € H implique ¢~ € H,
g et ¢ € H implique g¢’ € H.

Le sous-groupe engendré par un sous-ensemble d'un groupe G est le plus petit sous-
groupe de G contenant ce sous-ensemble.

Un groupe est dit cyclique s’il est engendré par un seul élément. Un tel groupe est
donc abélien.

Soit H un sous-groupe de G. Les classes a gauche suivant H, sont les gH , g € G.
L’ensemble des classes a gauche suivant H est ’ensemble quotient noté G/H. Les classes
a droite suivant H, sont les Hg , g € . L’ensemble des classes a droite suivant H est
I'ensemble quotient noté H\G.

Le nombre de classes a gauche suivant H est égal au nombre de classes a droite suivant
H. De plus

Théoréme 1.1 (Théoréme de Lagrange) Soit G un groupe fini et H un sous-groupe
de G. Alors, |H| divise |G| et

GI/|H] = |H\G| = |G/H] .
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L’entier |G|/|H| s’appelle I'indice de H dans G.

Un morphisme de groupes ¢ : G; — (G5 est une application d’un groupe G; dans un
groupe Gy telle que Vg, ¢ € G1,¢(99") = v(9)p(g’'), ce qui implique p(e;) = ey, ou e; est
I’élément neutre de G; (i = 1,2), et p(g7!) = (¢(g)) 7.

Un isomorphisme de groupes est une bijection qui est de plus un morphisme. Son
inverse est alors aussi un morphisme.

Un automorphisme de groupe est un isomorphisme d’un groupe sur lui-méme. En par-
ticulier, pour chaque g € G on appelle automorphisme intérieur ou conjugaison défini(e)
par g I'isomorphisme, C,, de G,

C,:hw ghg™".

Un sous-groupe H de G est dit distingué ou normal ou invariant s’il est stable par conju-

gaison par tous les éléments de GG. Le noyau d'un morphisme est un sous-groupe distingué.
En effet,

si p(h) =e, alors @(ghg™) = (g)ph)pg™") =e.

Le centre de G est, par définition, 'ensemble {h € G|Vg € G,hg = gh}. Le centre de
G est un sous-groupe distingué de G.
Si G et Gy sont des groupes, leur produit direct est le produit G; x G5 avec la loi de

groupe (g1, 92).(91, 95) = (9194, 9295)-
Pour la notion de produit semi-direct de groupes, voir ’exercice 4.

2 Exemples de groupes finis

2.1 Groupe cyclique d’ordre n

Les groupes suivants sont isomorphes et sont appelés groupe cyclique d’ordre n :

e 7, = Z/nZ, en particulier Zs, noté additivement {0,1} ou multiplicativement
{1,—-1}.

e Le groupe des rotations du plan de centre O, d’angle %T”,O < k< n-—1, pour la
composition. ,

e Le groupe des nombres complexes, {e% |0 < k < n— 1}, pour la multiplication.

e Le sous-groupe {1,g,¢% -+ ,9" 1} si g est un élément d’ordre n dans un groupe G.

2.2 Groupe symétrique G,

Le groupe des permutations d’un ensemble de cardinal n est noté G,, et appelé groupe
symétrique sur n éléments. L’ordre de G,, est nl.

Tout élément de G,, s’écrit comme un produit de transpositions. A tout élément o €
S,, on associe le nombre égal a +£1 € {1,—1} = Z, suivant la parité du nombre de
transpositions (cette parité est indépendante de la décomposition). Ce nombre est noté
(—1)7 et appelé signature de o. L’application 0 € &,, — (—1)7 € Z, est un morphisme
de groupes.

Le groupe alterné 2, est le noyau du morphisme de signature. C’est un sous-groupe
distingué d’indice 2 de G,,.
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2.3 Groupe diédral

Le groupe diédral, D,, est le groupe des rotations et symétries orthogonales du plan
conservant un polygone régulier a n sommets. C’est un sous-groupe d’ordre 2n de &,,.
(Certains auteurs emploient la notation Dy, pour ce groupe.)

2.4 Autres exemples

On désigne par O(3) le groupe des isométries de R?, et par SO(3) le groupe des rota-
tions de R?, qui est le sous-groupe distingué de O(3), noyau de I'application déterminant.
La classification des sous-groupes finis de SO(3) et de O(3) est connue (voir par exemple
[Sternberg, pages 27-47]). Pour chaque polyedre régulier (tétraedre, cube, octaedre,
icosaedre (fullerénes), dodécaedre), on définit les groupes de symétries correspondants,
c’est-a-dire le sous-groupe de O(3) et le sous-groupe de SO(3) laissant le solide globale-
ment invariant. Ce sont des groupes finis, appelés groupes cristallographiques. Le second
est d’'indice 2 dans le premier.

SO(3) 0O(3)
tétraedre 2, ordre 12 S, ordre 24
cube S, ordre 24 Sy X Zs ordre 48
octaedre S, ordre 24 Sy X Zs ordre 48

icosaedre s ordre 60 s X Zo ordre 120
dodécaedre 25 ordre 60 s X Zo ordre 120

3 Exemples de groupes infinis

Parmi les groupes ayant une infinité d’éléments, il y a des groupes discrets, par exemple,
le groupe abélien Z. Mais nous nous intéresserons surtout a des groupes dits “groupes
continus”, dont voici des exemples.

Désignons par K le corps R ou C. On désigne par GL(n,K) le groupe des isomor-
phismes linéaires de K", appelé groupe linéaire en dimension n. On considere divers sous-
groupes de celui-ci. On désigne par A la transposée d’une matrice, A. Une barre désigne
la conjugaison complexe.

e groupe spécial linéaire,

SL(n,K) ={A € GL(n,K) | det A=1}.
e groupe orthogonal,
O(n,K) ={A € GL(n,K) | A'"A=1}.

On appelle plus particulierement groupe orthogonal, le groupe orthogonal réel, et on le
note simplement O(n).
e groupe spécial orthogonal,

SO(n,K) ={A € O(n,K) | det A=1}.
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On appelle plus particulierement groupe spécial orthogonal, le groupe spécial orthogonal
réel, et on le note simplement SO(n).

Plus généralement, si p + ¢ = n, on désigne par J,, la matrice diagonale comportant
sur la diagonale p fois 1 suivi de ¢ fois —1, et 'on pose

O(p,q) ={A € GL(n,R) | A J,, "A= J,,}

et
SO(p,q) ={A€O(p,q) | det A=1}.

En particulier O(3, 1), qui est le groupe des isométries de I'espace de Minkowski, est appelé
le groupe de Lorentz.
e groupe unitaire,

U(n)={Ae€GL(n,C) | A"A=1}.

La matrice A est ’adjointe de la matrice A, encore notée A*.
e groupe spécial unitaire,

SU(n) ={A € U(n) | detA=1}.

Définition 3.1 On appelle groupe topologique un groupe G qui est un espace topologique
séparé tel que G x G — G, (g,9) — g9 et G — G, g — g~ ! sont des applications
continues.

Le groupe linéaire muni de sa topologie usuelle (comme ouvert de 'espace K”Q) est
un groupe topologique localement compact, et chacun des groupes ci-dessus est un sous
groupe fermé d’un groupe linéaire. Les groupes O(n) et U(n) ainsi que SO(n) et SU(n)
sont compacts.

Nous donnons ci-dessous la définition des groupes de Lie réels et complexes, qui fait
intervenir la notion de wvariété, version abstraite de la notion de sous-variété d’un espace
cartésien (voir, par exemple, [Marsden-Ratiu, page 121] ou [Rossmann, page 134]).

Un groupe de Lie (réel) de dimension (réelle) N est un groupe qui est une variété
(réelle) de classe C'™ de dimension N telle que le produit et le passage a 'inverse sont des
applications différentiables de classe C*°.

Un groupe de Lie compleze de dimension complexe N est un groupe qui est une variété
analytique complexe de dimension complexe N telle que le produit et le passage a I'inverse
sont des applications analytiques.

On montre que les sous-groupes fermés de GL(n,K) sont des groupes de Lie réels
appelés groupes de Lie linéaires. Ce sont les seuls dont nous parlerons et nous les appel-
lerons simplement groupes de Lie. Tous les exemples énumérés ci-dessus sont donc des
exemples de groupes de Lie. Il y a d’autres exemples de groupes de Lie : les groupes
symplectiques, Sp(n) et Sp(n, C), les groupes spinoriels, etc. Dans ce cours, nous ferons
une étude détaillée des groupes de Lie SO(3) et SU(2).

Remarque : Tout groupe de Lie complexe de dimension complexe N est un groupe de
Lie réel de dimension réelle 2N. Certains sous-groupes fermés de GL(n, C) sont aussi des
groupes de Lie complexes. C’est le cas pour SL(n, C), O(n, C) et SO(n, C), mais pas pour
U(n) ni SU(n) qui sont seulement des groupes de Lie réels.
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4 Actions de groupes, classes de conjugaison

Définition 4.1 Soit G un groupe et M un ensemble. Une action de G sur M est une
application a : G x M — M, notée (g,m) — g.m, telle que Ym € M,em = m et
Vg,q' € G, g.(¢" m) = gg'.m. On dit alors que G agit sur M.

En d’autres termes, o définit un morphisme de groupes de G dans le groupe des
bijections de M sur lui-méme.

Si G est un groupe topologique et si M est un espace topologique, on supposera l’action
a de G sur M continue. (Si G est un groupe de Lie et si M est une variété de classe C*°,
on supposera de méme I'application « différentiable de classe C'™.)

L’orbite de m € M sous 'action de G est 'ensemble {g.m | g € G}. Les orbites
définissent une partition de M.

Ezxemples :

e [’action triviale de G sur un ensemble, M, consiste a envoyer tout élement du groupe
sur I'application identique de M sur lui-méme. Dans ce cas, les orbites sont les points de
M.

e Dans l'action de G = O(2) sur la sphere unité, M = S? C R3, par rotations d’axe
Oz, orbite de m € S? est un point si m est le pole nord ou le pole sud, c’est un petit
cercle d’axe Oz (sous-variété de dimension 1) dans tous les autres cas.

e L’action de G sur G par translation a gauche (resp., droite) est l'action (g, m) €
G x G+ gm (resp., (g,m) € G x G — mg~'). En d’autres termes, & ¢ € G, on associe la
translation a gauche (resp., droite) I, (resp., r,-1) dans G, ce qui définit bien un morphisme
de G dans les bijections de G sur G' (mais non dans les automorphismes de G).

Remarquons que la classe a gauche de g € GG, gH, suivant un sous-groupe H de G est
I'orbite de g sous I'action de H C G agissant par translation a droite.

e [’action de G sur GG par conjugaison,

Cy(h) = ghg_l
est une action par automorphismes. L’orbite de gg € G,

Cyo = {99097 " g € G},

est appelée la classe de conjugaison de go. En particulier, la classe de conjugaison de e est
{e}.
— Si G est abélien, la classe de conjugaison de g € G est {g}. C’est le cas pour SO(2)

par exemple.

— Dans &,,, le nombre de classes de conjugaison est le nombre de partitions de n (voir
exercice 3).

— Dans GL(n, K), la classe de conjugaison d’une matrice A est 'ensemble { PAP~| P €
GL(n,K)} des matrices qui lui sont semblables.

— Dans SO(3), deux rotations sont conjuguées par une rotation si et seulement si elles
ont méme angle. Les classes de conjugaison sont en correspondance bijective avec
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le cercle unité S'. En effet, toute rotation peut s’écrire par changement de base
orthonormée directe

1 0 0
0 cosf —sind
0 sinf cos@

5 Références pour le chapitre 1

[Broué|, [Rauch], [Serre], [Simon], [Sternberg].

6 Exercices pour le chapitre 1

Exercice 1. Théoreme de Lagrange et applications.

a) Montrer que dans un groupe fini, 'ordre de tout sous-groupe divise l'ordre du
groupe.

b) Montrer que dans un groupe fini G d’ordre n, pour tout élément a € G, a" = e. En
déduire que toute représentation de dimension 1 de G prend ses valeurs dans les racines
n® de l'unité.

Exercice 2. Centre de ©,, .

Montrer que pour n > 3, le centre du groupe symétrique &,, est réduit a 'identité.

Exercice 3. Classes de conjugaison de S,, .

Montrer que dans &,, deux éléments sont conjugués si et seulement s’ils ont la méme
décomposition en cycles. En déduire que le nombre de classes de conjugaison de G,, est le
nombre de partitions de 'entier n, c’est-a-dire de suites d’entiers, Ai, Ao, ..., Ay, tels que
nz2M=2 z---2A20,et 3 \i=n.

Exercice 4. Produits semi-directs de groupes.
Si un groupe H agit sur un groupe N par automorphismes de groupe, on définit sur
G = N x H la multiplication
(n,h)(n', 1) = (n(h.n'), hh') .

Vérifier que G est un alors un groupe, que 'on note N x H. Quel est l'inverse de (n, h)
dans G'? Vérifier que N est un sous-groupe normal de G.

Exercice 5. Groupe des isométries du plan.

Montrer que le groupe Zy; = {1, —1} agit par automorphismes de groupe sur SO(2)
par .9 = ¢°, o ¢ = £1. Montrer que O(2) est le produit semi-direct SO(2) x {1, -1},
c’est-a-dire que (g,¢€)(¢,€¢') = (gg’*, €€’). Déterminer les classes de conjugaison de SO(2)

et de O(2).
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Exercice 6. Le groupe &3 comme produit semi-direct.

Montrer que le groupe G3 est produit semi-direct du groupe alterné 23 par Z,. Le
groupe &,, est-il produit semi-direct du groupe alterné 2, par Z,, pour n > 37
Exercice 7. Le groupe diédral D,

On considere le groupe diédral D,,, d’ordre 2n, groupe des rotations et des symétries
du plan qui laissent invariant un polygone régulier a n sommets.

a) Montrer que D,, = I';, X Zs ou I';, est le groupe cyclique d’ordre n et ou le groupe
Zo = {1,—1} agit sur ', par .9 = ¢°, ol ¢ = +1.

b) Montrer que D,, est isomorphe a &,, si et seulement si n = 3.

c) L’ensemble {+1, 44, +7, +k}, avec la loi de multiplication 2 = j2 = k? = —1,
1] =—ji =k, jk = —kj =1, ki = —tk = 7, est un groupe, appelé groupe des quaternions.
Montrer que D4 n’est pas isomorphe au groupe des quaternions.

Exercice 8. Fxemples de produits semi-directs de groupes.

Chercher les définitions du groupe de Poincaré et du groupe de Galilée. Montrer que
chacun d’eux est un produit semi-direct.






Chapitre 2

Représentations des groupes finis

En mathématiques et en physique, la notion de représentation d'un groupe est fon-
damentale. Il s’agit d’étudier les différentes manieres de faire agir des groupes sur des
espaces vectoriels par des transformations linéaires.

Dans ce chapitre, nous supposons que les groupes considérés sont finis, et nous nous
limiterons au cas ou les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels complezes,
de dimension finie, sauf mention contraire explicite.

1 Représentations

1.1 Généralités

Si E est un espace vectoriel sur C, on désigne par GL(F) le groupe des isomorphismes
C-linéaires de FE.

Définition 1.1 Une représentation d’un groupe G est la donnée d’un espace vectoriel,
E, et d’un morphisme de groupes, p : G — GL(E).

Donc, pour tous ¢, ¢ € G,

pgg) = p(9)p(d) . plg™") = (p(g))" . ple) =1dg .

La dimension de FE s’appelle la dimension de la représentation. On désigne une telle
représentation par (E, p) ou simplement p.

Si en particulier, £ = C", on dit que la représentation est une représentation matri-
cielle de dimension n.

On appelle représentation triviale toute représentation telle que p(g) = Idg pour
tout g € G.

Exemple 1.2 (de représentation d’un groupe non abélien) Soit t € S3 la transposition
2im

123 — 132 et ¢ la permutation circulaire 123 — 231 qui engendrent G3. On pose j =e75 .
On peut représenter G5 dans C? en posant

&) =1, plt)= ((j é) o) = (g j%) |

17
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Définition 1.3 Soit ( | ) un produit scalaire sur E. On dit que la représentation, p, est
unitaire si p(g) est unitaire pour tout g, c’est-a-dire,

Vg € G,Vr,y € E, (p(g9)zlp(9)y) = (z]y) .

Une représentation (F, p) est dite unitarisable il existe un produit scalaire sur £ tel
que p soit unitaire.

Théoreme 1.4 Toute représentation d’un groupe fini est unitarisable.

Démonstration : Soit (E, p) une représentation d'un groupe fini, G, et soit ( | ) un produit
scalaire sur E. Considérons

(zly) = = D_(p(9)z]p(g)
|G| geqG
qui est un produit scalaire sur FE. En effet, supposons (z|x) = 0, c’est-a-dire
>gec(p(g)z|p(g)r) = 0. Alors, pour tout g € G, (p(g)z|p(g)r) = 0 et, en particulier
(x|z) =0, d’'ou z = 0.
Ce produit scalaire sur E est invariant par p. En effet,

1

(p(g)zp(g)y) = € %(p(h)p(g)xlp(h)p(g)y)
= é > (p(hg)z|p(hg)y) = (z|y)",

hed
ol nous avons utilisé la relation fondamentale, valable pour toute fonction ¢ sur G,

(2.1) Vge G, Y wlgh)=> ¢lhg) = (k)

heG heG keG

Donc p est une représentation unitaire de G dans (£, ( | )).

1.2 Représentations irréductibles

Soit (E, p) une représentation de G. Un sous-espace vectoriel, F' C E, est dit invariant
par p (ou par G, si le nom de la représentation est sous-entendu) si, Vg € G, p(g)F C F,
ce qui entraine p(g)F = F. On peut alors parler de la représentation p restreinte a F' qui
est une représentation de G dans F'. On la note p|p. Une telle représentation restreinte a
un sous-espace invariant s’appelle aussi une sous-représentation.

Définition 1.5 Une représentation (E,p) de G est dite irréductible si les seuls sous-
espaces vectoriels de E invariants par p sont {0} et E tout entier.

La représentation de dimension 2 de &3 définie dans 'exemple 1.2 est irréductible, car
les sous-espaces propres de p(t) et de p(c) sont d’intersection nulle.

Toute représentation irréductible, (£, p), d’un groupe fini, G, est de dimension finie.
En effet, soit x € E. Le sous-ensemble {p(g)z | g € G} étant fini, il engendre un sous-
espace vectoriel de dimension finie de F. Si x # 0, ce sous-espace vectoriel de E n’est pas
réduit a {0}. Comme il est stable par p, il coincide avec E, qui est donc de dimension
finie.
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1.3 Somme directe de représentations

Définition 1.6 Soient (E1, p1) et (Eq, p2) des représentations de G. Alors (E1 @ Es, p1 &
p2), ot (p1 B p2)(x1,22) = (p1(x1), p2(x2)), est une représentation de G appelée somme
directe des représentations (Ey, p1) et (Ea, ps).

Evidemment une somme directe de représentations de dimensions strictement posi-
tives, meéme irréductibles, n’est jamais irréductible. Pour des représentations matricielles,
p1 et pa, les matrices de la représentation somme directe de p; et ps sont des matrices

diagonales par blocs,
p1(g) 0 .
0 pa(9)

Plus généralement, on définit par récurrence la somme directe de k représentations,
p1D- D pg. Si, dans une somme directe, p; est répétée m, fois, py est répétée my fois, ... |
pe est répétée my fois, on appellera m; la multiplicité de p;, et U'on écrira, m;p; = p;®B- - -Pp;
(m; fois), d’ou I’écriture

mypy @ map2 @ -+ - D Mmype ,

ol m;p; est appelée la composante isotypique de type p;.
Une représentation est dite completement réductible si elle est somme directe de
représentations irréductibles.

Lemme 1.7 Soit p une représentation unitaire de G dans (E,( | )). Si F C E est
invariant par p, alors F+ = {y € E | Vo € F, (z|y) = 0} est aussi invariant par p.

Démonstration : Soit y € F*. Alors, Vz € F, (z|p(g)y) = (p(g~")x|y) = 0, puisque F est
invariant par p. Donc p(g)y € F*.

Théoréme 1.8 (Théoréeme de Maschke) Toute représentation de dimension finie
d’un groupe fini est compléetement réductible.

En fait, ce théoreme est vrai sous des hypotheses plus générales (voir 1'étude des
groupes compacts au chapitre 3).
Démonstration : Soit (E,p) une représentation de G. D’apres le théoreme 1.4, on peut
la supposer unitaire. Si p n’est pas irréductible, soit F' un sous-espace vectoriel de F
invariant par p, tel que F' # {0} et ' # E. Alors, E = F & F*, ot F' (par hypothese)
et F+ (d’apres le lemme 1.7) sont invariants par p, et dimF < E, dimF* < E. Par
récurrence sur la dimension de F, on obtient le résultat.

1.4 Opérateurs d’entrelacement, lemme de Schur

Définition 1.9 Soient (E1, p1) et (Ea, p2) des représentations de G. On dit qu’une ap-
plication linéaire, T : Fy — FEs, entrelace p; et py si

Vg€ G, pa(g)oT =Topi(g),

et T s’appelle alors opérateur d’entrelacement entre p; et ps.
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La définition exprime la commutativité du diagramme suivant,

ElLEb

pilg)]| | 2200)

ElLEb

Les expressions suivantes sont diversement utilisées pour exprimer cette méme pro-
priété :

e T' est un opérateur d’entrelacement entre p; et po,

T est équivariant pour p; et po,

T est un morphisme de G-espaces vectoriels,

T est un G-morphisme,
o [ c Homg(El, EQ)

Si By = Ey = E et si py = ps = p, un opérateur qui entrelace p; et p, est simplement
un opérateur qui commute a p.

S’il existe un opérateur d’entrelacement bijectif, T', entre p; et po, les représentations
p1 et py sont dites équivalentes. Alors,

Vg € G, pa(g) =T opi(g)oT

L’équivalence au sens précédent est une relation d’équivalence sur les représentations,
d’ou la notion de classe d’équivalence de représentations.

Des représentations (E7, p1) et (Ea, p2) sont équivalentes si et seulement s’il existe une
base By de F; et une base By de E, telles que, pour tout g € G, la matrice de p;(g)
dans la base B; soit égale a la matrice de py(g) dans la base By. En particulier, si des
représentations (£, p1) et (Es, p2) sont équivalentes, alors F; est isomorphe a Es.

Pour des représentations matricielles, on obtient donc des matrices semblables : si
E, = Ey = C", et si p; et py sont équivalentes, alors les matrices ps(g) et pi(g) sont
semblables, avec méme matrice de passage pour tout g.

Si pp est une représentation de G dans E, le choix d'une base (e;) de E donne une
représentation matricielle (C", p); par changement a une base (e)) avec la matrice de
passage T', on obtient la représentation équivalente (C", p/),

pg)=Top(g)oT™.
Lemme 1.10 Si T entrelace p; et po, le noyau de T, ker T, est invariant par p,, et
[t'mage de T', Im T', est invariante par ps.

Démonstration : Si Tx = 0,2 € Ey, alors T(p1(g)x) = p2(g)(T'z) = 0. Donc ker T est un
sous-espace de Fy, invariant par p;. Soit y € Im T'. Il existe x € E; tel que y = Tx. Alors
p2(9)y = p2(9)(Tx) = T(p1(g)z), donc Im T est un sous-espace de FEs, invariant par ps.

Lemme 1.11 5@ T commute a p, tout sous-espace propre de T’ est invariant par p.

Démonstration : En effet si Tx = Az, A € C, alors T'(p(g)x) = Ap(g)z. Donc le sous-espace
propre de T' correspondant a la valeur propre A est invariant par p.
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Théoréme 1.12 (Lemme de Schur) Soit T' un opérateur entrelagant des représentations
irréductibles de G, (Ey, p1) et (Ea, pa).

e Sipy et ps ne sont pas équivalentes, alors T = 0.
o Si By =FEy=F et pp =py=p, alors T est un multiple scalaire de l’identité de E.

Démonstration : Si p; et py ne sont pas équivalentes, T' n’est pas bijectif, donc ou bien
ker T' # {0}, ou bien Im T" # FE5. D’apres le lemme 1.10, ker 7" est invariant par p;. Comme
p1 est irréductible, si ker T' # {0}, alors ker T = E, donc T' = 0. D’apres le lemme 1.10,
Im T est invariante par py. Comme py est irréductible, si Im T # Es, alors Im T' = {0},
donc T' = 0.

Si By = Ey = E et p1 = ps = p, alors, Vg € G,p(g)oT =T o p(g), et T commute a la
représentation p. Soit A\ une valeur propre de T', qui existe car T" est un endomorphisme
de E, espace vectoriel sur C, et soit E) le sous-espace propre associé a A. Par hypothese
E)\ est non nul, donc, comme p est irréductible, F\ = E, ce qui signifie que 7" = A 1dg.

Réciproquement, si tout opérateur qui commute a la représentation p est un multiple
scalaire de l'identité, alors p est irréductible. En effet, si p n’était pas irréductible, la pro-
jection sur un sous-espace vectoriel invariant non trivial serait un opérateur non scalaire
qui commute a p.

2 Caracteres et relations d’orthogonalité

2.1 Généralités

On désignera par F(G), ou parfois par C[G], I'espace vectoriel des fonctions sur G a
valeurs dans C. Lorsque cet espace vectoriel est muni du produit scalaire défini ci-dessous,
on désigne I'espace hilbertien ainsi défini par L?*(G) (concept qui sera étendu aux groupes
compacts).

Définition 2.1 Sur L*(G), le produit scalaire est défini par

1

Z@ﬁ(g) .

gelG

On va s’intéresser aux coefficents matriciels des représentations :

Définition 2.2 Si p est une représentation de G dans C", pour tout couple (i,7), 1 <
1< n, 1< j<n, la fonction p;'. € L*(G) qui associe a g € G le coefficient de la matrice
p(g) situé sur la i° ligne et la j° colonne, (p(g)); € C, est appelée un coefficient matriciel
de p.

Si p est une représentation unitaire, alors

p(g™") = (p(9) " = “(p(g)),

d’ou, dans une base orthonormeée,

plg™)i = (p(9))!

et, en particulier, les coefficients diagonaux de p(g) et p(g—') sont conjugués.
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2.2 Caractere d’une représentation, relations d’orthogonalité

On désigne par Tr la trace d’'un endomorphisme.

Définition 2.3 Soit (E, p) une représentation de G. On appelle caractere de p la fonction
X, sur G a valeurs complezes définie par

Vg € G, x,(9) = Tr(p(g)) -

Des représentations équivalentes ont méme caractere.
Pour une représentation matricielle de dimension n,

(2.2) Xe(9) =D _(p(9)); -

Sur chaque classe de conjugaison de G, la fonction x, est constante.

Définition 2.4 On appelle fonction centrale sur G une fonction constante sur chaque
classe de conjugaison.

Les caracteres sont donc des fonctions centrales sur le groupe.
Proposition 2.5 Les propriétés élémentaires des caracteres sont les suivantes,
e x,(e) =dimp.
¢ Vg€ G, x,(97") = x,(9) -
e Le caractére d’une somme directe de représentations est la somme des caracteres,
Xp1@p2 = Xp1r T Xpa-
Démonstration : La premiere propriété est conséquence de la formule (2.2). Pour démontrer

la seconde formule, on peut supposer que p est unitaire pour un certain produit scalaire
et choisir une base orthonormée. La propriété des sommes directes est évidente.

Si (Eq, p1) et (Ea, p2) sont des représentations d’'un méme groupe G, on définit leur
produit tensoriel (Ey ® Eo, p1 ® py) par

(p1 @ p2)(9) = p1(g) ® pa2(g) ,

pour g € G (voir 'exercice 5 pour un rappel des définitions). Une propriété importante
des caracteres est la suivante : Le caractere d'un produit tensoriel de représentations est
le produit des caracteres,

(23) Xp1®p2 = Xp1 sz .

Elle se démontre en observant que la trace d’un produit tensoriel de matrices est le produit
des traces.

On a, d’apres la proposition précédente,

(2.4) Ot X) = é 5 o (670 (9) -

geG

On va montrer que les caracteres de représentations irréductibles inéquivalentes sont
orthogonaux et que le caractere d’une représentation irréductible est de norme 1.
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Proposition 2.6 Soient (Ey, p1) et (Es, ps) des représentations de G et u : Fy — Es,
une application linéaire. Alors l’applz'cation linéaire de Ey dans Es,

(2.5) T, > palg) upi(g)™",
|G| geG

entrelace py et ps.

Démonstration : Calculons

p2(9) Tu =15y Z P p2(gh) u pi(h™")

=11 2, pk) w (k7).
d’apres la relation fondamentale (2.1). Donc,

Proposition 2.7 Soient (Ey, p1) et (Es, p2) des représentations de G et u : Fy — Es,
une application linéaire, et T, défini par (2.5). On suppose py et py irréductibles.

e Sipy et ps sont inéquivalentes, alors T,, = 0.

o Si Fy=FEy=F et sip = py=p, alors

Tr u
T, = Id
dimE  F
Démonstration : Il faut seulement calculer A sachant que 7, = A Idg . Or Tr T,, =

1 _ _ Tru
@degTru_Tr u, donc A\ = B

Proposition 2.8 Soient (Ey, p1) et (Eq, p2) des représentations irréductibles. On choisit
des bases dans E; et Es.
(i) Si p1 et pa sont inéquivalentes,

Vi, g k0, D (p2(9)E(pi(g™)] =0

geG

(iz')SiEleg:Eetsz'plsz:p,

i1 S eV =

geG

Démonstration : Utilisons une base (e;) de E; et une base (fy) de Ey, 1 < j < dim Ey,1 <
¢ <dimFE5. On a

dim F4 dlmE2
b —1\\a
geG a=1 =
Choisissons, pour application linéaire u, l'application uy; : E; — E, définie par

wj(ex) = 5ifg. Alors '
(u@))s = 0463
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et par conséquent
(Tuep )i |G| > (pa(g g )i
geG

On applique maintenant la proposition 2.7.
(@) Si py et pg sont inéquivalentes, ceci est toujours nul.
(i) Si By = Ey = E et si py = py = p, alors

, Tr w; 555
“ k= LM ek %%
\G| Z p2(g )i = ( uwj))z dmE * dimE

geG

Corollaire 2.9 Soient (Ey, p1) et (Ea, p2) des représentations unitaires irréductibles. On
choisit des bases orthonormées dans E, et Es.
(i) Si p1 et pa sont inéquivalentes,

V’i,j,k,l, ((pl) |(p2) ) =0.
(ii) Si By = By = E et si p1 = ps = p,
(PS1ot) = ﬁy%

Démonstration : En effet, si p; est unitaire pour un produit scalaire sur E; et si la base
choisie dans F est unitaire,

51 S @)k (6™ = 7 Sl Tala)); = (o))

geG geG

Théoreme 2.10 (Relations d’orthogonalité) (i) Si p; et py sont des représentations
wrréductibles inéquivalentes de G,

(X01|Xp2) =0.

(i) Si p est une représentation irréductible de G,

(Xp‘Xp) =1.

Démonstration : D’apres la relation (2.4) et la proposition précédente, si p; et ps sont
des représentations irréductibles inéquivalentes, alors (X, |Xp) = 0. Si p1 = p2 = p,

& Ygee p(@)ip(g™1))) = 3oip, doit (x,lx,) =1 .
On appelle caractéres irréductibles de G I'ensemble des caracteres des représentations

irréductibles inéquivalentes de G. On note souvent y; le caractere d’une représentation
irréductible p;. Les résultats précédents s’énoncent alors ainsi :

Théoréme 2.11 Les caracteres irréductibles de G forment un systéme orthonormal dans
L3 (G).
Corollaire 2.12 Les représentations irréductibles inéquivalentes d’un groupe fini G sont

en nombre fini.

On désigne par G Tensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
de G.
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2.3 Table de caracteéeres

On appelle ainsi la table dont les colonnes correspondent aux classes de conju-
gaison d'un groupe et dont les lignes correspondent aux représentations irréductibles
inéquivalentes de ce groupe. A Dintersection de la ligne et de la colonne on inscrit la
valeur du caractere de la représentation, évalué sur un élément (quelconque) de la classe
de conjugaison. Soit N le nombre de classes de conjugaison (nombre de colonnes; on
démontrera que c’est aussi le nombre de lignes). Soit g; un élément de G, de classe de
conjugaison, Cy,, 1 < i < N, comportant |C,| éléments. Soient py, et p,; des représentations
irréductibles. Alors

1 & -
(kab(ﬂe) - @ Z |Cgi| Xpk (gz) Xpe (gl) = 5/% .

i=1
Cette formule exprime le résultat suivant :

Proposition 2.13 La ¢ colonne ayant pour poids |Cy,|, les lignes de la table de caractéres
sont orthogonales et de norme 1.

On écrira une table de caracteres sous la forme suivante :

|Cgl| """ |CQN‘
gl ...... gN
Xoi | Xoi(g) | oo Xpi (98)
Xo; | Xp; (G1) |-+ Xp; ()

2.4 Application a la décomposition des représentations

Désignons par py, - -+, py les représentations irréductibles inéquivalentes de G. (Nous
verrons au corollaire 3.7 que ce nombre N est bien égal au nombre de classes de conju-
gaison.) Plus précisément, on a fait choix dans chacune des classes d’équivalence de
représentations de G d’un représentant que l'on désigne par p;. Dans les relations ci-
dessous, le signe d’égalité entre représentations désigne en fait ’appartenance a une méme
classe d’équivalence.

Théoreme 2.14 Soit p une représentation quelconque de G et soit x, son caractere.
Alors p = ié:\% mipi 5 0Um; = (Xp|Xp,)-

Démonstration : On sait, d’apres le théoreme de Maschke 1.8, que p est somme directe
de représentations irréductibles. On peut grouper les termes correspondant a une méme
classe d’équivalence de représentations irréductibles, p;, d’ou p = ié;% m;p;. On a alors
Xp = SN ™My Xp., ot par orthogonalité, (x,|x,:) = mi (Xpi|Xp:) = M.

L’entier m; est la multiplicité de p; dans p, et m;p; est la composante isotypique de
type p; de p.

Corollaire 2.15 La décomposition en composantes isotypiques est unique a [’ordre pres.
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Corollaire 2.16 Deux représentations ayant le méme caractere sont équivalentes.
D’apres le théoreme précédent,

N

(Xp|Xp) = Zm? :

i=1
D’ou

Théoréme 2.17 (Critere d’irréductibilité) Pour qu’une représentation, p, soit irréductible,
il faut et il suffit que (x,|x,) =1 .

3 La représentation réguliere

3.1 Définition

De maniére générale, si un groupe, GG, agit sur un ensemble M, alors G agit linéairement
sur 'espace des fonctions sur M a valeurs dans C, F(M), par (g, f) € GX F(M) — g.f €
F(M) , ou

Vo € M, (g.f)() = flg~") |
On vérifie immédiatement que ’on obtient ainsi une représentation de G dans F(M).
Prenons M = G, le groupe agissant sur lui-méme par multiplication a gauche. On

obtient une représentation R de G dans F(G) appelée représentation réguliere gauche ou
simplement représentation réguliére de G. Donc, par définition,

Vg,h € G, (R(9)f)(h) = f(g~'h) .

On peut définir de méme la représentation régquliere droite associée a ’action a droite de
G sur lui-méme. Les représentations régulieres droite et gauche sont équivalentes. Pour
un groupe fini, G, 'espace vectoriel F(G) des applications de G dans C est de dimension
finie |G|. La représentation réguliere est donc de dimension |G/|.

On utilise la base (¢;),ec de F(G) définie par :

. N Eg(g) = 17
€ G C{ eg(h) =0, sih#g.

La représentation réguliere de G est telle que
Vg,h € G, R(g)(en) = €gn -
En effet, Vk € G, (R(g)en)(k) = en(g™'k), et
en(gk)=1sig'k=h, k=gh,

tandis que
en(gk)=0sig'k#h, k#gh.

(Dans la représentation réguliere droite €, — €p4-1.)
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Proposition 3.1 Sur L*(G) = F(G) muni du produit scalaire ( | ), la représentation R
est unitaire.

Démonstration : Pour f; et fo € L*(G), on a pour tout g € G,

<mwﬁmwma=éﬂ;;mmﬁWMR@ﬁww
|G\;§Gf1 g~ 'h) f2(g \G|kech1
= (filf).

3.2 Caractere de la représentation réguliere
D’une part,
xr(e) = Tr(R(e)) = dim F(G) = |G| .
D’autre part, si g # e, alors
xrlg) = Tr(R(g)) =0,
car, si g # e,Yh € G, R(g)en, = €p, B # h.

La représentation réguliere, R, est réductible car 3 cn €, engendre un sous-espace
vectoriel W de F(G) de dimension 1 qui est invariant par R. En effet R(g )( Z €n) =

> €gn = Y €. De plus p|lw est équivalente a la représentation triviale puisque R( )( )=
heG keG

, Vx € W. Nous allons montrer qu’en fait la représentation réguliere contient chaque
représentation irréductible de G' avec une multiplicité égale a sa dimension.

Exemple 3.2 La représentation réguliere de &3 dans C[S3] est de dimension 6. Elle
se décompose en la somme directe de la représentation triviale de dimension 1, la
représentation signature de dimension 1 et deux copies de la représentation irréductible
de dimension 2 étudiée dans 'exemple 1.2.

3.3 Deécomposition de la représentation réguliere en compo-
santes isotypiques

On reprend les notations du paragraphe 2.4.
Proposition 3.3 La décomposition de la représentation réguliére en composantes isoty-

N
piques est R = & n;p; , ou n; = dim p; .
i=1

Démonstration :

_J 1G] sig=e,
XR(‘(])_{ 0 si g # e,

d’ott (XR|XM) = Xpi(e) = dim p; .
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Théoreme 3.4 On a

ot n; = dim p; .
‘ N N
Démonstration: On a |G| = xg(e) = X nix,(e) = X (ny)* .
i=1 i=
La relation 3%, (n;)? = |G| est tres souvent utilisée, par exemple pour déterminer la
dimension d’une représentation irréductible “manquante” lorsqu’on en connait déja N —1.

3.4 Base de ’espace vectoriel des fonctions centrales

L’espace vectoriel des fonctions centrales sur G a valeurs dans C a pour dimension
le nombre de classes de conjugaison de GG. On va montrer que c’est aussi le nombre de
classes d’équivalence de représentations irréductibles.

Soit (E, p) une représentation de G, et f une fonction sur G. On considere I'endomor-
phisme py de E défini par

(2.6) pr=>_ f(9)p(g)

geG

Donc, par définition, pour tout x € E, ps(x) = > e f(9)p(9)(T).

Lemme 3.5 L’endomorphisme py possede les propriétés suivantes.
(i) Si f est centrale, py commute a p.
(i1) Si f est centrale et si p est irréductible,

G
Pf: | ‘(f| )IdE'

Démonstration : Pour toute fonction f, on a
prop(g) = Lhea f(h)p(h)p(g) = Xhea f(h)p(hg)
= Yhea fkg™)p(k) = Shea f(ghg™)p(gh) -

Comme f est supposée centrale, on obtient

proply 9) > f(h)p(h) = plg) o py -
hedG
Montrons (ii ) pres (i) et le lemme de Schur 1.12, p; = AIdg. D’autre part, Tr py =
> f(9) Trplg) = ( )Xp(9) = |G| (fIx,), donc
dim p

Théoréeme 3.6 Les caracteres irréductibles forment une base orthonormale de [’espace
vectoriel des fonctions centrales.
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Démonstration : On sait que les caracteres des représentations irréductibles inéquivalentes
de G forment un systeme orthonormal dans L?(G) (théoreme 2.11). Montrons que ce
systeme est complet dans le sous-espace vectoriel des fonctions centrales. Soit f une
fonction centrale telle que, pour 1 < i < N, (f | xp,) = 0, ot piy = >, f(9)pi(9)-
Alors, d’apres le lemme précédent, p; 7 = 0 et on en déduit, par décomposition, que pour
toute représentation, p, on a py = 0. En particulier 7 = 0, ou R est la représentation

réguliere. Or, B B
= ; J(h)R(h)(eg) = ; F(h)eng

et, en particulier,

= Zf(h)% = 7 )
h

donc f = 0.

Corollaire 3.7 Le nombre de classes d’équivalence de représentations irréductibles de G
est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

En d’autres termes, la table de caracteres est carrée.
Proposition 3.8 Les colonnes de la table de caracteres sont orthogonales et de morme

\/ |‘g||, ou |Cy| désigne le nombre d’éléments de la classe de conjugaison de g. Explicite-

ment,
° me sz =0, sig etqg nesont pas conjugués.
Z 1
* X (3 X 7 g Ty
IG\ R A

En particulier, quand g = e, on retrouve la relation >~ (dim p;)? = |G|.
Démonstration : D’apres le théoreme 3.6, si f est une fonction centrale, alors

N
f = Z(Xﬁi|f)Xpi :
=1

On considere la fonction centrale f, qui vaut 1 en g et 0 sur les autres classes de conjugaison
de G. On a

1 |Gyl ——
Xpi . (h) [, g
(1) = 17 X = ()
N
donc f, = C—” ;1 Xpi (9)Xp; - En particulier, si ¢’ & Cy , alors
_ 1G] &
O_fg |G‘ me sz ’

ce qui démontre la premiere formule, et donc I'orthogonalité des colonnes de la table de

caracteres. D’autre part, 1 = f,(g) = |‘0Gg|| Z Xpi (9)Xp:i(9) , ce qui démontre la deuxieme

formule.
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4 Opérateurs de projection

Nous allons mettre en évidence des opérateurs de projection sur les composantes
isotypiques dans la décomposition de l'espace vectoriel support dune représentation
N
quelconque. Soit (E, p) une représentation de G et soit p = @ m;p; la décomposition
i=1
de p en composantes isotypiques. Le support de la composante isotypique, m;p;, est
mE; = E; @ --- @ E; (m; fois). On désigne ce sous-espace vectoriel de F par V;. On
écrira
m;
Vi= @ Eij .
j=1

Théoréme 4.1 Pour tout i, 1 <i < N, on pose, avec la notation de la formule (2.6),

dim p;
P, = 3
o

c’est-a-dire,
dim p;
P im p.
G|

> xilg)e(g) -

geG
N
(i) P; est le projecteur de E sur V; dans la décomposition E = @ V.
i=1
(ii) PP, = 3P
(iii) Si p est unitaire, P; est hermitien, 'P; = P;.

= Idy;, et que, si

Démonstration : Choisissons 7y, 1 < 79 < NN, et montrons que P, .
0
i # iy, P

=Y X ay; . Alors

. N N . N N
v 0.Soit z=>" 2 ,ouzx, €V;, etz = Z;’Zl xij,oux;; € E;;, dou
1

Py (z) = dirgpio S Xio(9)p(9)zi; = difgfm > (Z Xio (g)m(g)) Tij -

| | 1, geG i, \9g€G

Sachant que x;, est une fonction centrale, et que p; est irréductible, on applique le lemme
3.5 et 'on obtient

Gl

~ dim Di

> Xiol9)pi(9) = pixes

geG

ig 7

|G|
) Ide = 21 s
(XZO|XZ) dEz dlmpZO 5”0 dE

pour obtenir finalement,
Piy(2) = Y 0ioi%ig = D Tigg = Tig -
.3 J

Les relations P,P; = 0 si i # j, P? = P; sont des conséquences de (i).
Si p est unitaire, alors

= xi(9) 'p(9) =X xi(9)plg™") =D xilg " )e(9) =D xil9)p(9),

g
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ce qui est égal a pg , ce qui démontre (iii).

k
La décomposition £ = @ V; est unique a l'ordre pres. Par contre, la décomposition
i=1

1=

mZ . 4 yd . 7 .
Vi = @ E,;; n'est pas unique en général. Par exemple, si p = Idg, alors p peut s’écrire
=1

d’une infinité de fagons comme somme directe de représentations de dimension 1.

5 Représentations induites

L’induction est une opération qui associe a une représentation d’'un sous-groupe H
d’un groupe G une représentation du groupe G lui-méme. La représentation induite d’une
représentation irréductible n’est pas, en général, irréductible.

Soit donc G un groupe fini et H un sous-groupe. Soit (F, 7) une représentation de H.
On définit I'espace vectoriel

E={p :G— F|VYhe Hpgh)=nh"")p(9)}
et I'on définit une représentation p = 7'¢ de G dans E par

VoeE , (p(g0)e)(9) =¢(9'9) .

pour tout go € G et pour tout g € G. On vérifie que p(go)p appartient a E puisque

(p(g0)¢)(gh) = gy 'gh) = m(h™)p(gy 'g) = w(h™") ((p(90))(9))

et d’autre part on vérifie que g — p(g) est un morphisme de groupes de G dans GL(E).
La représentation de G dans F, p = 7'% est appelée la représentation induite de © de H
aG.

Par exemple, si H = {e} et si 7 est la représentation triviale de H dans C, alors
I'espace vectoriel E est égal a C[G] et la représentation induite de m de H a G est la
représentation réguliere de G.

On peut interpréter I'espace vectoriel £ comme l'espace des sections d'un “fibré vec-
toriel”. Considérons le produit cartésien G x F' et introduisons la relation d’équivalence

(9,2) ~ (gh,7(h"Y)x), YVh € H .

Soit G X, F' le quotient de G x F par cette relation d’équivalence et soit q : G X, F' —
G/H la projection qui envoie la classe de (g, x) sur gH (qui est bien définie puisque, si
(¢',2") ~ (g,z), alors ¢ = gh, pour un h € H). On appelle G X, F un fibré vectoriel
de base G/H car I'image réciproque par la projection ¢ d’un point quelconque de G/H
est isomorphe a l'espace vectoriel F. Une section de la projection ¢ : G x, FF — G/H
est, par définition, une application, 1, de G/H dans G x, F telle que g o ¢ = Idg/x.
Montrons que E n’est autre que 'espace vectoriel des sections de ¢ : G X, FF — G/H.
A e E et g e G associons la classe d’équivalence de (g, ¢(g)). Le résultat ne dépend
que de la classe de ¢ modulo H. En effet, si ¢' = gh, avec h € H, on obtient la classe de
(gh, ©(gh)) qui est égale a la classe de (g, m(h)p(gh)) = (g9,¢(g)), car ¢ € E. On définit
donc ainsi une section de q : G X, F' — G/H. D’autre part, étant donnée une section de
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q: G x,F — G/H, on voit que 'on peut lui associer un élément de E (en considérant
la deuxieme composante de la classe d’équivalence associée a un élément de G/H) et que
ces deux constructions sont inverses I'une de 'autre, prouvant 'isomorphisme cherché de
E sur l'espace vectoriel des sections du fibré vectoriel G x F'.

La notion de représentation induite peut étre définie dans des situations plus générales
que celle des groupes finis, et comporte de nombreuses applications en mathématiques et
en physique.

6 Reéférences pour le chapitre 2

[Broué], [Guichardet], [Serre|, [Rauch], [Simon], [Sternberg].

7 Exercices pour le chapitre 2

Exercice 1. Le groupe symétrique S .

a) On note ¢ la permutation circulaire (123) et ¢ la transposition (23). Montrer que
{c,t} engendre &3 , et que tc = ¢t ,ct = tc®. Déterminer les classes de conjugaison du
groupe Gs.

b) Trouver les représentations de dimension 1 de G3.

c) Soit ey, ey, e3 la base canonique de C. Pour g € &3, on pose

p(g)e; = eq) -
Montrer qu’on définit ainsi une représentation de &3 de dimension 3 (“représentation de
permutation”) et que V' = {(z1, 29, 23) € C3|21 + 22 + 23 = 0} est invariant par p.
d) Soit j = 5. Trouver une base (uy,uz) de V telle que
p(C)Ul = Ju , p(C)UQ :j2U2 )
pur =uz, plus  =ur .

Existe-t-il un sous-espace vectoriel de dimension 1 de V' invariant par p?

On désigne par py = p|y la représentation de dimension 2 de &3 sur V' définie par
restriction. Déterminer Tr (po(c)) et Tr (po(t)).

e) Etablir la table de caracteres de &s.

f) Quelle est I'interprétation géométrique de &3 comme groupe de symétries 7 Quelle
est 'interprétation géométrique de la représentation pgy ?
Exercice 2. Une application du lemme de Schur.

Soit (E, p) une représentation irréductible d'un groupe fini G. Montrer que si deux
produits scalaires sur F sont invariants par la représentation p, ils sont proportionnels.



Exercices pour le chapitre 2 33

Exercice 3. Groupe symétrique S,.

Déterminer les classes de conjugaison du groupe symétrique S, et sa table de ca-
racteres.
Exercice 4. Groupe alterné ;.

Déterminer la table de caracteres de 2l,4. Quelles représentations de 204 sont la restric-
tion d’une représentation de S, 7 Quelles représentations de &, ont une restriction a 2,
irréductible ? réductible ?

Exercice 5. Produits tensoriels d’espace vectoriels, d’applications linéaires et de matrices.

Si E et F' sont deux espaces vectoriels de dimension finie, on peut définir le produit
tensoriel £ ® F' comme l'espace vectoriel des applications bilinéaires de E* x F™* dans le
corps de base. Pour x € E, y € F, on définit I'élément r @ y € F ® F par

(r@y)&n) =<&z><ny>,

pour tous £ € E*, n € F*.

a) Soient (eq,...,e,) une base de E et (f1,...,f,) une base de F. Montrer que
(€: ® fj)i<icn,1<j<p €st une base de £ ® F.

b) On appelle tenseur d’ordre 2 sur £ un élément de £ ® E. Tout tenseur d’ordre 2 sur

Esécrit T = Z?jzl T4 e;®ej, oules T' % sont des scalaires. Quelles sont les composantes de

T apres changement de base ? Un élément de EF® E s’appelle aussi un tenseur contravariant
d’ordre 2.

¢) Montrer que E*® F' est un espace vectoriel isomorphe a L(E, F) (A ®y € E*QF,
on associe u € L(E, F') définie par u(x) =< &,z >y, pour x € E).

Siu:FE — Eetov: F — F sont des applications linéaires, u ® v est 'unique
endomorphisme de E ® F' satisfaisant (u ® v)(z ® y) = u(z) ® v(y), pour tous x € E,
yerl.

d) Dans F ® F', on choisit pour base
(61®f1a61®f27"' 7€1®fp7€2®f1562® f2a"' a62®fpa"' 7€n®f1a"' aen®fp) .
Ecrire la matrice de u ® v, ot u (resp., v) est un endomorphisme de E (resp., F), de
matrice A = (a;;) (resp., B = (b;;)) dans les bases choisies.
e) Comment peut-on définir p; ® ps si (E1, p1) et (Ea, p2) sont des représentations d'un
groupe G 7 Montrer que X, gp, = Xp1 Xps-
Exercice 6. Représentation contragrédiente.

Soit (F,m) une représentation d’'un groupe G. Pour g € G, £ € E*, x € FE, on pose
< 7(9)), * > =< & w(g)(x) >.

a) Montrer que 1’on définit ainsi une représentation 7* de G dans E*. La représentation
m* est appelée la contragrédiente de .
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b) Montrer que si (F,m) et (F,p) sont des représentations d'un groupe G, alors
(g.u)(x) = p(g)(u(m(g~')x)) définit une représentation de G dans L(E, F'), équivalente a
™R p.

Exercice 7. Produit extérieur et produit symétrique.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, de base (1, - - ,€,). On désigne par A* E
(resp., S?FE) le sous-espace vectoriel de E® E engendré par e; Qe; —e; ®e;, 1 <i<j<n
(resp. e;®@e;+e;®e;, 1 <i < j<n). Ces définitions ne dépendent pas de la base choisie
et EQ E=N\E®S%E . L'espace A\’ E est la puissance antisymétrique (ou extérieure)
d’ordre 2 de E, et 'espace S?E est la puissance symétrique d’ordre 2 de E.

a) Si (E, p) est une représentation d’un groupe G, A\* E et S?E sont stables par p® p.
On désignera les restrictions par A? p et S%p, respectivement. On suppose G fini. Montrer
que les caracteres de ces représentations vérifient, pour tout g € G :

1 1

0z(9) = 5 (0607 =xule?) + xs20l9) = 5 ((6(@) + x0(97) -

b) Si pg est la représentation irréductible de dimension 2 de &3, déterminer x,z,, et

X s2p,- Décomposer py ® py en somme de représentations irréductibles.

PO

Exercice 8. Equivalence des représentations régulieres gauche et droite.

Montrer que les représentations régulieres gauche et droite d’un groupe fini sont
équivalentes.
Exercice 9. Représentations des groupes abéliens, représentations des groupes cycliques.

a) Montrer que toute représentation irréductible d’un groupe fini est de dimension 1
si et seulement si le groupe est abélien.

b) Déterminer toutes les représentations irréductibles inéquivalentes du groupe cy-
clique d’ordre n.
Exercice 10. Utilisation des relations d’orthogonalité.

Soient p; et p; des représentations irréductibles d’'un groupe fini G. On pose x; =

Xpi s Xj = Xp,; - Montrer que, pour tout h € G,

1

1 —
~ dim p;

|G

> xil9)x;(g"h)

geG

Exercice 11. Représentation réguliere de Gs.

Ecrire la décomposition canonique de la représentation réguliere de Gs.

Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels invariants de dimension 1
et un projecteur sur le sous-espace de la représentation 2pg, ou py est la représentation
irréductible de dimension 2.
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Exercice 12. Représentations réelles, représentations complezifiées.

Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension n. Un morphisme d'un groupe fini G
dans GL(E,R) est appelé une représentation réelle de G, de dimension (réelle) n.

On considere E® = E ®iE = E ® C, espace vectoriel sur C, de dimension n, appelé
complexifié de E.

a) Montrer que toute représentation réelle de G dans E se prolonge de maniére unique
en une représentation (complexe) de G dans EC, appelée complezifiée de la représentation
réelle.

b) On fait agir le groupe symétrique S5 sur R? par rotations d’angle %T” et symétries.

Montrer que la complexifiée de cette représentation est équivalente a la représentation
irréductible py de &5 sur C2.

c) On fait agir le groupe cyclique d’ordre 3 sur R? par rotations d’angle %T’T Cette
représentation réelle est-elle irréductible ?

d) Toutes les représentations irréductibles réelles des groupes abéliens sont-elles de
dimension 17
Exercice 13. Représentations du groupe diédral.

a) Montrer que, si H est un sous-groupe abélien d’ordre p d’un groupe fini G d’ordre
n, alors toute représentation irréductible de G est de dimension < %.

b) En déduire que toute représentation irréductible du groupe diédral D,, est de di-
mension 1 ou 2.
Exercice 14. Théoréme de Peter-Weyl pour les groupes finis.

Soient pq,p2,...,pn les représentations irréductibles unitaires inéquivalentes d’un
groupe fini G. Montrer que les coefficients matriciels de pq, po, ... , py forment une base
orthogonale de L*(G).

Exercice 15. Représentation de GL(2,C) dans les polynomes de degré 2.

Soit G un groupe et soit p une représentation de G dans un espace vectoriel V' sur C,
de dimension finie n. Soit P(’“)(V) I’espace vectoriel des polynomes complexes sur V' de
degré inférieur ou égal a k.

a) Pour f € P®(V), on pose p)(g)(f) = f o p(g7"). Montrer que I'on définit ainsi
une représentation p*) de G' dans P®) (V).

b) Comparer p!) et la représentation contragrédiente de p.

c) On suppose que V = C? et que p est la repésentation standard. Soit k = 2. A
f € P?)(C?) défini par f(x,y) = ax? + 2bazy + cy?, on associe la matrice symétrique

a b
=5 2)



36 Chapitre 2. Représentations des groupes finis

a

et le vecteur vy = |b| € C* . Ecrire la représentation p de GL(2,C) dans l'espace
c

vectoriel des matrices réelles symétriques 2 x 2 et la représentation p de GL(2,C) dans

R? définies par p et les isomorphismes définis ci-dessus. Montrer que la contragrédiente

de p est la représentation de GL(2,R) dans R? définie par

o 3 o? af3 3?
( 5) — | 2y @) + By 2060
7 ,.Y2 ’}/(5 52

Exercice 16. Convolution.

Soit G un groupe fini et soit C[G] lalgebre du groupe, c’est-a-dire 'espace vectoriel
F(G) muni de la multiplication définie par e e, = €44 €t prolongée par linéarité.

a) Montrer qu’alors le produit de deux fonctions fi, fo est le produit de convolution

(f1 % f2)(9) = Xnec fi(h) fa(h7g) .

b) Soit p une représentation de GG et f € C[G]. On pose py = > f(9)p(g) . Montrer
que Ppixfo = Pf1 O Pfy -

¢) Montrer que f € C|G]| est une fonction centrale si et seulement si f est dans le
centre de l'algebre C[G] munie du produit de convolution (c’est-a-dire commute au sens
de la convolution avec toute fonction sur G).
Exercice 17. Sur Uapplication f — py.

Pour toute représentation (£, p) de G, et toute fonction f sur G, on considere ’endo-
morphisme p; de E défini par

pr=2_ fl9)r(g) .
geG

a) Soit R la représentation réguliere de G. Etudier Ry(ey), pour g € G. Montrer que
R¢(e.) = f. L’application f € C[G] — R; € End C[G] est-elle injective ?

b) Soient p;, p; des représentations irréductibles de G et soit x; le caractere de p;.
Evaluer Pix-
Exercice 18. Produits tensoriels de représentations.

Soit p la représentation irréductible de dimension 2 du groupe symétrique G3. On pose
p = p®! et I'on définit par récurrence, pour tout entier k > 2,

POk = 81 @

Ainsi, p?2 = pRp, p2 =pRpRp, ..., P =pRpR...® p, k fois.
a) Décomposer p®* en somme directe de représentations irréductibles, pour k € N*.

b) Soit A3 C &3 le groupe alterné. Décomposer en somme directe de représentations
irréductibles les restrictions a A3 de p, pR pet p R p X p.



Chapitre 3

Représentations des groupes
topologiques compacts

Dans ce chapitre, nous allons étendre au cas des groupes topologiques compacts de
nombreuses propriétés démontrées dans le cas des groupes finis. Certaines propriétés seront
admises sans démonstration.

1 Groupes topologiques compacts

Rappelons qu'un groupe topologique est un groupe muni d’une structure d’espace
topologique séparé (par exemple un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé) telle que
la multiplication et le passage a l'inverse soient des applications continues. Un espace
topologique est localement compact si tout point possede un voisinage compact.

Si E est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet), on désigne par L(E, E)
I'espace vectoriel des applications linéaires continues de £ dans E (encore appelées en-
domorphismes de E ou opérateurs linéaires continus ou opérateurs bornés sur E). On le
munit de la norme des applications linéaires qui, pour u : FF — FE, linéaire et continue,
est définie par

Jull = SUP||J;|\<1”U(QJ)H .

Pour tout espace de Banach, F, on désigne par GL(E) C L(E, F) le groupe des isomor-
phismes de E, c’est-a-dire des endomorphismes bijectifs et bicontinus de E. On sait qu’il
suffit qu'une application linéaire continue soit bijective pour que son inverse le soit. On
considere GL(FE) comme sous-espace topologique de I'espace vectoriel normé L(E, E).

La boule unité dans un espace vectoriel normé est compacte si et seulement si 1’es-
pace est de dimension finie. Donc tout sous-espace fermé et borné de GL(E), ou E est
un espace vectoriel de dimension finie, est compact. Par exemple U(n) C GL(n,C) et
O(n) € GL(n,R) sont compacts. De méme, SU(n) et SO(n) sont compacts. Le groupe
abélien R muni de sa métrique usuelle est un groupe topologique localement compact mais
non compact. Les groupes GL(n,C) et SL(n,C), GL(n,R) et SL(n,R) sont localement
compacts mais non compacts.

37
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2 Mesure de Haar

Sur un groupe fini G, on sait que pour toute fonction f € F(G) et pour tout g € G,

Yo f(h)y =3 flgh) =" f(hg)

heG heG heG

Si 'on désigne par [, (resp., rg) multiplication a gauche (resp., droite) par g € G, on a
par définition f(gh) = (fo )( ) et f(hg) = fory)(h). Par conséquent, 'opération de
moyenne, M : f+— M(f) = a2 f(g), vérifie

geG

e M est une forme linéaire sur F(G), positive, ¢’est-a-dire prenant des valeurs positives
sur les fonctions réelles positives,

e M est invariante a gauche et a droite, c¢’est-a-dire

Vg € G, M(foly) = M(forg)=M([),

o M(1)=1.

Sur les groupes topologiques compacts, il existe une mesure, la mesure de Haar, qui
possede des propriétés analogues. Plus généralement sur un groupe topologique localement
compact, il existe des mesures ayant des propriétés d’invariance soit a gauche, soit a droite
(mais pas les deux en général).

Théoreme 2.1 Soit G un groupe topologique localement compact.
a) Il existe sur G une mesure positive, finie sur les compacts, non identiquement nulle
et invariante a gauche, 1. e., pour toute fonction mesurable f et pour tout h € G,

| £(hg)du(g) = | flg)duls

Une telle mesure est unique a un facteur scalaire réel positif pres. St f est continue, f > 0

et [ f(g)du(g) =0, alors f = 0.

b) Si G est compact, il existe sur G une unique mesure invariante a gauche p telle que
Jedu(g) = 1.

c) Sur un groupe topologique compact, toute mesure invariante & gauche est invariante
a droite.

Démonstration : a) Voir A. Weil, L’intégration dans les groupes topologiques et ses ap-
plications, Hermann, Paris, 1940, ou L. Loomis, An introduction to abstract harmonic
analysis, Van Nostrand, New York, 1953, ou E. Hewitt and K. A. Ross, Abstract harmo-
nic analysis [, Springer, 1963, chap. IV.5.

b) Si p19 est une mesure invariante a gauche sur G compact et si [, djg(g) = m, on pose
= %Mo et p est clairement l'unique mesure invariante a gauche telle que [ du(g) = 1.

¢) Soit p une mesure invariante a gauche sur G localement compact. Pour f continue
a support compact, posons u(f) = [; f(g)du(g). Soit h € G et considérons pu(f) =

Je f(gh)du(g), c’est-a~dire pn(f) = p(f o rp). Alors,

Wk € Gounlf o 1) = [ (kgh)du(g) = [ Flgh)dn(g) = ().
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donc, d’apres 'unicité des mesures invariantes a gauche a un facteur pres, il existe un
scalaire A(h) € R* vérifiant

pn(f) = A(h)u(f)-

Si G est compact, on peut intégrer la fonction constante 1. On obtient pp(1) = p(1) =
A(h)u(l). Dot A = 1 et p est donc aussi invariante a droite, i. e., pour tout h € G,

Jo f(gh)du(g) = Jo f(g)du(g).

Définition 2.2 Sur un groupe topologique compact, l'unique mesure invariante a gauche
et a droite, et de masse totale 1, s’appelle la mesure de Haar.

Sur un groupe topologique localement compact, G, la fonction A : h € G — A(h) €
R* est appelée la fonction modulaire de G. Elle vérifie

A(RI') = A(R)A(K),

car AGR)(F) = e (f) = p(forme) = pu(forwor) = A(R)a(forn) = ARAR) ()
On dit que le groupe localement compact G est unimodulaire si A = 1. Le théoreme
précédent dit que si G est compact, alors G est unimodulaire. On écrit souvent [ f(g)dg
au lieu de [ f(g)du(g). Ainsi, si G est compact, pour toute fonction mesurable f,

vhe G, [ f9)dg= [ f(hgldg= [ f(gh)dg.
el G a
et I'on impose a p de satisfaire la condition de normalisation, [.dg = 1.

Ezxemples :

e Sur un groupe abélien, toute mesure invariante a gauche est évidemment aussi in-
variante a droite.

e Dans le cas du groupe abélien localement compact R, toute mesure invariante est
proportionnelle a la mesure de Lebesgue.

e SiG=U(1)=8'={e?0 e R/27Z} = {2 € C | |2| =1}, alors

e Pour G = SU(2) ~ S3, voir [Guichardet, page 25] ou [Sternberg, page 177].

3 Représentations des groupes topologiques. Lemme
de Schur

Tous les espaces de Hilbert considérés sont séparables, c¢’est-a-dire possedent une base
hilbertienne dénombrable. Les espaces de Hilbert considérés d’abord sont réels ou com-
plexes, mais certaines propriétés sont valables seulement dans le cas complexe.
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3.1 Généralités

Définition 3.1 Soit G un groupe topologique. On appelle représentation continue, ou
simplement représentation, de G la donnée d’un espace de Hilbert, E, et d’un morphisme
de groupes p : G — GL(FE) tel que, pour tout x € F,

g€Gr—p(g)x €FE

est une application continue.

Une condition suffisante pour que la condition de continuité ci-dessus soit satisfaite
est que

lim [|p(g) —Tdgl| = 0,

c’est-a-dire que p soit continue comme application de G dans GL(E) muni de la topologie
induite par la norme de £(FE, E). Si E est de dimension finie, cette condition suffisante
est aussi nécessaire.

La dimension, finie ou infinie, de E s’appelle la dimension de p.

La représentation triviale dans un espace vectoriel E est définie par, Vg, p(g) = Idg.

Soit £ un espace de Hilbert complexe. Si u € L(F, E), 'adjoint v* de u est défini par

Va,y € B, (uzly) = (z|u’y) ,

et un élément u € GL(E) est un opérateur unitaire si uu* = u*u = Idg. Le groupe des
opérateurs unitaires de E est noté U(E). En dimension finie et dans une base othonormée,
un opérateur unitaire est représenté par une matrice unitaire.

Une représentation p de G dans E est dite unitaire si E est un espace de Hilbert
complexe et Vg,p(g) € U(E). Alors, Vg € G,Vx,y € E, (p(9)z|p(9)y) = (z|y) et, en
particulier, pour tout z € G, ||p(g)z| = ||z]|.

Si E est un espace de Hilbert réel, on parle de représentation orthogonale.

3.2 Coefficients d’une représentation

Pour z € E, ¢ € E*, on pose

helg) =< plg)w, & >,

ou <, > désigne le crochet de dualité. En dimension finie, étant donnée une base (e;) de
E, de base duale (ef), on retrouve les coefficients matriciels

bi(9) = 82,0 (9) =< pl9)ej, ef >= (p(9))]

ou ¢ est 'indice de ligne et j 'indice de colonne, qui vérifient
plgle; =D (g)e: -
On peut aussi considérer, pour x,y € FE,

oy (9) = (p(9)z]y) ,
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et, pour toute base (e;) de E,

vii(9) = (p(g)ejle:) -
Si p est unitaire et si la base (e;) est orthonormée,

P P
Pij = Pij -

3.3 Opérateurs d’entrelacement

Définition 3.2 Soient (E1, p1) et (Eay, p2) des représentations unitaires de G. On appelle
opérateur d’entrelacement de p; et ps toute application linéaire continue T' : E; — FE,
telle que, Vg € G, pa(g) o T =T o p1(g).

En particulier, une application linéaire continue, 7', entrelace (E, p) avec elle méme si
et seulement si 7' commute a p.

Deux représentations (E7,p1) et (Ea, p2) sont équivalentes s’il existe un opérateur
d’entrelacement bijectif (et donc bicontinu) 7" entre p; et py. Alors E est isomorphe & Ey
et po(g) =T o p1(g) o T~1. On définit ainsi la classe d’équivalence d’une représentation.

Définition 3.3 Une représentation (E,p) de G est dite irréductible s’l n’eziste aucun
sous-espace vectoriel fermé non trivial de E invariant par p.

S’il existe un sous-espace vectoriel fermé, F, invariant par p, la restriction de p a F
s’appelle une sous-représentation de p.

Proposition 3.4 Si (E,p) est une représentation unitaire, et si F' C E est un sous-
espace vectoriel fermé invariant par p, alors lorthogonal de F, F*, est aussi un sous-
espace vectoriel fermé invariant par p, et les projecteurs orthogonaux sur F, Pg, et sur
FL, Pp., commutent avec p.

Démonstration. On sait que pour tout sous-espace vectoriel, F', de F, 'orthogonal, F'*,
de F est fermé. Par hypothese, Vo € F, p(g)x € F. Soit y € F*. Alors Vo € F, (z]y) = 0.
D'ou Vo € F, (z[p(9)y) = (p(9)~'z|y) = 0, donc p(g)y € F*. De plus,

p(9)y = p(9)(Pry + Ppry) = p(g)Pry + p(9) Prry -

Le premier terme est Pr(p(g)y) et le second Pri(p(g)y).

3.4 Opérations sur les représentations

On peut faire la somme directe hilbertienne, (DE;, ®p;), d’'une famille dénombrable
de représentations unitaires (E;, p;). Dans I'espace de la représentation, chaque E; est un
sous-espace fermé, les E; sont orthogonaux deux a deux et la somme directe est dense.

Une représentation est dite complétement réductible (ou semi-simple) si elle est somme
directe hilbertienne de représentations irréductibles.

Si p est une représentation irréductible, on utilisera encore la notation mp pour
désigner la composante isotypique de type p d'une représentation completement réductible,
m pouvant étre un entier ou oo.



42 Chapitre 3. Représentations des groupes topologiques compacts

On définit le produit tensoriel p; ® py sur B} @ Fy de deux représentations (FE1, p1) et
(E27 ,02)7 par
((p1 ® p2)(9)) (21 ® x2) = p1(g)71 @ pa(g) T2 -

Si p1, p2 sont des représentations de dimension infinie, on considérera E;®F,, produit
tensoriel complété pour la norme associée au produit scalaire, dont on montre qu’il est
positif,

(71 @ @2} ® ay) = (w1]a) (w2])),
appelé produit tensoriel hilbertien de Ey et Es.

Théoreme 3.5 Toute représentation unitaire de dimension finie d’un groupe topologique
G est complétement réductible.

La démonstration est la méme que pour les groupes finis, en utilisant la proposition
3.4.

Il existe des représentations (non unitaires) qui sont réductibles mais non completement
réductibles.

3.5 Lemme de Schur

Théoréme 3.6 (Lemme de Schur) Soit G un groupe topologique et soient (Ey,p1) et
(Es, p2) des représentations unitaires irréductibles de G. Soit T une application linéaire
continue de Ey dans FEy qui entrelace py et py. Alors ou bien T = 0, ou bien T est
un isomorphisme (et par conséquent p; et ps sont équivalentes) et T est unique a une
constante multiplicative pres.

En résumé, si Tpi(g) = p2(g)T ou bien p; = py et T = 0, ou bien p; ~ py et T
est un isomorphisme. La démonstration utilise la décomposition spectrale des opérateurs
hermitiens.

Corollaire 3.7 Soit G un groupe topologique et (E,p) une représentation unitaire de
G. La représentation p est irréductible si et seulement si tout endomorphisme de E qui
commute a p est un multiple scalaire de ["identité.

Démonstration. En effet, si p n’est pas irréductible, la projection sur un sous-espace fermé
non trivial invariant est un endomorphisme de E non scalaire qui commute a p.
La réciproque se démontre a partir du lemme de Schur.

Corollaire 3.8 Les représentations irréductibles complexes de dimension finie ou uni-
taires d’un groupe abélien sont de dimension 1.

Démonstration. Soit (F, p) une représentation d’'un groupe abélien G. Soit g € G. Alors,
pour tout h € G, p(g)p(h) = p(h)p(g) donc p(g) commute a p, donc G agit par multipli-
cation scalaire. Si la représentation p est irréductible, elle doit étre de dimension 1.

Rappelons que dans cet énoncé, comme dans le précédent, les représentations sont
supposées complexes.
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4 Représentations des groupes topologiques com-
pacts

Dans tout ce paragraphe, on considere un groupe topologique G supposé compact et
des représentations complezes.

4.1 Complete réductibilité

Théoreme 4.1 Toute représentation d’un groupe topologique compact est unitarisable.

Démonstration. Soit G un groupe topologique compact, et soit (F, p) une représentation
de G. On pose, pour z,y € E,

(zly) = /G (p(9)z|p(g9)y)dg ,

ot dg est la mesure de Haar sur G. C’est bien un produit scalaire car, si (z|z)" = 0, alors
d’apres le théoreme 2.1a), (p(g)z|p(g)x) = 0, pour tout g € G, et par conséquent, z = 0.
D’autre part,

(p(9)2lp(g)y) = | (p(gh)alplgh)y)dh = [ (p()zlo(R)y)dh = (xly) .

Ainsi p(g) est unitaire pour ( | ). On montre alors que les normes associées a (| ) et
(| ) sont équivalentes, ce qui implique que la représentation reste continue et que les
représentations p dans les espaces de Hilbert (E,( | )) et (E,( | )’) sont équivalentes
(I'identité de E est bicontinue et entrelace ces représentations).

Corollaire 4.2 Toute représentation de dimension finie d’un groupe topologique compact
est completement réductible.

Nous admettrons encore le résultat suivant (voir [Naimark-Stern, page 205]).

Théoreme 4.3 Toute représentation unitaire irréductible d’un groupe topologique com-
pact est de dimension finie.

4.2 Relations d’orthogonalité

On définit un produit scalaire sur I'espace vectoriel des fonctions continues a valeurs
complexes sur G par

(Filf) = [ Flo)falg)dg

olt dg est la mesure de Haar. On désigne par L?*(G) l'espace de Hilbert obtenu en
complétant cet espace préhilbertien pour la norme définie par ce produit scalaire.

On sait que les représentations irréductibles de GG sont de dimension finie. Les relations
d’orthogonalité des caracteres des représentations irréductibles s’étendent au cas compact.

Théoréme 4.4 Soit G un groupe topologique compact et soient (Ey,p1) et (Es, pa) des
représentations unitaires irréductibles de G. Pour tous x1,x) € Fy et xq,15 € Ey,

pz):{o sl p1 * pa

dimFE \""1 371)(952‘952) S1 L) = L = et pr=pa=p.
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Démonstration. Pour toute application linéaire continue u : Fy — FEs, on introduit, en
généralisant le procédé utilisé dans la proposition 2.6 du chapitre 2,

T, = | pag)upi(9)dg .

et I’on montre que 7T;, entrelace p; et po. On considere alors l'application ., : £y — E
définie par ug,.,(r) = (z|r1)72. On trouve (T, ,,7)|rh) = (gogllx,lhpgzxé). On applique
alors le lemme de Schur. Cette quantité est nulle si p; » py. Si By = Ey = E et p1 = py = p,
alors cette quantité s’écrit 7(xy, zo)(x)|xh), ot 7(x1, z5) est antilinéaire en x; et linéaire
en xq, donc s’écrit (Sxy|zy) pour un opérateur linéaire S. On voit alors que S commute a
p donc est proportionnel a I'identité de E. On calcule cette constante en choisissant pour

x1, o, oy, o), des vecteurs d’'une base orthonormée de E.

En particulier, si p; et py ne sont pas équivalentes, alors dans des bases orthonormées,
(#2lef) =0
et, si p1 = ps = p, alors
1
Pl s
(‘Pij|€0ke> = dimE(slk(sﬂ :

Si (E, p) et une représentation de dimension finie de G, on définit le caractére x, de p
par

Vg € G, x,(9) = Tr(p(g)) .

C’est une fonction continue sur G' a valeurs complexes. De plus, la fonction x, est une
fonction centrale sur G et elle ne dépend que de la classe d’équivalence de la représentation

p-

Théoréme 4.5 (Relations d’orthogonalité) Soient p; et py des représentations irré-

ductibles de G. Alors
_J 0 sipreps,
i) = § S0
Démonstration. Ces relations sont une conséquence immédiate des formules précédentes.
On désigne par G Tensemble des classes d’équivalence p; de représentations
irréductibles d’un groupe topologique compact G. Lorsque L?(G) est séparable — ce qui a
lieu dans les cas que I'on rencontre en pratique —, les relations d’orthogonalité ci-dessus im-

pliquent que cet ensemble est dénombrable. On pose x; = Xx,,. Si p est une représentation
de GG, on peut la décomposer en somme hilbertienne de représentations irréductibles,

~

P = DicaMipi
ou
m; = (Xi‘Xp) .

On peut avoir m; = co. Un projecteur sur la composante isotypique m;p; est

P, = (dimp,) [ x(glplo)dg -

Une représentation p est irréductible si et seulement si (x,|x,) = 1.
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5 Résumé du chapitre 3

Nous résumons quelles sont les propriétés des groupes finis qui restent valables pour
les groupes compacts. Les représentations sont supposées complezes.

Représentations de G fini Représentations de G compact

Toute représentation est unitarisable

Toute représentation de dimension finie
est completement réductible

Toute représentation unitaire irréductible
est de dimension finie

Il y a un nombre fini de classes d’équivalence

de représentations irréductibles

= nombre de classes de conjugaison du groupe

= dimension de I’espace vectoriel des fonctions centrales

Les caracteres irréductibles
forment une base orthonormale
de I'espace vectoriel des fonctions centrales

Les coefficients des représentations unitaires irréductibles
forment une base orthogonale
de lespace vectoriel L?(G)

Toute représentation a une décomposition
en somme directe

N
p = © m;p;

=1

m; = (Xilxp)

Décomposition de la représentation réguliere
Yy (dim p;)* = |G

Chaque représentation irréductible
est contenue dans la représentation réguliere
un nombre de fois égal a sa dimension

Projecteur sur une composante isotypique

Py =S Y e xi(9)p(9)

6 Références pour le chapitre 3

Vral
Vral

vral

faux

Vral
au sens de base hilbertienne

vrasg
au sens de systeme orthogonal

en somme directe hilbertienne
m; = (Xi|Xp)

faux

Vral

P; = (dim p;) Jo xi(g9)p(g)dg

[Barut-Raczka), [Guichardet], [Naimark-Stern], [Rossmann], [Simon], [Sternberg].
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7 Exercices pour le chapitre 3

Exercice 1. Représentations continues.

Soit E un espace de Hilbert et soit p un morphisme du groupe localement compact G
dans GL(F), le groupe des opérateurs linéaires bijectifs et continus de E sur E. (On sait
qu’'un tel opérateur est bicontinu.). On considere les conditions suivantes :

(i) p est une appplication continue de G dans GL(E) muni de la norme usuelle.
(i) Timg . |plg) — ids]] = 0.

(#ii) L’application (g,z) € G X E +— p(g)(x) € E est continue.

(i) Vx € E, 'application g € G — p(g)(z) € E est continue.

a) Montrer que les conditions (7) et (7)) sont équivalentes.

b) Montrer que (7) implique (i1).

¢) Montrer que les conditions (i7) et (iv) sont équivalentes [on pourra utiliser
le théoreme de Banach-Steinhaus : si, pour tout x € FE,sup|p(g)(z)]] < oo, alors
geG

sup ||p(g)]] < oo (voir, par exemple, H. Brezis, Analyse fonctionnelle, Théorie et applica-
geG

tions, Masson, 1983, page 16)].

d) Montrer que si E est de dimension finie, ces conditions sont équivalentes.

Rappel : Par définition, une représentation continue de G dans F, appelée aussi sim-
plement représentation, satisfait la condition (7v).
Exercice 2. Représentation réguliere des groupes compacts.

Soit G un groupe topologique compact muni de la mesure de Haar. On considere

E = L*(G). On pose, Vf € L*(G),g,h € G,
(R(9)(£))(h) = flg~"h) .

Montrer que R est une représentation unitaire de G dans L*(G).

Exercice 3. Fquivalence de représentations.

Montrer que deux représentations unitaires équivalentes d’un groupe topologique sont
unitairement équivalentes [introduire I'adjoint 7% de 'opérateur d’entrelacement T et la
racine carrée positive de l'opérateur auto-adjoint positif 77%].

Exercice 4. Une représentation non completement réductible.

) . b : .
Soit G le groupe des matrices complexes (g 1) telles que |a| = 1, muni de la topologie
usuelle.

a) Ce groupe est-il compact ?

b) Montrer que la représentation standard de G sur C? est réductible, mais qu’elle
n’est pas completement réductible.
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c¢) Déterminer les endomorphismes de C? qui commutent & la représentation standard
de G.
Exercice 5. Mesure de Haar.

a) Déterminer la mesure de Haar sur O(2).

b) Déterminer la mesure de Haar a gauche et la mesure de Haar a droite sur le groupe
des transformations affines de R.






Chapitre 4

Groupes et algebres de Lie

Dans ce chapitre nous allons définir et étudier les groupes de Lie et montrer qu’a
tout groupe de Lie correspond une algebre de Lie. Pour la commodité de I'exposé, nous
commencerons par définir les algebres de Lie, pour revenir ensuite a 1’étude des groupes.

1 Algebres de Lie

1.1 Définition et exemples

On peut définir les algebres de Lie sur un corps quelconque. Nous nous limiterons au
cas réel ou complexe. Soit donc K =R ou C.

Définition 1.1 Une algebre de Lie a sur K est un K-espace vectoriel de dimension finie

ou infinie, muni d’une opération,| , |, K-bilinéaire, antisymétrique et satisfaisant l’identité
de Jacobt,

(4.1) VXY, Z ca, (X, [V Z]|+[V,[Z,X]] +[Z,[X,Y]] =0 .

L’opération bilinéaire | | | est appelée crochet de Lie.

Ezxemples :

e L’espace vectoriel R® muni du produit vectoriel est une algebre de Lie réelle de
dimension 3.

e Soit E un K-espace vectoriel. On définit le commutateur de deux appplications
linéaires, v et v, de F dans E par

(4.2) [u,v] =uov—vou.
La vérification de l'identité de Jacobi est immédiate car
uo(vow—wov)—(vow—wov)ou+vo(wou—uow)— (Wou—uow)ow

+wo (uov—vou)—(uov—vou)ow=0.

On définit donc ainsi une structure d’algebre de Lie sur I'espace vectoriel des appplications
linéaires de E dans E.

49
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En particulier, I'espace vectoriel des matrices n xn a coefficients dans le corps K, muni
du commutateur,

(4.3) [X,Y]=XY -YX,

est une algebre de Lie sur K de dimension n?, que I'on note gl(n, K).

Définition 1.2 Une sous-algebre de Lie d’'une algebre de Lie est un sous-espace vectoriel
stable par le crochet.

Ainsi tout K-sous-espace vectoriel de gl(n,KK) stable par le commutateur est une
algebre de Lie sur K.

Ezxemples :

e l'espace vectoriel des matrices réelles (resp., complexes) a trace nulle est une algebre
de Lie réelle (resp., complexe).

e l'espace vectoriel des matrices complexes antihermitiennes est une algebre de Lie
réelle.

e l'espace vectoriel des matrices réelles antisymétriques est une algebre de Lie réelle.

e Plus généralement, si p+¢ = n, on désigne par J,, la matrice diagonale comportant
sur la diagonale p fois 1 suivi de ¢ fois —1, et ’'on pose

so(p,q) ={X € gl(n,R) | X Jpq + Jpq X = 0} .
C’est une sous-algebre de Lie de gl(n,R). En effet

Jog(Y X = X YY) = <Y X 4 Xy Y = —(XY —YX)J,, .

Remarque : Ni 'espace vectoriel des matrices symétriques ni celui des matrices hermi-
tiennes ne sont stables par le commutateur.

Le centre d'une algebre de Lie a est la sous-algebre de Lie,
{Xea|Wea [X,Y]=0}.
Le centre de a est en fait un idéal de a, c¢’est-a-dire, pour tout élément Z du centre et

pour tout élément X de a, [X, Z] appartient au centre.

Si E est un espace vectoriel normé, on considere 1'espace vectoriel des applications
linéaires continues de E' dans F, muni de la norme des applications linéaires qui satisfait
I'inégalité

(4.4) lwov]| < Jlulllv]] -

Cet espace vectoriel muni du commutateur (4.2) est une sous-algebre de Lie de I'algebre
de Lie de toutes les appplications linéaires de F dans E, qui lui est égale si E est de
dimension finie. On désigne cette algebre de Lie par gl(E).

Dans la suite, nous considérerons des algebres de Lie de dimension finie.
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1.2 Morphismes

Soient a et b des algebres de Lie sur K. Un morphisme de a dans b est une application
K-linéaire ¢ de a dans b telle que

VXaY € a, [Q)OXa pr]h = CP([X, Y]ﬂ) :

Un isomorphisme de a sur b est un morphisme bijectif. Un automorphisme de a est un
isomorphisme de a sur a. On note Aut(a) le groupe des automorphismes de a.

1.3 Relations de commutation, constantes de structure

Soit a une algebre de Lie de dimension finie d, et soit (e;), i = 1,... ,d, une base de a.
On appelle relations de commutation la donnée des crochets de Lie, [e;,e;],1 <1 < j < d.
Les constantes, nombres réels ou complexes, C’;k, telles que

d
leivej] = D Chiex
k=1

sont appelées constantes de structure. Si deux algebres de Lie de dimension finie ont les
meémes relations de commutation, elles sont isomorphes. Plus précisément, s’il existe dans
des algebres de Lie a et b de méme dimension finie des bases (e;) et (f;) telles que les
constantes de structure soient les mémes, alors I'isomorphisme linéaire de a sur b défini
par e; — f; est un isomorphisme d’algebres de Lie.

1.4 Formes réelles

D’une part, toute algebre de Lie complexe, a, peut étre considérée comme une algebre
de Lie sur R, notée a®, de dimension double, D’autre part, toute algebre de Lie réelle, a,
peut étre complexifiée, en posant a® = a @ C = a @ ia. Une forme réelle d’une algebre de
Lie complexe g est une algebre de Lie réelle a telle que a® = g. Par exemple (gl(n, R))® =
gl(n, C). Une algebre de Lie complexe possede des formes réelles non isomorphes.

Attention, si E est un espace vectoriel complexe (resp., réel), alors (E®)C # E (resp.,
(E°)R #£ E), ce que I'on voit facilement en calculant les dimensions.

1.5 Représentations d’algebres de Lie

Nous définissons ici les représentations d’algebres de Lie et nous verrons au paragraphe
6.2 le lien entre représentations de groupes et représentations d’algebres de Lie.

Définition 1.3 Soit g une algebre de Lie sur K. On appelle représentation (de dimension
finie) de g toute application K-linéaire de g dans gl(F), ou E est un espace vectoriel sur
K de dimension finie, satisfaisant

VX, Y €g, [p(X),p(Y)] = p([X,Y]) .
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En d’autres termes, une représentation d’'une algebre de Lie g dans un espace vectoriel
E est un morphisme d’algebres de Lie de g dans gl(£).

On peut aussi définir une représentation d’'une algebre de Lie réelle g dans un espace
vectoriel complexe E : ¢’est un morphisme d’algebres de Lie réelles de g dans (gl(E))®. Un
tel morphisme possede une extension unique en un morphisme d’algebres de Lie complexes
de g® dans gl(E) (voir chapitre 6, Proposition 1.1).

Plus loin, nous étudierons de nombreux exemples. En voici un tres simple. Les matrices

00 0 0 01 0 -1 0
m=100 =1, m=[0 00|, m=|1 0 0
01 0 ~1 00 0 0 0

forment une base d’'une algebre de Lie réelle g = s0(3), de dimension 3, dont les relations
de commutation sont

(715 me] = N
pour toute permutation circulaire k, ¢, m de 1,2, 3. Aux éléments 7, 12, 13 de g, on associe
les matrices complexes 2 X 2,

51 = 501, 52 = —502, 53 = 503 )

(01 (0 (1o
01_10 50-2_7/- 0 ’0'3—0_1 )

sont les matrices de Pauli. Parce que

ol

[ &e] = &m

on vérifie immédiatement que ’application R-linéaire définie par 7 +— & est bien une
représentation de g dans C?. En effet, 'application n; +— &, prolongée par C-linéarité,
definit un morphisme d’algebres de Lie complexes de s0(3)€ dans gl(2,C).

Des représentations (E1, p1) et (Ea, p2) d’'une algebre de Lie a sont équivalentes s’il
existe un isomorphisme T de E; sur Fs tel que

VX €a, po(X)oT =T o pi(X) .

2 Rappels sur 'application exponentielle

Soit X € gl(n,K). On pose

(4.5) eXpX:eX:Z—'.
p=0 p:

Lorsque I'on munit gl(n, K) de la norme des applications linéaires, cette série est norma-
lement convergente et uniformément convergente sur tout compact, || X|| < K, a cause de
l'inégalité (4.4). On a

(4.6) exp0=1,
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(4.7) Vs, t € R, exp(s+t)X = exp(sX) exp(tX) .

De plus, si XY =Y X (mais dans ce cas seulement!), alors exp(X +Y) =exp X exp Y.
On déduit de (4.7) que, pour tout X, exp X est inversible, d’inverse exp(—X),

(exp X) ™' = exp(—X) .
Ainsi exp est une application de gl(n, K) dans GL(n,K) C gl(n, K).
Lemme 2.1 L’application t € R — exp(tX) € GL(n,K) est dérivable et

d
aexp(tX) =X exp(tX) =exp(tX) X .

Démonstration : La dérivation terme a terme de la série exponentielle pour exp(tX) est
licite et donne

d & XP
dt .= p!

tp—1 o) P
=1 = XZXPH =X exp(tX) =exp(tX) X .
! =0 !

P = ZXP
p=1

En particulier,

d
anp(tX”t:O = X .

Proposition 2.2 L’application exp de gl(n,K) dans GL(n,K) C gl(n,K) est de classe
C* et sa différentielle en lorigine est 'application identique de gl(n,K) dans lui-méme.

Démonstration : On a )
o

pl

eXpX:I+X+XZ
p=2

d’ou |lexp X —exp 0 — X|| < || X e(X) , ou

[e’¢) prl [e’¢) Xq
e(X) = = 1X1 I
pz:; p! qz:% (g+2)!
Cette derniere série est normalement convergente, donc ”)l(iﬁnO le(X)]| = 0, ce qui montre

que exp est différentiable en 0, de différentielle Idg, k).
On montre et nous admettrons que 'application exp est différentiable en tout point
et qu’elle est en fait de classe C*°.

D’apres le théoreme d’inversion locale, on obtient :

Corollaire 2.3 [l eziste un voisinage ouvert Uy de 0 dans gl(n,K) et un voisinage ouvert
Vo de I dans GL(n,K) tels que exp soit un difféomorphisme de Uy sur Vj.

On appelle le difféomorphisme inverse, défini au voisinage de I € GL(n,K), le loga-
rithme. On le note log (ou encore In). Alors,

e’} Xp+1
VX tel que [ X| <1, log(I + X) => (-1)” 1
p

p=0
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Proposition 2.4 Pour tous X,Y € gl(n,K),
t2
(4.8) exp(tX) exp(tY) = exp <t(X +Y)+ §[X, Y]+ O(t3)> :

Démonstration : Posons, pour t voisin de 0, u(t) = log(exp(tX) exp(tY)). C’est une
fonction analytique de t et

u(t) = log((I +tX + gXQ +OE) (I +tY + §Y2 +0(#*)))

i

=log(I +t(X +Y) + 5 X?+2XY +Y?) +0())

2 t?
=X +Y)+ E(XZ +2XY +Y?) — E(X +Y)2+0(#)
t2
=X +Y)+ §(XY —YX)+O(t%) .
On peut encore exprimer les coefficients des termes en t3,t‘f, .... Cest ce que l'on
appelle la formule de Baker-Campbell-Hausdorff (voir [Naimark-Stern, page 497]).
Corollaire 2.5 L’exponentielle d’'une somme peut s’exprimer par

) X Y .

exp(X +Y) = kgrilm(exp? expz) :
Démonstration : On a, pour k € N*,

X Y\ 1 1\

1
= exp (X +Y + O<E)) ,

d’ou le résultat d’apres la continuité de 'application exponentielle.
Proposition 2.6 Pour tout X € gl(n,K),

exp(TrX) = det(expX) .

En particulier, l'exponentielle d’une matrice de trace nulle est une matrice de déterminant
1.

Démonstration : Sur C, on triangularise la matrice X. Si X est semblable & une matrice
triangulaire 7', alors exp X est semblable a exp T'. Si les coefficients diagonaux de T sont
ai ... ,a,, alors les coefficients diagonaux de la matrice exp 1" sont €', ..., e*. D’ou

det(expX) =[] " = iz % = T X
1=1

Sur R, la relation reste valable entre nombres réels.

Corollaire 2.7 On a

%det(exp(tX))ho =TrX.

Démonstration : Dans la proposition 2.6, on remplace X par tX et l'on dérive.
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3 Sous-groupes a un parametre de GL(n,K)

Nous allons montrer que dans le cas des sous-groupes a un parametre du groupe des
matrices inversibles, I’hypothese de continuité entraine la différentiabilité.

Définition 3.1 Un sous-groupe a un parametre d’un groupe topologique G est une appli-
cation continue, f : R — G, telle que

ViseR, flt+s) = f(1)f(s) .
On dit aussi simplement groupe a un paramétre. La définition implique que f(0) = e.

Lemme 3.2 Soit f : R — GL(n,K) un sous-groupe a un parametre de GL(n,K). Alors
f est dérivable.

Démonstration : Soit a € R, a > 0. L’application f est continue donc [ f(t)dt existe. On

a
s+a

| rt+sae=ses) [ pwar= [ r@ar

S
Cette quantité est dérivable par rapport a s. On aura montré que f est dérivable si I'on
vérifie qu’il existe une constante a > 0, telle que [§ f(¢)dt est inversible. Or, puisque f
est continue en 0 et f(0) =1,

>0, <a, [£(t) - 1] <

)

N | —

a a
I [ o - e < 3
et
<1,

N | —

([ s - 11 = = [0 - na) <
donc [§ f(t)dt est inversible.

Proposition 3.3 Soit f : R — GL(n,K) un sous-groupe a un parametre de GL(n,K). I
existe un unique X € gl(n,K) tel que, pour tout t € R,

(4.9) F(t) = exp(tX) .

Démonstration : L'unicité est claire, car f étant dérivable d’apres le lemme précédent, la
matrice X cherchée doit satisfaire la relation

d

(4.10) = FOlieo = X .
Ona d t t 0
3 py =ty DO g T =IO iy

D’apres le lemme 2.1, on voit que f(t) et exp(tX) sont solution de la méme équation
différentielle avec la méme condition initiale, f(0) = I.
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Définition 3.4 L’élément X de gl(n,K) satsifaisant (4.9) est appelé le générateur infi-
nitésimal du groupe a un paramétre t — f(t).

On a
X = f(0)
et, plus généralement,
(4.11) VEeER, (f()'f'(t) =X .

Exemple : Les rotations d’axe 0z, Oy, 0z, respectivement, sont les groupes a un parametre

1 0 0 cost 0 sint cost —sint 0
0 cost —sint |, 0 1 0 |, |sint cost O],
0 sint cost —sint 0 cost 0 0 1

de la forme exp(tn;),i = 1,2, 3, ou les générateurs infinitésimaux sont les matrices 1y, 12, 13
définies au paragraphe 1.5.

Remarque importante : En physique, on appelle générateur infinitésimal d’un groupe a un
parametre f(t) la matrice A vérifiant

f(t) = exp(—itA) .

Ainsi A = iX. En particulier si le groupe a un parametre est formé de transformations
unitaires d'un espace de Hilbert de dimension finie, alors 'opérateur A est hermitien (auto-
adjoint), alors que l'opérateur X est antihermitien. En dimension infinie, le probleme est
que 'opérateur A n’est pas borné en général.

4 Groupes de Lie

Définition 4.1 Un groupe de Lie linéaire est un sous-groupe fermé d’un groupe GL(n, K).

On peut identifier GL(m, C) avec un sous-groupe fermé de GL(2m,R). En effet toute
matrice A complexe m x m s’ecrit A = B +iC, ou B et C sont des matrices réelles
B —-C
C B
de GL(m,R) est un morphisme de groupes. Un groupe de Lie linéaire est donc un sous-
groupe fermé de GL(n,R), pour un certain n. On a donné au chapitre 1 une définition
abstraite des groupes de Lie réels comme variétés de classe C'°, et indiqué que tout
groupe de Lie linéaire est un groupe de Lie réel. Dans toute la suite, nous étudierons
seulement les groupes de Lie linéaires et, par convention, nous les appellerons simplement
groupes de Lie. (Il existe des groupes de Lie qui ne sont pas des groupes de Lie linéaires,
par exemple le revétement universel de SL(2,R). La plupart des propriétés démontrées
ci-dessous s’étendent au cas général.)

m x m et 'application R-linéaire A — < ) de GL(m, C) sur un sous-groupe fermé
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Au chapitre 1, on a également donné des exemples de groupes de Lie, le groupe spécial
linéaire réel ou complexe en dimension n, les groupes orthogonaux et les groupes unitaires :

groupes de Lie réels

SO(n) C O(n) < GL(n,R) SU(n) C U(n) < GL(n,C)
N N
SL(n,R) SL(n,C)

Pour chaque n € N*, le groupe additif R™ est isomorphe au groupe des matrices
et

(n+1)x(n+1) de la forme <é 9{), ouz € R", ou au groupe des matrices ,

et est donc un groupe de Lie.
Le groupe des transformations affines de R™ est un groupe de Lie.
Les groupes symplectiques Sp(n, C) et Sp(n) sont définis par

Sp(n,C) = {A € SL(2n,C) | "AJA = J},
Sp(n) = Sp(n, C) N U(2n),

ouJ = (_0] é) , et sont des groupes de Lie.

5 Algebre de Lie d’un groupe de Lie
Soit G un groupe de Lie, ¢’est-a-dire un sous-groupe fermé de GL(n,R). On considere
g={X=+0)]v : T—G, declasse C*, v(0) =TI},

ol Z est un intervalle ouvert de R contenant 0. C’est I’ensemble des vecteurs tangents
aux courbes paramétrées de classe C! tracées sur G et passant par I pour la valeur 0 du
parametre. On va montrer que g est non seulement un espace vectoriel réel, mais aussi
une sous-algebre de Lie de gl(n, R).

Théoréme 5.1 (i) g est un sous-espace vectoriel de gl(n,R).

(i) X € g si et seulement si Vt € R, exp(tX) € G.

(111) Si X € g et si g € G, alors gXg~' € g.

(iv) g est stable par le commutateur des matrices.

Démonstration : (i) Soit v : T — G, de classe C*,(0) = I,7/(0) = X. Pour tout \ € R,
la courbe paramétrée ¢t — v(At) a AX pour vecteur tangent en 0. Donc g est stable par

multiplication par les scalaires réels. Soient ; : Z — G, i = 1,2, de classe C',~;(0) = I.
Soit X7 = 71(0), X2 = ~4(0). Alors

d

&(%(t)%(t))h:o = X; + Xo.

Donc g est stable par addition.



58 Chapitre 4. Groupes et algebres de Lie

(i) 11 est clair que si exp(tX) € G, alors X = S$exp(tX)|;—o € g. Réciproquement,
si X € g, par hypothese, X = $v(t)|;—, avec y(t) € G. Montrons que exp(tX) =

klirj{l (fy(%))k Cela implique que exp(tX) € G puisque v(5) € G, et que G est un sous-

groupe fermé. Par le développement de Taylor,

1

t t
WD) =1+ X +0(5)

k

log (+(5)) = TX +0()

On en déduit .
(1)) = exp (log((5) = expl(tX +0(7))

donc

: t "
i <7(E>> = exp(tX) .
(iii) Si X € get g € G, alors gXg ' = % exp(t(gX g™'))|i=o, et pour tout ¢, la matrice
exp(t(gXg™)) = glexp(tX))g~! appartient a G, donc gXg~! € g.
(iv) Soient X et Y € g. Alors, exp(tX) € G et exp(tX) Y exp(—tX) € g, d’apres
(iii). Dans I'espace vectoriel g, on considere

%(exp(tX) Y exp(—tX)) |i=o -

Cet élément de g est XY —Y X = [X,Y].

Définition 5.2 L’algebre de Lie g, espace tangent a G en I, s’appelle I’algebre de Lie du
groupe de Lie G.

La propriété (ii) du théoreme 5.1 est la caractérisation fondamentale de 'algebre de
Lie d'un groupe de Lie.

La dimension de 1'espace vectoriel réel g s’appelle la dimension du groupe de Lie G.
C’est le nombre de parametres indépendants nécessaires pour paramétrer les points du
groupe. (C’est aussi la dimension du groupe de Lie en tant que variété réelle.)

Si le groupe G est un sous-groupe discret de GL(n,R), une courbe continue tracée sur
G est nécessairement constante, ’algebre de Lie du groupe est donc réduite a {0} et la
dimension du groupe est 0.

Ezemples : Les algebres de Lie de GL(n,K),SL(n,K),O(n),SO(n),U(n),SU(n) sont
notées respectivement gl(n, K), sl(n, K), 0(n),so(n),u(n), su(n). La notation gl(n,K) est
cohérente avec celle précédemment introduite : c’est I'espace vectoriel de toutes les ma-
trices n X n a coefficients dans K muni du commutateur.

Proposition 5.3 o (i)sl(n,K)={X € gl(n,K) | Tr X =0} est l'algebre de Lie des
matrices de trace nulle,
dimsl(n,R) = n? — 1, dimesl(n,C) = n? — 1, dimgsl(n,C) = 2(n* —1).
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e (ii)o(n) =so(n) ={X € gl(n,R) | *X + X =0} est l'algébre de Lie des matrices

antisymétriques,
dimso(n) = @

o (iii) u(n) = {X € gl(n,C) | X + X = 0} est 'algébre de Lie des matrices antiher-
matiennes,

dimu(n) = n?.

o (iv)su(n) ={X € gl(n,C) | 'X+X =0,Tr X = 0} est l'algébre de Lie des matrices
antihermitiennes de trace nulle,
dimsu(n) = n? — 1.

Démonstration : Dans chaque cas on exprime la condition pour que exp(t.X) appartienne
au groupe de Lie indiqué, pour tout ¢ € R.

Dans certains cas, mais pas tous, ou le groupe de Lie G est un sous-groupe de GL(n, C),
son algebre de Lie possede une structure d’espace vectoriel complexe. C’est le cas pour
sl(n, C), mais non pour u(n).

Théoreme 5.4 L’application exp est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans g sur
un voisinage de I dans G.

Démonstration : Soient, comme dans le corollaire 2.3, Uy un voisinage de 0 dans gl(n,R)
etVp un voisinage de I dans GL(n,R) tels que exp soit un difféomorphisme de Uy sur V.
On considere un supplémentaire, g', de g dans gl(n, R). On va montrer par I’absurde qu’il
existe un voisinage Uj C Uy de 0 dans g’ tel que X € U] et exp X € G impliquent X = 0.
Supposons donc que dans tout voisinage de 0 dans g’ il existe X # 0 tel que exp X € G.
En particulier, Vn, 3X,, € %(UO Ng'), X, #0, tel que exp X,, € G. On construit ainsi une
suite (X,,) qui tend vers 0 quand n tend vers co. Posons Y,, = lli((—ZII’ de sorte que ||Y,|| = 1.
La sphere unité étant compacte, il existe une sous-suite de (Y},) convergente dans I'espace
vectoriel g’, la limite Y ayant pour norme 1. On va montrer que V¢, exp(tY) € G donc
Y € g, ce qui fournira une contradiction puisque par hypothese gNg’ = {0}. On consideére
la partie entiere, p,(t), de -, définie par

Xl
II;nH = pult) + un(t) , palt) €Z, wn(t) €[0,1]
Alors,
P X0 = (X0 X, exp(u ()X.)
ou exp(an) tend vers exp(tY'), exp(u,(t)X,) tend vers I car la suite (u,(t)) est bornée

et la suite (X,,) tend vers 0, et (exp X,,)P"® est dans G. C’est la contradiction cherchée.
Soit alors o : g ® g’ — GL(n,R) l'application définie par

a(X, XY =expXexp X' .

La différentielle en 0 de « est 'identité, donc « est un difféomorphisme local d’un produit
de voisinages de 0 dans g et g’ respectivement, U x U’, sur un voisinage W de I dans
GL(n,R). On peut supposer U" C U}. Montrons que W NG = expU. Il est clair que
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expU C WNG. D’autre part, sig € WNG, alors g =expXexpX,ouX eU Cg,X €
Ul < g Or nécessairement X' = 0 car X’ € U} et exp X' = (exp X)"'g € G. Donc
WnNG CexpU.

Par définition, la composante connexe de l'identité, Gy, dans G est le plus grand
ensemble connexe contenu dans G et contenant I, c’est-a-dire la réunion des connexes
contenant 1. Evidemment, si G est connexe, G = Gy. On sait que Gy est ouvert et fermé
dans G. En effet, chaque composante connexe est fermée (car I'adhérence d’'un connexe
est connexe), et de plus chaque composante connexe est ouverte : tout point de G possede
un voisinage connexe (pour [, 'image d’une boule par I'application exponentielle; pour
un élément quelconque du groupe, le translaté d'un tel voisinage); si x € Gy, soit V' un
voisinage connexe de x, alors V' C Gy donc Gy est un voisinage de x.

La composante connexe de l'identité est un sous-groupe de G. En effet, si g € G,
le translaté a gauche de Gy par g~! est homéomorphe & Gy, donc connexe et contient
I, donc contenu dans Gy. Donc, Vg,q' € Gy, g 'g' € Gy, ce qui implique que G est un
sous-groupe, puisque G contient /.

Par exemple, la composante connexe de I'identité dans O(n) est SO(n).

Proposition 5.5 Tout voisinage connexe de I dans G engendre un sous-groupe de G
ouvert et fermé. Ce sous-groupe contient la composante connexe Go de I dans G, et c’est
G tout entier si G est conneze.

Démonstration : On peut supposer que le voisinage U est ouvert. De plus, on peut supposer
qu'il est symétrique, c’est-a-dire satisfait U~! = U, car on peut remplacer l'ouvert U
contenant I par U’ = U NU™!, qui est ouvert et contient I.

Soit H le sous-groupe engendré par U. Comme les translations sont des difféomorphismes,
pour tout g € H, I'ensemble gU est un ouvert contenu dans H. Donc H est ouvert.

D’autre part, tout sous-groupe ouvert H d’un groupe topologique est aussi fermé. En
effet, le groupe entier est la réunion des classes modulo H et chaque classe est ouverte.
Or H est le complémentaire de la réunion des classes autres que celle de 'identité. Cette
réunion d’ouverts étant ouverte, on en déduit que H est fermé. Donc H est un ensemble
ouvert et fermé contenant /.

Il est clair que H contient Gy. Ceci signifie que tout élément g de Gy est le produit
d’un nombre fini d’éléments de U.

En particulier, dans un groupe de Lie connexe, G, tout voisinage de l'identité
engendre G.

Corollaire 5.6 Le sous-groupe engendré par exp(g) est la composante connexe Go de 1

dans G.

Démonstration : On sait, d’apres le théoreme 5.4 que 'image de I’application exponentielle
contient un ouvert contenant I, c’est-a-dire est un voisinage de I.

Tout g € Gy est un produit fini exp X ---exp Xz, X; € g. En particulier, si G est
connexe, tout élément de GG est un produit fini d’exponentielles.
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6 Morphismes de groupes et d’algebres de Lie

Nous avons défini au paragraphe 4.1 la notion algébrique de morphisme d’algebres de
Lie. Nous allons maintenant définir les morphismes de groupes de Lie et voir la relation
étroite qui existe entre les deux notions.

6.1 Différentielle d’un morphisme de groupes de Lie

Définition 6.1 Soient G et G' des groupes de Lie. Un morphisme de groupes de Lie
f G — G est un morphisme de groupes continu de G dans G'.

Théoréme 6.2 Soit f un morphisme de groupes de Lie de G dans G' et soient g et g’
les algebres de Lie de G et G', respectivement.

(i) Pour tout X € g, Uapplication t € R — f(exp(tX)) € G’ est un sous-groupe a un
parametre de G'.

(ii) Soit

(4.12) P(X) = S F(exp(tX) o

Alors, pour tout t € R,

(4.13) fexp(tX)) = exp (t(p(X)))

et ¢ est un morphisme d’algébres de Lie de g dans g'.

Démonstration : (i) L’application ¢ — f(exp(tX)) est continue et de plus satisfait la
propriété de groupe,

S (exp((t +5)X)) = f(exp(tX) exp(sX)) = f(exp(tX)) f(exp(sX)) .

C’est donc un sous-groupe a un parametre de G’, et d’apres le lemme 3.2, on peut dériver
lapplication t — f(exp(tX)).
(ii) Comme

p(X) = LA D))o

est le générateur infinitésimal du groupe a un parametre, ¢ — f(exp(tX)), on a
f(exp(tX)) = exp(te(X)), et, en particulier, f(exp X) = exp(¢(X)).

Montrons que ¢ est R-linéaire. Soit s € R. Alors p(sX) = sp(X). En effet, t —
f(exp(t(sX)) est un groupe a parametre de générateur infinitésimal,

d d
3/ (exp(tsX) im0 = s fexp(uX))luzo = s (X)) .

Or ce générateur infinitésimal est p(sX) par définition. Donc ¢(sX) = sp(X).
Montrons que ¢ est additif. Soient X et ¥ € g. D’une part, l'application ¢ +—

f(exp(t(X +Y))) est un sous-groupe a un parametre de G’, de générateur infinitésimal

©(X +Y). D’autre part, en utilisant le corollaire 2.5 et la continuité de f, on obtient

t

exp(tp(X +Y)) = F (explt(X + V) = Tim_f ((exp(-X) exp(;)")
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= lim (f(exp(éX exp >k

k—+o00
t k
= lim (eXp(Ew(X ) eXp )
car +¢(X) est le générateur infinitésimal de ¢ — f (exp( X)). Donc

exp(te(X +Y)) = exp (t(p(X) + (Y))) .
D’ou
P(X +Y) =p(X) + oY) .
Il reste a montrer que ¢ préserve les commutateurs. Montrons d’abord que

Vge G VX €g, p(gXg ") = f(9)e(X)(f(9)".

En effet
exp(tp(gXg™)) = flexp(g(tX)g™")) = flgexp(tX)g™")

= f(g)f(exp(tX)) f(g™") = f(g) exp(te(X)) (f(9)™"
= exp(tf(9)p(X)f(g7")
d’ou, pour tout Y € g et pour tout ¢t € R,
p(exp(tY) X exp(—tY)) = f(exp(tY))p(X) f(exp(—tY)) .

En dérivant en 0, I’application ¢ étant linéaire, on obtient la relation cherchée,

~~

p(YX = XY) = o(Y)p(X) — o(X)p(Y) .
Définition 6.3 Le morphisme d’algebres de Lie ¢ défini par (4.12) est appelé la
différentielle du morphisme de groupes de Lie f, et noté Df.

On a donc, par définition,

(4.14) (DIX) = S Flexp(tX))eco

Inversement, si le groupe de Lie G est connexe et simplement connexe, étant donné
un morphisme d’algebres de Lie réelles ¢, de g dans g', il existe un unique morphisme
de groupes de Lie de G dans G’ dont la différentielle est ¢ (voir [Rossmann, page 83] ou
[Naimark-Stern, page 505]).

6.2 Différentielle d’une représentation d’un groupe de Lie

On se borne ici au cas des représentations de dimension finie. Si F est un espace de
Hilbert réel ou complexe, de dimensions finie, GL(E) est un groupe de Lie (réel).

Définition 6.4 On appelle représentation d’un groupe de Lie, G, un morphisme de
groupes continu de G dans GL(FE), ot E est un espace de Hilbert de dimension finie,
réel ou compleze.
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Soit p une représentation d’un groupe de Lie G dans un espace vectoriel de dimension
finie. On désigne par Dp la différentielle du morphisme de groupes de Lie p : G — GL(E).
C’est un morphisme d’algebres de Lie de g dans gl(F) (en particulier dans gl(n,K) si
E =K"). Donc Dp est une représentation de 'algebre de Lie g. On a, par définition,

(4.15) (Dp)(X) = < p(exp(tX)) o -

En d’autres termes, p(exp(tX)) est un sous-groupe a un parametre de GL(n,K), de
générateur infinitésimal (Dp)(X) et I'on a donc, pour tout t € R,

plexp(tX)) = exp(t(Dp)(X)) -
La définition suivante est donc bien justifiée.

Définition 6.5 Soit p une représentation d’un groupe de Lie G dans un espace vectoriel
de dimension finie, E. On appelle diftérentielle de la représentation p la représentation

d’algébre de Lie, Dp : g — gl(E), définie par (4.15).

Théoréeme 6.6 (i) Si ' C E est invariant par p, alors F est invariant par Dp.
(i) Si Dp est irréductible, p est irréductible.
(iii) Si (E,( | )) est un espace de Hilbert complexe de dimension finie et si (E,p) est
unitaire, alors la représentation d’algébre de Lie (E, Dp) est antihermitienne.
(iv) Si p ~ p, alors Dp ~ Dp .
Les réciproques sont vraies si G est conneze.

Démonstration : (i) Si VX € g,Vt € R, F est invariant par p(exp(tX)), alors F est
invariant par (Dp)(X).

(ii) Si F' est invariant par p, alors F' est invariant par Dp.

(iii) On a, pour tous X € g,z,y € E,

%(p(eXp(tX )zl p(exp(tX))y)|i=o = ((Dp)(X)z|y) + (x|(Dp)(X)y) ,

donc (Dp)(X) est antihermitien si p est une représentation unitaire.
(iv) S’il existe T' : E — E’, application linéaire bijective, satisfaisant,

Vge G, Toplg)=p(g)oT,
alors, en posant g = exp(tX) et en dérivant par rapport a ¢, on obtient la relation cherchée,

VX eg, To(Dp)(X)=(Dp)(X)oT .

Les réciproques sont valables si GG est connexe car, dans ce cas, d’apres le corollaire
5.6, tout élément de GG est produit d’'un nombre fini d’exponentielles.

Si (Ey, p1) et (Esq, po) sont des représentations de G, alors
D(p1 @ p2) = Dp1 & Dps ,
et
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6.3 La représentation adjointe

Soit G un groupe de Lie et g un élément de G. On considere I'action par conjugaison

par g,
Cy cheGw—ghgted.

C’est un automorphisme du groupe de Lie G, et sa différentielle DCy est donc un au-
tomorphisme de l'algebre de Lie g, que 'on appelle 1’adjonction par g et que 'on note
Ad,.

De plus, de la relation Cyyy = C4 0 Cy, on tire Adyy = Ad, o Ady, ce qui montre que
Ad : g€ G Ad, € Aut g est une représentation de G dans g.

Définition 6.7 La représentation Ad de G dans g s’appelle la représentation adjointe du
groupe de Lie G.

Ala représentation Ad du groupe de Lie G dans g correspond une représentation DAd
de l'algebre de Lie g dans elle-méme, appelée représentation adjointe de l’algebre de Lie
g, et notée ad. La relation suivante est donc valable par définition, pour tout ¢ € R et
tout X € g,

Adepxy = exp(tady) .

Proposition 6.8 (i) Soient A une matrice inversible appartenant au groupe de Lie G et
X une matrice appartenant a l'algébre de Lie g. Alors,

AdyX = AXAL.

(ii) Soient X etY € g. Alors,
adXY = [X, Y] .

(iii) Soient X etY € g. Alors,
ad[va} = [adx, ady] .

Démonstration : (i) Par définition, pour B € G,Ca(B) = ABA™!, donc
Ada(B) = %A exp(tB)A™ =g = ABA™" .

(i) De plus,

d d
adXY = aAdexp(tX) (Y)|t=O = & eXp(tX)Y eXp(—tX)|t:0

= XY -YX=[X,Y].

(iii) est une conséquence de l'identité de Jacobi et exprime le fait que ad est une
représentation d’algebre de Lie.
7 Références pour le chapitre 4
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8 Exercices pour le chapitre 4

Exercice 1. Exponentielles et crochets de Lie.

Soient X et Y des matrices n x n réelles ou complexes. Montrer que pour t,s € R, k €

N*,

(1) exp(tX) exp(tY) exp(—tX) = exp (tY +2[X,Y] + O(tg)) :
(i) exp(tX) exp(tY) exp(—tX) exp(—tY) = exp (£[X, Y]+ O(t))) .
(i17) expt[X,Y] = kEToo (exp(t%) exp(%) exp(—t%) exp(—%)) .
(iv) XY = oo (exp(tX) exp(sY) exp(—£X) exp(—sY)

Exercice 2. Algebre de Lie de dimension infinie : champs de vecteurs sur R™.

On considere 'espace vectoriel des opérateurs différentiels linéaires du premier ordre
sur R" de la forme D =77 | X Z%, ol chaque X" est une fonction de classe C*° sur R".
Montrer que le commutateur munit cet espace vectoriel d'une structure d’algebre de Lie

de dimension infinie.

Exercice 3. Algebre de Lie de dimension infinie : champs de vecteurs sur le cercle, algébre
de Virasoro.

On considere I'espace vectoriel E des applications de classe C*° du cercle ST = {e??|0 <
§ < 2r} dans C et l'on pose, pour f € E, X = f(@);—g.
a) Soient f,g € E. Montrer qu'il existe h € E tel que [ Xy, X, = Xj,. En déduire que
E est une algebre de Lie, dont on notera encore [, ] le crochet de Lie. Calculer [e™ ™),

pour n,m € Z.

b) On pose ¢(f, g) = J" f(@)%%d@. Soit E = E@®C, et soit k une constante complexe.

Pour tous (f,\), (g, ) € E, on pose
[(fa )‘)7 (ga ﬂ)]k = ([fa g]a k’C(f, g)) :
Montrer que (E, [, |;) est une algebre de Lie. Calculer [(€", \), (€™, 1))y, pour n,m € Z.

Exercice 4. Non surjectivité de 'application exponentielle .

Montrer que l'application exponentielle de sl(2, C) dans SL(2, C) n’est pas surjective.
Montrer que I'application exponentielle n’est pas injective en général.
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Exercice 5. Groupe de Heisenberyg.

010 000 0 01
1.Soit X =10 0 O, Y=|0 0 1|,H=1]0 0 O
000 000 000
Calculer [H, X], [H,Y] et [X,Y]. Calculer exp(tX), exp(tY) et exp(tH).

Montrer que exp : g — G est une bijection de g, algebre de Lie réelle engendrée par
1 a c
X,Y, H, sur GG, groupe des matrices réelles de la forme |0 1 b
0 01
L’algebre g est appelée algebre de Heisenberg et le groupe G est appelé groupe de
Heisenberyg.

2. Quel est le centre de g7 de G7

3. Plus généralement, on considere, pour tout n € N*, I'algebre de Lie g engendrée par
Qr, P, H, k=1,... n, avec les relations de commutation

(Qr, H] = [Py, H] = [Qk, Q¢) = [P, P)) = 0,

(Qk, Pr] = adpeH

ol «v est un scalaire non nul. (Les relations [Qg, P;] = thdy, sont les relations de Heisen-
berg.)

Montrer que cette algebre de Lie ne possede aucune représentation irréductible de
dimension finie telle que p(H) # 0.

Montrer que les représentations irréductibles de dimension finie telles que p(H) = 0
sont de dimension 1.

Exercice 6. Différentielle de l’application exponentielle.
Soit G un groupe de Lie et g son algebre de Lie. Montrer que la différentielle au point

X € g de l'application exp : g — G vérifie

(5) exp(—X)Dx (exp) = 1 — exp(—adx)

adX

[considérer, pour X et Y dans g, A,(Y) = exp(—sX)
HA(Y)].

%‘t:() eXp(S(X + tY)) et calculer

Exercice 7. Forme de Killing

Soit g une algebre de Lie sur K = R ou C, de dimension finie. La forme de Killing de
g est la forme K-bilinéaire sur g définie par

VXY €g, K(X,Y)="Tr(adx oady) .
1. Montrer que VX,Y, Z € g,

(6) K(X,Y],Z2) + K(Y,[X,Z]) =0 .
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2. Soit G’ un groupe de Lie d’algebre de Lie g. Montrer que pour tout g € G,
(7) K(Ad,X,Ad,Y) = K(X,Y) .
On dit que K est une forme bilinéaire invariante.

Peut-on déduire (6) de (7)?

3. Etudier la forme de Killing des algebres de Lie sl(2, C), sl(2,R) et so(3).

Exercice 8. Dimensions des groupes symplectiques.

Calculer la dimension de ’algebre de Lie

sp(n,C) = {X €sl(2n,C) | 'XJ +JX =0},

(01,
OUJ_<—In O)’

Exercice 9. Dérivations, représentation adjointe.

Une dérivation de g est une application linéaire de g dans g qui satisfait, pour tous
X,Y €g, DIX,Y]=[DX,Y]+[X,DY].

Montrer que Ad est une représentation de G dans g par automorphismes et que ad est
une représentation de g dans g par dérivations.

Exercice 10. Représentations unitaires.

Soit p une représentation d’un groupe de Lie GG dans un espace de Hilbert de dimension
finie. Montrer que si la représentation Dp de ’algebre de Lie g de G est antihermitienne
et si G est connexe, alors p est unitaire.

Exercice 11. Différentielle d’un produit tensoriel de représentations.
Démontrer la formule (4.16), qui signifie explicitement : pour tout X € g et pour tous

V1 € El, V9 € EQ,

D(p1 @ p2)(X)(v1 @ v2) = (Dp1)(X)v1 @ v2 + v1 @ (Dp2)(X)vs

Exercice 12 Formes réelles.

Montrer que s0(3),5u(2),s0(2,1),s[(2,R) sont des formes réelles de s[(2, C). Sont-elles
isomorphes comme algebres de Lie réelles ?
Exercice 13. La composante conneze de l’identité d’un groupe de Lie.

Soient G un groupe de Lie et GGy la composante connexe de l'identité de G.

a) Montrer que Gy est un sous-groupe distingué de G.

b) Montrer que les groupes de Lie G et G ont méme algebre de Lie.






Chapitre 5

Les groupes de Lie SU(2) et SO(3)

1 Les algebres de Lie su(2) et so(3)

On sait que su(2) et s0(3) sont des algebres de Lie réelles de dimension 3. Nous allons
montrer qu’elles sont isomorphes en montrant qu’il existe des bases de 'une et de 'autre
ou les relations de commutation sont les mémes.

1.1 Bases de su(2)

L’algebre de Lie su(2) = {X €gl(2,0)|'X+X =0,TrX = O} est 'espace vectoriel
réel de dimension 3 des matrices complexes antihermitiennes 2 x 2, de trace nulle.

a) Les trois matrices linéairement indépendantes,

1(0 « 1/0 -1 1(i 0
51:§<Z 0>7§2I§<1 0>7€3Z§<0 _Z>7

forment une base sur R de su(2), et satisfont les relations de commutation,

[fka f@] = gm )

ou k,f, m est une permutation circulaire de 1,2, 3.

b) En physique, on introduit les matrices de Pauli, qui sont des matrices hermitiennes,

. 01 . 0 — . 1 0
012—22§1=<1 0>, 02:2Z€2:<i 02>7 03:—22§3=<0 _1>-

Elles satisfont les relations de commutation,
Ok, 0¢] = 2i0y, .

On utilise également parfois les matrices,

1 1
o = §U1=—i§1 ) 52250221'52 ) 532503:_i€37

69
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qui satisfont les relations de commutation,
[0k, O0] = 10y,
¢) On introduit encore les matrices,
i =&,
qui satisfont les relations de commutation,
[Tk, Jo] = idm |

On considere aussi les matrices,

1/-1 0 . 0 0 . 0 —1
J3—§<0 1>,J+—J1+ZJ2—<_1 O),J_—Jl—ZJ2—<O 0)

. _ 1
J3 =13 = —03 = —503 )

1
Jj: = Jl ZtZJQ = Zgl + gg = —5'1 :tla'z = 5(-0‘1 :tiO'g) ,

soit encore .

§3=—iJ3, &= —%(J+ +J2), &= —§(J+ —J).

Les matrices Js, J, J_ satisfont les relations de commutation,

[JJr, J,] == 2J3 5 [Jg, Ji] = :l:Ji .

d) Enfin, on introduit aussi la base

de su(2). On vérifie immédiatement que
=J"=K*=-I,
1J=K=-J1,JK=1=-KJ, KI=J=-IK,
et les relations de commutation de su(2) s’écrivent donc
Z,J]=2K, [J,K|=27, [K,Z] =27 .

On a
1= 2&1 = 225’1 = iO‘l = —22J1 s
j = 2&2 = —225'2 = —iUQ = —QZJQ s
K= 2&3 = 225’3 = iO‘g = —22J3 .
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Une matrice X de su(2) s’écrit X = 217 + 22T + 23K, soit

1T —To + 117
X = 3 . :
To + 123 —1x3

ol 1, x9, x3 sont des nombres réels. On a alors det X = ||Y>||2, ol ||Y|| est la norme
euclidienne du vecteur X = (1, 9, T3).

Interprétation a l'aide des quaternions : Soit H l’algebre associative des quaternions,
espace vectoriel de dimension 4, de base 1,1, j, k, avec la multiplication définie par

.2 ..

L’application ¢ — Z , j — J , k — K , définit une bijection de l’espace vectoriel
su(2) sur le sous-espace vectoriel de H engendré par i, j et k, appelé espace vectoriel des
quaternions purs et noté Hy. Le sous-espace vectoriel Hy n’est pas une sous-algebre de
I’algebre associative H, mais H est une algebre de Lie pour le commutateur et la bijection
ci-dessus est un isomorphisme d’algebres de Lie.

Remarque : Tous les triplets de matrices considérés ci-dessus forment des bases sur C de

(su(2))C = sl(2,C).

1.2 Bases de s0(3)

L’algebre de Lie s0(3) est 'espace vectoriel des matrices réelles antisymétriques. On a
déja vu que les matrices

00 O
m = 00 -1 y M2 =
01 0 —1

forment une base de cette algebre de Lie, avec les relations de commutation,

[Mk> ] = T -

Il est clair que ng — ey, ol (eq, €3, e3) est la base canonique de R?, définit un isomorphisme
de l’algebre de Lie s0(3) sur lalgebre de Lie (R3, A).

D’autre part,
su(2) ~ s0(3) .

Plus précisément un isomorphisme d’algebres de Lie est réalisé par 'application R-linéaire
définie par & + mp. On déduit de l'isomorphisme de su(2) avec s0(3) que (s0(3))¢ =
s((2,C).

On peut considérer aussi les matrices

Dans I'isomorphisme précédent, o, +— —J; , 09 — Jo ,03 — —J3 .
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1.3 Bases de s51(2,C)

Outre les bases déja décrites ci-dessus, on utilise le plus fréquemment la base

1 0 01 00
O e D
qui satisfait les relations de commutation

[H, Xy =4+2X, , [X,, X |=H .

On a
H= —2J3 = —22§3 = 25’3 =03 ,

: : I | :
Xi = —J$ = —Jl :l:ZJQ = —(Zfl ifg) =01 :|:ZO'2 = 5(0’1 + ZO'Q) s

soit encore

et
I:z’(X+ +X_), J = —(XJr —X_), K =1iH .

2 Le morphisme de revétement de SU(2) sur SO(3)

Nous allons voir que, bien que les algebres de Lie des groupes de Lie SO(3) et SU(2)
soient isomorphes, les groupes eux-meémes ne le sont pas. L'un, SU(2), est connexe et
simplement connexe, alors que l'autre, SO(3), est connexe mais non simplement connexe,
et il existe un morphisme de groupes surjectif du premier sur le second, dont le noyau est
constitué des éléments I et —I de SU(2).

2.1 Le groupe SO(3)

Toute transformation orthogonale de R?® de déterminant +1 laisse fixe un vecteur
unitaire @ de R3. C’est alors une rotation d'un angle ¢t € R/27Z, notée Rot(a,t). Un
élément de SO(3) est donc déterminé par a € R, ||a|| = 1, et ¢ € [0,27[. L’image d’'un
élément x € R? par Rot(a,t) est
(5.1) Rot(a,t)(z) =2+ (1 —cost)aN (aNz)+sint aAz .

Pour le montrer, on observe d’abord que si x est orthogonal a a, alors,

Rot(a,t)(x) = cost x +sint a A x .

Puis on décompose x quelconque en Aa + pb, ou b est orthogonal a a, et 1'on utilise la
linéarité de Rot(a,t). D’ou

Rot(a,t)(z) = cost x + (x]|a)(1 — cost)a +sint a A x .
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Enfin, pour obtenir (5.1), on utilise la formule du double produit vectoriel, u A (v A w) =
(u|w)v — (u]v)w, qui donne (z|a)a =z +a A (a A x).

Deux rotations Rot(a,t) et Rot(a,t’) sont conjuguées dans SO(3) si et seulement si
t = t'. En effet, si une rotation R laisse a invariant, alors pour tout g € SO(3), la rotation
gRg™! laisse ga invariant. Plus précisément, les formules précédentes montrent que

(5.2) Vg € SO(3), g Rot(a,t) g~* = Rot(ga, t) .

(Il sufit d’évaluer les deux membres sur les éléments z € R3.) On en déduit que, si R’ est
une rotation conjuguée a Rot(a,t) par un élement g € SO(3), alors R' = Rot(ga,t), et
par conséquent R’ a méme angle que R et que, inversement, toute rotation Rot(b,t) est
conjuguée a Rot(a,t) par I'élément g € SO(3) tel que b = ga.

Surjectivité de l'application exponentielle de s0(3) sur SO(3) : Soient 7 les générateurs
infinitésimaux des groupes a un parametre de rotations autour des axes ey, k = 1,2, 3.
Par définition

exp(tni) = Rot(eg, t) .
Soit @ un vecteur unitaire quelconque de R?. Fixons k = 1,2 ou 3, et soit g un élément
de SO(3) tel que a = g(ex). Alors,
Rot(a,t) = g Rot(ex, t) g =g exp(tn,) g~ =exp(t g m g~') .

D’aprés le théoreme 5.1 (iii) du chapitre 4, 'élément gng~! appartient & s0(3). On a ainsi
montré que l'application exponentielle est surjective de so(3) sur SO(3). On en déduit que
SO(3) est connexe par arcs, donc connexe et que c¢’est la composante connexe de I'identité
dans O(3). Remarquons qu’évidemment I’application exponentielle n’est pas injective de
50(3) dans SO(3) puisque, pour X = n; (k = 1,2 ou 3) et ¢ entier, exp((t + 2¢m)X) =
exp(tX).

Soit maintenant a — M, lapplication R-linéaire de R? dans so(3) définie par e, — n.
Proposition 2.1 Pour tout a € R?, de norme 1 et pour tout t € R,

(5.3) exp(tM,) = Rot(a,t) .

Démonstration : Les deux membres sont des sous-groupes a un parametre de SO(3).
D’apres (5.1),

Vr € R?, %hoRot(a, t)(z)=aAz,
tandis que
Vr € R?, %|t0 exp(tM,)(x) = My(x) .
Or M., () = ng(x) = ey Az, d’ot, par linéarité, M,(z) = a A z, ce qui démontre (5.3).
On voit aussi, en rapprochant les relations (5.2) et (5.3), que
Vg € SO(3), Ya € R*, M,, = Ad, M, .

On pouvait aussi déduire ce résultat de la relation M,(z) = a A z qui implique, pour
g € S0(3), My,(x) =ganz=glaNg'tz)=gMyg (z).
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Remarque : Malgré les différences de notation, la formule (5.3) est identique a la formule
(1.49) de [Blaizot-Tolédano],

w- T

D(w,a)=c "7

ot J désigne le triplet de matrices inq, 112,113, que nous avons notées Ji, Ja, Js (mais
qui sont notées dans ce livre Ji, Jo, J3). Cette relation exprime que la rotation de vecteur
unitaire @ = (u1, ug, u3) et d’angle v est 'exponentielle de la matrice —ioz(uljl + qug +
ugjg) Cette matrice étant égale a a(uym + uane + usns), cette relation est bien identique
a (5.3).

2.2 Le groupe SU(2)
Le groupe SU(2) = {A € GL(2,C)| YAA =1, det A = 1} est difféomorphe & la sphere
S? C R* car
o= (% D eveciatout 1)
En effet, de A'A =1, det A = 1, pour une matrice A = <CCL Z), on déduit |a|* + |b|* =

L e +1]d?* =1, ad —bc =1, ac+bd = 0, dott adc + bdd = 0, d’'on ¢ = —b et, de
méme, d = a. Les éléments du groupe de Lie SU(2) dépendent donc de trois parametres
réels indépendants.

Comme la sphere S3, le groupe SU(2) est compact, connexe et simplement connexe
(tout lacet continu peut étre continument déformé en un point).

Toute matrice spéciale unitaire est diagonalisable, avec matrice de passage uni-
taire. Comme les valeurs propres d’une matrice unitaire sont de module 1 et complexes
conjuguées, pour tout A € SU(2), il existe un réel ¢ et une matrice unitaire g tels que

et 0 _
A=g<0 e_it>g t

et 0 e 0 o 0 1
De plus <O e_it> et < 0 eit> sont conjuguées par (_1 O) dans SU(2).

it
Surjectivité de l'application exponentielle de su(2) sur SU(2) : Soit A = ¢ <€O eg-t) glte
SU(2). De la relation

et 0
(& 8)-emt)
on tire
A =exp(tgkg™) ,

avec gkg~! € su(2). Donc I'application exponentielle est surjective de su(2) sur SU(2).

Lemme 2.2 Si X € su(2) et st det X = 1, alors X* = —1I.
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Démonstration : D’apres le théoreme de Hamilton-Cayley, X? — (Tr X)X + (det X)I = 0.
Comme Tr X =0, X? = —(det X)I.
On peut aussi donner une démonstration directe. Ecrivons X = 1,7 + 220 + x3/C.
Alors
det X = ({L‘l)2 + (ZE2)2 + (173)2 .

D’autre part, X? = —((21)* + (22)* + (23)?)I. Dol
X? = —(det X)I .
Proposition 2.3 Pour tout X € su(2) tel que det X =1, et pour tout t € R,
exp(tX) =cost [ +sint X .

Démonstration : 11 est clair que les deux membres ont X pour dérivée en t = 0. Il suffit
donc de montrer que, si det X = 1, I'application ¢ +— cost [ + sint X est un sous-groupe
a un parametre de GL(2, C). Or,

(cost I +sint X)(coss I +sins X)

= costcoss I +sintsins X* + (sintcoss + costsins)X .
Donc, d’apres le lemme, si det X = 1,

(cost I +sint X)(coss I +sins X) = cos(t+ s)I +sin(t +s)X .

On peut aussi utiliser la définition de ’exponentielle comme série de matrices et le lemme
précédent.

On déduit de la proposition 2.3 ci-dessus que toute matrice de SU(2) s’écrit agl +a;Z+
e J + a3k, le vecteur (g, aq, ao, az) de R?* étant de norme 1. Donc SU(2) s’identifie aux
quaternions de norme 1.

2.3 Projection de SU(2) sur SO(3)
On considere la représentation adjointe de SU(2) sur su(2),

Ad : SU(2) — GL(su(2)) .
Quand on identifie s1(2) & R? par I'application R-linéaire définie par

IT—e ,J—e K—es,
I’application Ad s’identifie a une application

»:SU(2) — GL(3,R) .

C’?S’; I'application qui, a g € SU(2), associe la matrice de Ad, dans la base (Z,J,K) de
su(2).

Pour tout g € SU(2), Ad, :su(2) — su(2) est I'application X — gXg~' qui conserve
les déterminants. Puisque, dans l'identification de su(2) avec R?, au déterminant d’une
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matrice correspond le carré de la norme euclidienne du vecteur, Vg € SU(2), ¢(g) conserve
les normes, donc ¢(SU(2)) € O(3). En fait, comme ¢ est continue et SU(2) connexe,
©(SU(2)) € SO(3). On sait que I'application ¢ : SU(2) — SO(3) est un morphisme de
groupes. Nous allons montrer que le morphisme ¢ est surjectif de SU(2) sur SO(3), et
déterminer son noyau.

Pour tout a € R?, notons X, la matrice de su(2) qui lui correspond dans I'isomorphisme
er—71,e0—J ,e3— K.
On peut déterminer a quelle rotation correspond exp(tX,).
Proposition 2.4 Pour tout a € R® de norme 1, et pour tout t € R,
o(exp(tX,)) = Rot(a,2t) .
Démonstration : Soit a = (1, T2, x3) € R3. Alors X, = 117 + 22 + 23K. On calcule
ady, Z = xo[TJ,Z] + x3[KC, I] = =225 + 2237
adx, J = x1[Z, T] + z3[K, J] = 221K — 2257

aan K= ZEl[I, ’C] —f-ZEQ[j, ’C] = —2171\7+ 2?[721 ,

ce qui montre que la matrice de ady, dans la base (Z,J,K) est

0 —x3 )
2 T3 0 —I | = 2(1‘17”]1 + 2212 + .1'3773) = 2Ma € 50(3) .
—X9 T 0

Donc la matrice de Adegpix,) dans cette base est exp(2tM,). Si a est de norme 1, c’est
donc Rot(a, 2t).

On voit ainsi que 'application ¢ est surjective. La démonstration montre aussi que,
dans lidentification précédente de su(2) avec R?, la matrice de adg, est n; € s0(3).

Le noyau de Ad est {g € SU(2) | Ady = Idgy9)}. Soit g = _aB 2 tel que gK =

Kg, g =2g, gJ = Jg. On obtient b = 0 et a réel. Comme detg=1,9g=1oug=—1.
Donc ker p = {1, —I}.

Le morphisme ¢ n’est donc pas injectif, son noyau contient deux éléments. Comme ¢
est continu, surjectif et SU(2) est simplement connexe, on conclut que le groupe SU(2)
est le revétement universel, a deux feuillets, du groupe SO(3).

3 Références pour le chapitre 5

[Blaizot-Tolédano], [Guichardet], [Rossmann].
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4 Exercices pour le chapitre 5

Exercice 1. Produit vectoriel et produit scalaire de R3.

Soient a,b € R3. Montrer que, avec la notation X, de 2.3, et les notations usuelles
pour le produit vectoriel et le produit scalaire de R?, on a X,z = X, X, — (a|b)I.

Exercice 2. Mesure de Haar du groupe SU(2).

On paramétrise SU(2) ~ S3 (moins un ensemble de mesure nulle) en posant a = a;+iay
et b =101 + iby, et

a1 = cosfz , ap = sinflz cosly , by = sinflz sinfly cost; , by = sinfs sinfy sinfd; |
pour 0; €]0, 27}, 2 €]0, [, 3 €]0, 7[.

a) Montrer que 'intégrale de Haar de SU(2) est

% [ 161,65,65) sin0y sind a6, 6, b .
s

b) On pose 03 = 6. Montrer que l'intégrale de Haar d’une fonction centrale est

2 /O " £(6) sin26 d6 .

™






Chapitre 6

Les représentations de SU(2) et SO(3)

Pour étudier les représentations du groupe de Lie SU(2), nous étudierons d’abord
celles de son algebre de Lie, su(2), et en fait nous nous ramenerons a 1’étude de celles de
'algebre de Lie sl(2, C).

1 Correspondance bijective entre représentations de
g et de g©

Proposition 1.1 Soit g€ la complezifiée d’une algébre de Lie réelle g. Toute représentation
de g s’étend uniquement en une représentation de gC.

Démonstration : Soit (E, R) une représentation de l'algebre de Lie g dans un espace
vectoriel complexe E. On pose

VX,Y € g, R(X +iY) = R(X)+iR(Y) € gl(E) .

Un calcul utilisant les relations R([X, X']) = R(X)oR(X')—R(X")oR(X) et R([Y,Y"]) =
R(Y)oR(Y')— R(Y')o R(Y), pour X, X" Y, Y’ € g, montre que

R(IX +iY, X' +iY'])) = R(X +iY) o R(X' +iY") — R(X' +iY") o R(X +1iY) .

D’autre part, d’une représentation de g© on déduit immédiatement une représentation
de g par restriction. On voit donc qu’il y a correspondance bijective entre représentations
de g et représentations de g€. De plus, les représentations irréductibles se correspon-
dent. Enfin, la relation d’équivalence sur les représentations de g correspond a la re-
lation d’équivalence sur les représentations de g®. Ainsi les classes d’équivalence de
représentations irréductibles de g et de g© sont en correspondance bijective.

Pour déterminer les représentations de su(2), nous allons donc étudier les représentations
irréductibles de sl(2, C).

79
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2 Représentations irréductibles de sl(2, C)

2.1 Les représentations D’

On considere s[(2,C) muni de la base H, X, X_ dans laquelle les relations de com-
mutation s’écrivent

[H,X.] =+2X.

(6.1) (X,,X ] =H.

Soit (E, R) une représentation irréductible de dimension finie de sl(2, C). L’opérateur
R(H) admet au moins une valeur propre, A, et un vecteur propre, v, pour cette valeur
propre, satisfaisant v # 0 et

R(H)v = \v .

D’apres les relations de commutation (6.1),

(6.2) R(H)R(X,)v = (R(X,)R(H) + 2R(X,))v = (A + 2)R(X, v ,
et
(6.3) R(H)R(X_)v = (R(X_)R(H) = 2R(X_))v = (A — 2)R(X_)v .

Comme il ne peut y avoir qu'un nombre fini de valeurs propres distinctes de R(H), il
existe une valeur propre A\ et un vecteur propre associé vy tels que R(H)vg = A\gvp et

(6.4) R(Xi)ug=0.

On pose alors, pour k € N,
Vr = R(X,)k’UO .

En itérant la relation (6.3), on voit que les vecteurs v; sont des vecteurs propres de R(H)
pour les valeurs propres distinctes, \g — 2k,

R(H)v,, = (Ao — 2k)vy, .
Montrons, par récurrence sur k, que, pour k € N*,
R(X v =k(A—k+ 1Dvg_q .
La relation est vérifiée pour k = 1 car, d’apres (6.1) et (6.4),
R(X i )vy = R(X4)R(X_)vg = R(H)vg = Aovp -

Supposons la relation vraie pour k. En utilisant '’hypothese, vp1; = R(X_)vg, et la
deuxieme relation de (6.1), on obtient

R(X.)vers = ROXOR(X v, = (R(X_)R(X,) + R(H))u,
= R(X_)k(Ao — k + Dvg_r + (Ao — 2k) vy
= (k(ho — k +1) + Ao — 2K)v = (k + 1)(Ao — K)oy |
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ce qui démontre la relation. Les vecteurs propres v, étant linéairement indépendants et
I'espace vectoriel E étant supposé de dimension finie, il existe un entier n tel que

UO#Oavl #07 avn%oavn-i-l =0.
Dot en écrivant R(X )v,41 = 0,
/\0 =n.

On vérifie alors que, Vk € N,
[R(X4), R(X_)Jve = R(H)vy,

Les vecteurs, v, vy, - -+, v, engendrent un sous-espace de F invariant par R, et comme
la représentation cherchée est irréductible, ils engendrent E, qui est donc de dimension
n 4+ 1. En résumé, nous avons trouvé une représentation (E™), R(”)) de dimension n + 1
de 5[(2,C) et une base vy, vy, -+, v, de E™ telles que

R (H)y, = (n— 2k,
RMW(X_
RM(X,

- Uk‘-{-l 9

JU
Jop, =k(n—k+ 1Dvg_q,

pour 0 < k < n et v,.1 = 0. Montrons que la représentation (E(™, R(”)) est irréductible.
Supposons que w soit un vecteur non nul d'un sous-espace vectoriel, F, de E™ invariant
par R™. Alors,

n
u:Zukvk,ukEC.

k=0
Supposons ug, # 0,Upyi1 = ... = U, = 0, on 0 < kg < n. Alors (R™ (X ))*ou est
proportionnel a vy avec un coefficient non nul. Donc vy appartient a F' et par conséquent
aussi tous les vg, pour £ = 0, ... ,n. Donc tout sous-espace invariant non nul coincide avec

I’espace entier. D’autre part, la démonstration ci-dessus a prouvé que toute représentation
irréductible de dimension finie de s[(2,C) est de la forme (E™, R™), pour un certain
n € N.

Proposition 2.1 Les représentations irréductibles de dimension finie de
sl(2,C) sont les (E™, R™), n € N.

On écrit souvent, en particulier dans les ouvrages de physique, simplement Huvy, X vy,
X vk, en sous-entendant le nom de la représentation. Les physiciens posent n = 27, avec
Jj entier ou demi-entier, et ils utilisent plutot la base Js, Jy, JJ_ de sl(2,C). Ils notent
(E7, D7) 1a représentation (E®) R(27)) et ils considerent la base de £/ = E(27) indexée
par le nombre m, —j < m < j (m est entier si j est entier, demi-entier si j est demi-entier),
notée |7, m) et appelée base standard pour la représentation D’ définie par

. - j+m (]_m)'v
|.77m>_(_1) (]—i—m)' Jjt+m -
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La notation provient du formalisme des “bras” et des “kets” de Dirac en mécanique
quantique. Dans la base |j, m),

J3U7 > :m| >
DI Jilim) =G = m)( +m e+ D]Gm A+ 1)
J_|j,m 2J0+mj—m+Dm - 1)

soit encore

Jelgm) = /G Fm)G £ m+DlimE1) = /50 +1) —m(m = D)|jm=1) .

2.2 Opérateur de Casimir

Dans tout espace de représentation (F, R) de sl(2,C), on peut considérer 'opérateur

(R(J1))* + (R(J2))* + (R(J3))? qu'on écrit en abrégé :
e S
Comme J,J_ = (Jy + i) (Jy —ids) = J2+ J2 —i[Jy, Jo] = J2 + J2 + J5, on a
T = Jod + Jo(Js— 1) = J Ty + Jo(Js + 1) .

Il est clair que, si R = D7, chaque vecteur |j,m) est un vecteur propre de J%. Plus
précisément, un calcul montre que

J?|3,m) =35+ 1)[j,m) .

On voit donc que, dans la représentation D7, non seulement chaque vecteur |j,m) est
un vecteur propre de J?, mais encore J? agit comme le multiple de I'identité j(j + 1)I.
L’opérateur J? s’appelle Iopérateur de Casimir de la représentation D’. Il commute a
chacun des opérateurs de la représentation D/,

2.3 Hermiticité des opérateurs J; et J?

Nous allons montrer que les opérateurs Js et J? dans la représentation (E?, D7) de
5[(2,C) sont hermitiens par rapport & un produit scalaire bien choisi sur E’. On définit
le produit scalaire sur £/ en imposant que |j,m) soit une base orthonormale. On désigne
par * I'adjonction des matrices, X* = X. Alors

Proposition 2.2
(Jo) = Jo  (Jo) =Ty, (o) =5, (JO) ="
Démonstration : Nous utiliserons la base
(g, =3 1 =g+ 1), 13,0 = 1), 13:4))

dans cet ordre.
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—J
e La matrice de J3 dans la base ci-dessus est | o .. | , donc J3 est réelle et
J
symétrique, donc hermitienne (autoadjointe).
e La matrice de J; est
0 0 0
V2j 0 0
0 202j—1) 0
0 0 0
2(2j—1) 0 0
0 V27 0

e [a matrice de J_ est

0 V25 0
0 0 +/2(25—1)
0 0 0

0 v2j
0 0

Ona (J_)ms1m = \/j(j +1)—m(m+1) = (J4)m m+1- Ainsi les matrices de J; et J_
sont réelles et transposeés I'une de 'autre. De plus,

(J2) = T T+ Js(Js — I) = Ty J_ + Jo(Js— 1) = J2 .

ce qui démontre la proposition.
En physique quantique, les opérateurs hermitiens .J5 et J? sont des observables qui
correspondent a une composante et au carré du module du moment cinétique.

Comme J3 = &3, on déduit de la proposition 2.2 que
Di(&)" = —D’(&) -

Comme Ji =i&; F &, on a

i 1
&1 = —§(J+ +J), &= Q(J— = Ji),
d’ou
DI(&)" ==D'(&), D'(&) =-D)(&) .
En conséquence, pour tout X € su(2), D/(X)* = —DJ(X).
On a donc montré la proposition suivante.
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Proposition 2.3 Pour tout X € su(2), la matrice de D’(X) dans la base |j,m) est
antihermitienne. Les opérateurs de la représentation D7 de su(2) sont antihermitiens pour
le produit scalaire sur E? défini par la condition que |j,m) soit une base orthonormale.

En désignant ce produit scalaire par ( | ), on a donc, pour tout X € su(2) et pour
tous x1, 9 € FY, ' '
(D (X)a1|w2) = = (21| D' (X)22) .

3 Représentations de SU(2)

3.1 Les représentations D’

Nous allons étudier des représentations D’ de SU(2), montrer qu’elles ont pour
différentielles DD’ les représentations D7 de su(2) étudiées ci-dessus, et montrer que
ce sont les seules représentations irréductibles de SU(2).

Le groupe SL(2,C) agit sur C? par la représentation canonique, telle que

a b\ (z1\  [az +bz
c d) \z) \eczy +dz) -

Comme nous ’avons vu au paragraphe 2.3.1, il est d’usage de considérer la représentation
de SL(2,C) dans 'espace des fonctions a valeurs complexes sur C? définie par

po(9)f=fog".

d —=b

Sig= <Z 2) a pour déterminant 1, alors g~! = <—c 4 ), donc explicitement

(Po(9)f) (21, 22) = f(d21 — bzg, —cz1 + az) .

D’autre part, p(g) = po(g) définit une autre représentation, p, de SL(2, C),
pl9)f = fog™".

Explicitement, B B
(p(9)f)(z1,22) = f(dz1 — bzg, —Cz1 + a29) .
Lemme 3.1 En restriction a SU(2), les deux représentations p et py sont équivalentes.

Démonstration : Montrons en effet que les matrices g et g sont conjuguées dans SU(2) par

P= ( 0 1). Les éléments de SU(2) sont de la forme

-1 0
_(a b 9 5

et I'on vérifie immédiatement que

__(a b\ _ 1
g—(_b a)—PgP .
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L’application f — f o P est donc un opérateur d’entrelacement pour p et py.
Remarque : Cette équivalence de représentations ne se généralise pas a SU(n), pour n > 2.

On a, pour toute fonction f sur C? et pour tout g € SU(2),
plg)f =fogt=fo'yg,

soit, explicitement, B
(p(g>f)(zla z2) = f(azl — bZQ, bZl + &zg) .

On va étudier la représentation p en restriction a SU(2), mais elle n’est certainement
pas irréductible, et 'on va mettre en évidence des sous-espaces vectoriels sur lesquels
SU(2) agit de maniere irréductible.

Soit V7 I'espace vectoriel des polynomes homogenes & coefficients complexes en deux
variables, (z1, 22), de degré 2j, ou j € %N . Cet espace vectoriel complexe est de dimension

2j + 1. Une base en est
25 25-1 Jj—m j+m 2j ; ;
217 A 22, "ty R %) y Ty &9, _j<m<]

Par exemple, ces bases sont

. . 1

S1) =3, 21, %2

. s 2 2
sig=1, 27, 2122, 25
a3 .30 L2 2 .3
81 ] =35, 21, 2172, 1%, <3

Evidemment, V7 est stable par la représentation p de SU(2). Nous allons maintenant
étudier la représentation D? de SU(2) dans V7 ainsi obtenue par restriction.

On introduit la notation

iz, 2) = z{ mz%er )

Action des matrices diagonales de SU(2) : Dans la représentation D7, les matrices diago-
nales de SU(2) agissent de maniere simple dans V7. Posons

J0 0 . 1(7 0
Alors,

(DI (go) f5,) (21, 22) = fi (721,70 2) = (e0)Tma{™™ (e7i0)THmof*m
— 6—2m20 Jj—m J+m e—2m26’f] (21’22) ,

soit . ‘ -
DY (go) i =€ > fi, .
Chaque f7 est donc un vecteur propre de D?(gy) pour la valeur propre e~

b
d

2mif

Calcul de la différentielle de D7 : Si g = (Z ) € SU(2), alors, pour tout polynome f a

deux variables,

(p(9)f)(21,22) = (f o *g)(21,22) = flaz + cz2,b21 + dzp)
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Soit X = 3 ?) et g(t) = exp(tX) = (Z(? (?> Alors g(0) = I et ¢’(0) = X, donc

a(0) =d(0) =1, b(0) = ¢(0) =0 et
d(0)=a, V(0)=p4, d0)=7~, d0)=4§.

Donc

(DP)(X) f)(z1,22) = §le=o(p(g(1))f) (21, 22)

(z1 +722)01 f (21, 22) + (B21 + 022) 02 f (21, 22) -

Ainsi

(DY) (1, 22) = 5100] = 522051

(D)@ 1,2 = 52200 f + 52101

(DY) (1, 2) = 5200 = 320

On va étudier Paction Dp en restriction & V7. Il suffit de déterminer la valeur des
opérateurs DD (&), pour k = 1,2,3, sur les vecteurs de base fi, —j < m < j, de
V7. On a

(DD) () = ool D (expl16) ) = Clema™" 3,
d’ou ' ' '
(DDY)(&3) [, = —imf;, -
En utilisant
Orfp = (G —m) "1™
Oafp = (j+m)zd "4
on obtient

(DDEVF = (G = m) s + G+ ) f)

(DD @) Fy = (G~ m) s = G+ m) )

On peut alors considérer le prolongement de Dp a la complexifiée de su(2), pour lequel

(Dp)(Js)f = i(Dp)(&)f = —5(z101f — 2205 f) ,

(Dp)(J1)f = (UDp)(&) — (Dp)(&2))f = —220.]
(Dp)(J-)f = (i(Dp)(&) + (Dp) (&) = —2102f
d’out
(DD)(J) fy =0 — )fm+1 5
(DD)(J)fh == +m)fos -
On pose )

[jm) = (~1)7 e

VG —m)I(j +m)!
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On a alors
‘]3|ja m> = m|j> m>
(DD) Jiljom) =1/(G —m)(j +m+1)|j,m+1)
J_ljym) =G +m)(i —m+1)j,m—1)

On déduit immédiatement de ces formules que la différentielle, DD?, de la repré-
sentation (V7, D7) de SU(2) est équivalente a la représentation D’ de lalgebre de Lie
su(2), car elles sont les restrictions d’'une méme représentation de sl(2,C). On a donc
montré la proposition suivante.

Proposition 3.2 La différenticlle de la représentation D7 de SU(2) s’identifie a la
représentation D7 de su(2).

Désormais, nous identifierons les espaces vectoriels supports, E7 et V7, de dimension
27 + 1.
Proposition 3.3 La représentation (V7, D7) de SU(2) est unitaire pour le produit scalaire
sur VI défini en imposant que |j, m) soit une base orthonormale.

Ce résultat est la conséquence de la proposition 2.3 et du fait que SU(2) est connexe.
Donc, Vg € SU(2), V/f1, fa € V7, (D?(9) 1|D(9) f2) = (filf2) -
Proposition 3.4 Pour tout j, entier ou demi-entier, (VI,D7) est une représentation

irréductible de SU(2).

Démonstration : La proposition résulte du fait que la diffférentielle de D’ est une
représentation irréductible. En effet, si V est un sous-espace vectoriel de V7 invariant
par D7, il l'est par DI = DD?, donc V est trivial.

Corollaire 3.5 Toute représentation irréductible de SU(2) est équivalente a l'une des
représentations (VI, D7), j € iN.

Démonstration : On sait, d’apres le théoreme 3.12 que toute représentation irréductible de
SU(2) est de dimension finie. On a vu que toute représentation irréductible de dimension
finie de su(2) est 'une des D7, j € %N. Comme SU(2) est connexe, cela implique le résultat.

3.2 Caractere de D’
Par définition, pour j € N, x;(0) = xpi(0) = >),__; e 2™ On a donc

m=—j

~ sin(2j + 1)0
N sin # '

x;(0)

3.3 Caractere de D' @ D’
On peut exprimer x;(6) en fonction de X = e**, pour j € %N. Si0#0,60#m,

J 2j ' X%+l g
) = 3 Xm=Y Xri =X
m=—j p=0 x-1
D’ou . :
X+l _ x—J

Xi(0) = ——
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D’autre part x,(0) = x;(m) = 2j + 1, qui est la dimension de la représentation.
Soient j; et jp € %N. On a, pour 0 # 0,0 # m,

X (O)x5(60) = (Z Xm) <%>

m=—j1

J1 J1
_ ﬁ( Z Xm+j2+1_ Z ijQ).

m=—j1 m=—Jj1

Posons m = j; — k dans la premiere somme et m = k — j; dans la deuxieme. On obtient

1 21 - 251 .
Xj1(0)Xj2 (0) = X _1 Z Xtitl=k _ Z X~ t
k=0 k=0

Supposons j; < jo. Alors 0 < k < 2j; implique 71 + jo — k > 0, donc
2j1

X1 (Q)X]é (Q) = Z Xj1+j2—k(0) = Xj1+j2 (Q) + Xj1+j2—1(0) + o Xa—i (Q) .
k=0

Pour 6 = 0 ou 7, le membre de gauche est x;, (8)x;,(0) = (2j1 +1)(2j2 + 1). D’autre part,
dans le membre de droite, il y a 2j; + 1 termes dont la somme est

Sl Xtk (0) = X320 (2042 — j1) + 1+ 2k)
= (251 + 1)(2(22 — 1) + 1) + 251 (251 + 1)
=27 +1)(272+1) .

La formule est donc encore valable dans ce cas. On a ainsi démontré la formule
(6'5) X1 Xj2 = X|ja—i1l + X|j2—j1]+1 + ot Xt -

3.4 Formule de Clebsch-Gordan

On déduit de (6.5) et de la relation 2.3 du chapitre 2, la décomposition du produit
tensoriel D/' ® D72 en somme directe de représentations irréductibles, dite formule de
Clebsch-Gordan,

(66) D ® Diz — ’D|j2*j1| o) 'D|]'2*J'1|Jrl @ P Dirtiz.

4 Représentations de SO(3)

Rappelons l'existence du morphisme ¢ de SU(2) sur SO(3), de noyau {I, —I}, étudié
au paragraphe 5.2.3. Si (E, p) est une représentation de SU(2), alors p se factorise par la
projection ¢ si et seulement si

(6.7) p(=1) = p(I) =1dp .
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Si p se factorise en o o , ou ¢ : SO(3) — GL(E), alors o est une représentation
de SO(3), et p est irréductible si et seulement si o est irréductible. La représentation D7
de SU(2) satisfait la condition (6.7) si et seulement si j est entier. En effet —1 = g, et
Di(gr)fi, = e 2™ fi - le facteur scalaire est 1 si et seulement si m est entier, donc si et
seulement si j est entier. On voit donc que les représentations obtenues par factorisation

de
D D' D2 ...
sont les représentations irréductibles de SO(3). En conclusion :

Théoreme 4.1 Toute représentation irréductible de SO(3) est équivalente a l'une des
représentations (V7, D7), j € N.

5 Références pour le chapitre 6

[Basdevant-Dalibard], [Fulton-Harris|, [Guichardet], [Knapp], [Rougé|, [Sternberg].

6 Exercices pour le chapitre 6

Exercice 1. Les représentations D2 et DL

a) Ecrire les matrices RV (H), RV (X ), RV (X_) de la représentation R = D2 dans
la base vy,.

Ecrire les matrices D2 (Js), D2(J,), D2 (J_) de la représentation D2 dans la base f7 .
Meéme question pour &1, &, &3.

b) Mémes questions avec R? = D*.

c¢) La représentation Dz est-elle équivalente a la représentation standard de SU(2) sur
C??

La représentation D' est-elle équivalente a la complexifiée de la représentation stan-
dard de s0(3) sur R??
Exercice 2. Opérateur de Casimir.

a) Exprimer l'opérateur de Casimir de sl(2,C) en fonction de H, X, X_.

b) Exprimer J,J_ +J_J,, (J3)? et J? comme opérateurs différentiels d’ordre inférieur
ou égal a 2 sur les polynomes homogenes a deux variables de degré 27.
Exercice 3. Une application de ['identité d’Euler.

En utilisant I'identité d’Euler pour les polynomes homogenes de degré 27, montrer que
(DD?)(J3)f = (j — 2101)f = (2202 + J) [
Exercice 4. Formule de Clebsch-Gordan.

Décomposer en somme directe de représentations irréductibles

D:@D:, D'@D', et D' @D: .






Chapitre 7

Les représentations de SU(3) et les
quarks

1 Rappels sur sl(n,C), représentations de sl(3,C) et
de SU(3)

1.1 Rappels sur sl(n,C)

Dans sl(n, C), on désigne par b la sous-algebre de Lie abélienne, c’est-a-dire commu-
tative, formée des matrices diagonales de trace nulle. Remarquons que h est maximale
parmi les sous-algebres de Lie abéliennes de sl(n, C). En effet, si une sous-algebre de Lie
de sl(n,C) contient h et une matrice non diagonale, elle est non abélienne car aucune
matrice non diagonale ne commute avec toutes les matrices diagonales de trace nulle. La
sous-algebre de Lie b de sl(n, C) est appelée une sous-algébre de Cartan de sl(n,C).

On désigne par E;j, 1 <@ < n, 1 < j < n, la matrice ayant 1 sur la i-eéme ligne et
la j-eéme colonne et 0 ailleurs. On pose H; = E;; — E;11,41. Rappelons qu'une base de
sl(n,C) est formée des E;;, 1 <i<n, 1 <j<n,i#j,etdes H,i=1,...,n—1, on
les matrices H;, © = 1,... ,n — 1, forment une base de .

On a E;jEy = 0, Fy, d’ou les relations de commutation de ces matrices,

(7.1) |Eij, Ewi] = 0By — 6uEy;j

(7.2) [H, Eij]l = (A — \)(H)Eyj

ou l'on a noté \; : H — \;(H) l'application linéaire de h dans C qui associe a toute
matrice diagonale de trace nulle 1’élément qui se trouve sur la i-eme ligne.

1.2 Cas de sl(3,C)

Dans le cas de sl(3, C), la sous-algebre de Cartan, b, est de dimension 2 et a pour base

1 0 0 00 O
H =0 -1 0, Hb=]0 1 0
0 0 0 0 0 —1

91
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On peut prendre pour base de I'espace vectoriel des matrices triangulaires supérieures
strictes,

010 000 001
Eiy=Fs=|(0 0 0], Ea=FEy3=10 0 1|, Es=F3=[0 0 0] ,
0 00 0 0 0 0 00
et, pour base de I'espace vectoriel des matrices triangulaires inférieures strictes,

Fi="'"E\=Fy , Fy="Ey=F3 , Fs= "E3=FE3 .

On pose

o O

Hy = H, + Hy =

o O =
S O O

Les relations de commutation s’écrivent :
[HlaHQ] =0 ) [EZaE] = Hi) 1= 1a273 ;

[E17E2] - E3 ) [E17E3] - 0, [E27E3] - O )

et
[F1, By = —Fy , [F1,F3]) =0, [F3, F5]) =0,

et
[ElaFQ]:Oa [E27F1]:05

By, Fs) = —Fy , [Es, Fi] = —E;
[E27F3]:F17 [E37F2] El-

Les relations de commutation restantes vont nous intéresser plus particulierement. Les
unes expriment que Fy, Fy et E3 sont des vecteurs propres communs des endomorphismes

adpy, et ady, de g = sl(3,C),

[HlaEl] = 2E1 5 [HQ,El] = —E1 y
[Hl,EQ] = —E2 5 [HQ, EQ] = 2E2 y
[HlaE?)] = E3 ) [H27E3] = E3 .

Les autres expriment que, de méme, Fi, Fy et F3 sont des vecteurs propres communs des
endomorphismes ady, et adpy,,

[Hy, Fi| = —2F, , [Hs, F1| = F1 ,
[Hy, Fy] = Fy , [Hs, Fy] = —2F
[HlaF3]:_F3a [H27F3]:_F3'

On appellera oy (H;) (resp., aq(Hz)) la valeur propre de ady, (resp., adg,) correspon-
dant au vecteur propre F;. On a donc, d’apres ce qui précede,

O[l(Hl) = 2, O[l(Hg) =—1.
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En fait, tout élément de la sous-algebre de Cartan, h, s’écrit comme une combinaison
linéaire de H; et de Hy et l'on définit ainsi une forme linéaire aq sur h. Les valeurs
de cette forme linéaire sur les vecteurs de base (Hi, Hy) sont (2, —1). Ce sont aussi les
composantes de cette forme linéaire dans la base duale de la base (Hy, Hy), par définition
de la notion de base duale. On introduit de méme la notation as(H) pour les valeurs
propres de H € § correspondant au vecteur propre FEs,

O[Q(Hl) = —1, OéQ(HQ) =2.
Enfin, soit a3(H) la valeur propre de H € h correspondant au vecteur propre Fj,
Oég(Hl) = 1, C(g(HQ) =1.

On a évidemment
3 = 1 + Qg .

Par définition,

79
et I'on voit aussi que

Les formes linéaires, oy, g, a3, —ay, —@g, —ag, sur h jouent un role important dans la
théorie des représentations. On les appelle les racines de sl(3, C).

Ci-dessus nous avons introduit la forme linéaire sur h, notée \;, qui associe a toute
matrice appartenant a b I’élément qui se trouve sur la i-eme ligne. On voit immédiatement,
directement ou d’apres (7.2), que

a1 =A1— Ay, g =X — A3, a3 = A1 — A3.

1.3 Les bases (I3,Y) et (I35,75) de b

Dans la sous-algebre de Cartan, b, de s[(3,C) on introduit une nouvelle base, (I3,Y),
définie par

1 1 1 1 0 0
13:§H1, Y:§(H1+2HQ):§ 01 0
00 =2
On introduit aussi
1 0 O
1
nggyz— 01 o],
2v3 1\ o —2

et 'on considere également la base (I3, Tg) de h C s1(3,C).

Remarque : Dans [Blaizot-Tolédano], I3 est désigné par T3. La quantité Q@ = 1Y + I3
est également introduite. Les valeurs propres des éléments T3, Y et () de l'algebre de
symétrie dans une représentation correspondent a la troisieme composante de 1'isospin, a
I’hypercharge et a la charge électrique, respectivement.
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1.4 Représentations de sl(3,C) et de SU(3)

Il y a bijection entre les représentations irréductibles de s[(3, C) et celles de su(3), par
complexification et, inversement, par restriction.

De plus, les représentations irréductibles de su(3) sont en correspondance bijective
avec celles de SU(3), car ce groupe est connexe et simplement connexe (voir [Rossmann,
page 122]). On peut aussi remarquer que 'application exponentielle est surjective, car le
groupe est compact et connexe.

2 Représentation adjointe, racines
Dans la suite on s’intéresse aux représentations du groupe de Lie SU(3) et, d’apres ce

qui précede, il s’agit d’étudier les représentations de I'algebre de Lie sl(3, C), laquelle est
de dimension 8. On reprend les notations de 1.1. Les relations de commutation de s[(3, C)

M(H) 0 0
impliquent : si H = 0  X(H) 0 |, alors [H, E;;] = (N(H) — X\ (H))E;; . Les
0 0 As(H)
racines de sl(3, C) sont donc données par le tableau suivant :
racine | relations base(ls3,Y) | base(I3,T3)

(675} [Ig,El] = E1 [K El] =0 (]_,0) (1,0)
az | [Is, Bl = =3By [YE|=E | (-3,1) | (-3,%)
as | [Is, B3] =1E;  [Y,Es] = Es (L,1) (1,%)
oy |, FAl=—-F [Y,F]=0 (—1,0) (—1,0)
CYIQ [13’F2] = %F2 [K F2] = —F (%7_1) (%’_g)
ay |3 B3] =—3F [Y\B]=-F| (-3,-1) | (=5.—%)

Les relations suivantes sont évidentes :
_ o I o
Qg =01+ Qy, Q) = —Q1, Qg = —Q, Qg = —Q3 .
La premiere peut aussi se voir comme une conséquence de l'identité de Jacobi, puisque

[Hi, B3] = [Hi, [Er, Eo]] = [[Hy, EAl, Es] + [Ey, [Hy, Eo]
— ay(H))[Ev, Bs] + as(Hy)[Ey, Es] = (a1 + ) (H:)Es .

Rappelons aussi que
ap = A1 — Az,

C(QZ)\Q—)\g.

Nous dessinons maintenant les racines de s[(3,C) dans le plan rapporté aux axes I3 et
Ts. On voit que ces six racines forment un hexagone régulier, ce qui n’aurait pas été le
cas si l'on avait utilisé la base (I3,Y"). Techniquement 0 n’est pas appelé une racine mais,
pour tout H € b, 0 est valeur propre double de I'endomorphisme ady. C’est pourquoi
nous faisons figurer le point 0 comme un point double (point entouré d’un petit cercle).
La représentation adjointe est de dimension 8 et nous la désignerons dans la suite de ce
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chapitre par 8. Dans les paragraphes suivants, nous parlerons plus généralement des poids
des représentations de 'algebre s[(3,C) et nous verrons que les racines sont les poids de
la représentation adjointe.

Tg A

G2:)\2—}\3 03:)\1—)\3

(_1,‘@)‘ A 1,‘/3)

1 v
22

_02(

Figure 1. La représentation 8.

3 Représentation standard (fondamentale) et sa con-
tragrédiente

3.1 Représentation standard (fondamentale)

Nous considérons maintenant la représentation standard, appelée en physique,
représentation fondamentale. On a

Hiey =e, Hye; =0,
Hieo = —ey, Hjey €2,
H1€3 =0 s H2€3 = —€3 .

Par définition les poids de cette représentation sont les formes linéaires, A1, Ao et A3, sur
b, satisfaisant

Hel- = /\Z(H)el, 1= 1,2,3 s

donc dans la base (H;, Hy) les composantes des trois poids sont

AM=(1,0), do=(=1,1), Ay =(0,~1).
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D’ou la table suivante :

poids ‘ relations | base(I3,Y) | base(I3, Tg) |
N [Be=ta Ya=la | G0 | Gy |o
Ao | Isez =—3e2 Yes=zen (—33) (—1, ﬁ) d
A3 | Ise3 =0 Yes = —%eg (0, —%) (0, —%) s

Il y a donc trois vecteurs propres e, es, es linéairement indépendants communs aux
éléments H de h. On les note encore u, d, s, noms donnés aux quarks,

u = up, d = down, s = strange .

Dans la base (I3, Tg), les poids, Ay = wy, Ay = wy, A3 = ws, de la représentation standard
forment un triangle équilatéral. On a

)\1"‘)\2—'—)\3:0.

Nous dessinons ci-dessous le diagramme des poids de la représentation standard de
s[(3,C), que nous désignerons dans la suite par 3.

Tg A
P B TN O 11
)\ - sy _— = e
2= Coog V|2 MM G o)
| |
| |
>
3

Figure 2. La représentation 3.

3.2 Contragrédiente de la représentation standard

On passe de la représentation standard a sa contragrédiente en remplacant les matrices
X €5l(3,C) par X' = —*X, donc Hje; = —\i(Hj)e;. Les relations

/ !

H161 = —€1 , H2€1 =0 s
/ !

H162 = €9 , H2€2 = —€9 ,
! _ / _

Hie3 =10, Hjez = e3

montrent que les composantes des trois poids dans la base (H;, Hs) sont
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On obtient donc le tableau suivant pour les poids de la représentation contragrédiente de
la représentation standard.

racine | relations | base(13,Y) | base(I3, T5) |
N | Lei=—3e1 Yer=—ze1| (—3,—3) [ (-3, _2\1/§> u
N e=te Yo=-lo| (-5 | G- |
Ay | Ize3 =0 Ye; = %63 (0, %) (0, %) S

Les vecteurs poids @, d et 5 sont appelés les antiquarks.
Nous dessinons ci-dessous le diagramme des poids de la représentation contragrédiente

de la représentation standard de sl(3,C), que nous désignerons dans la suite par 3.

(o,jg) Ws
_1 1
2 0 2
>
| | |3
| |
11y T L1

Figure 3. La représentation 3.

4 Poids maximal d’une représentation de dimension
finie

4.1 Poids maximal

On va voir que dans chacune des trois représentations décrites ci-dessus, I'un des poids
joue un role particulier. Il sera appelé le poids mazimal de la représentation. Le vecteur
propre correspondant au poids maximal, qui est défini a la multiplication par un scalaire
non nul pres, est appelé vecteur poids mazximal.

Ezemple 1. Dans 3, le poids maximal est A\ = w,, avec vecteur poids maximal e; = u.
On vérifie les propriétés suivantes :

(1) Hiey =ey, Hyey =0 (eg est un vecteur propre de tout H € b),
(Z’L) Eielzo, 221,2,3
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De plus, on obtient ey et e3 par action de Fi, F5 et F3 sur e;. Plus précisément,

Fiey = ey, Fhey =0, Fyep =e3 .

Exemple 2. Dans 3, le poids maximal est \; = ws, avec vecteur poids maximal e3 = 3,
c’est-a-dire

(1) Hijes3 =0, Hjes =e3 (e3 est un vecteur propre de tout H € b),
(i) Eley=—-Fe;=0, i=1203.

Comme dans ’exemple précédent, on obtient des multiples scalaires de e; et e; par action
de F}, Fy et Fj sur es. Plus précisément,

! ! !
F1€3 = —E1€3 = O s F2€3 = —E2€3 = —€9 , F3€3 = —E3€3 = —€1,

Ezemple 3. Dans 8, le poids maximal est a3, avec vecteur poids maximal E3. On a

st un vecteur propre de tout H € b),

(2) [HlaEB] = Fjs, [H27E3] = Fj3 (E3 €
1=1,2,3.

(i) (B B3] =0,

Ici, on obtient des multiples scalaires de Ey, Es, I, Fs, F3, Hi, Hy par action de F, F; et
F3 sur E3. Plus précisément,

[Fl’EB] = E2 ) [F27E3] = _El > [F37E3] = —H3 )

[Fy, [Fy, Es)) = —Hy , [Fs, [F1, Es]] = —Fy
[Fy, [Fy, Bs]) = —Hy , [Fs, [Fy, Es]]l = By
[F3, [F3, Es]] = —2F3 .

En résumé, nous avons vu que pour les représentations, p, étudiées jusqu’ici, il existe
un poids mazrimal, Wy, €t un vecteur, €,,.., appelé vecteur poids maximal, défini a la
multiplication par un scalaire non nul pres, vérifiant les propriétés suivantes :

(7) pour i = 1,2, 3, le vecteur e,,q, est un vecteur propre de p(H;) pour la valeur propre
wmaz(Hi)a
(#) pour ¢t = 1,2, 3,

p(Ei)(emaz) =0,

(7i7) les images du vecteur e,,,, par application répétée des opérateurs p(F;), i = 1,2, 3,
engendrent 1’espace de la représentation tout entier.

4.2 Les poids comme combinaisons linéaires des ),

On a posé
AN (H) 0 0
H = 0 Ao(H)
0 0 A3(H)
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et défini ainsi des formes linéaires A, Ay et A3 sur h. On va voir que chaque poids des
représentations ci-dessus s’écrit

w = ml)\l + mz)\g + mg)\g

(ce qui signifie que w(H) = myA(H) + maAo(H) + m3A3(H), pour tout H € b), ou les
m; sont des entiers. On peut désigner un poids par un triplet, (m, ma, m3). Un tel triplet
n’est pas unique. En effet, \; + Ay + A3 = 0, et par conséquent l'on peut toujours se
ramener au cas ou I'un des m; est nul. Par exemple, on peut écrire

w = (m1 — mg)Al —f- (m2 — mg)Ag —+ mg()\l —f- )\2 —+ /\3) = m'l/\l —f- mlz)\g .

On peut aussi se ramener au cas ou les m; sont tous trois positifs ou nuls; c’est ce que
nous montrerons dans les exemples qui suivent :

Ezxemple 1. La représentation 3. Dans 3, les poids sont
Wy = A1, Wag= Ay, Wy = A3 .

On voit que
wu:/\l :)\1+0)\2+0/\3 —>(
’wd:)\g :O)\1+1)\2+0)\3 —>(
’ws:)\g :O)\1+0)\2+1)\3 —>(

oo~
o~ o
ER=R=
N~—

Ezemple 2. La représentation 3. Dans 3, les poids sont
’w@:—)\l s wE:_)\2 , Ws = —)\3 .

On a donc

wg:—/\l :/\2+/\3 - (071,1)
U}E:—)\QI)\l—F)\g —>(1,0,1
W§:—)\3:)\1+)\2 —>(1,1,0

Ezxemple 3. La représentation 8. Dans la représentation 8, les poids sont les racines oy, —av;,
1=1,2,3. On voit que

),
).

0[1:)\1—)\2 —>(2,0,1), O[llz/\g—)\l —>(O,2,1),
0[2:)\2—)\3 —>(1,2,0), O[/2:/\3—)\2 —>(]_, ,2),
0[3:)\1—)\3 —>(2,1,0), 0[3—/\3—)\1 —>(O,1,2)

Dans ces trois exemples, on reconnait que le poids maximal est celui pour lequel le
triplet (mq, mg, m3) est le plus grand dans l'ordre lexicographique.

4.3 Représentations de dimension finie, poids

On démontre que, pour toute représentation irréductible, p, de dimension finie de
sl(3, C), il existe un poids maximal, w, et un vecteur poids maximal, v, défini & un scalaire
multiplicatif non nul pres, qui satisfont

p(Hv=wH)v, p(E;)v=0,i=1,23.
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De plus, I'action sur v des produits des puissances des F;, 1 = 1,2, 3, engendre tout ’espace
de la représentation irréductible considérée de sl(3, C).

Du calcul
p(H)p(F;)v = w(H)p(F;)v — ai(H)p(F;)v = (w — ;) (H)p(Fi)v

il suit que chaque vecteur p(F})* p(Fy)*p(F3)*v est un vecteur poids correspondant au
poids w — ki — koarg — k3a3. Les poids obtenus sont une partie du translaté passant par
w du réseau des racines. On démontre alors la regle pratique suivante (voir [Fulton-Harris,
page 184]) :

Reégle : Sur le graphique, les poids d’une représentation irréductible de sl(3, C) sont situés
sur des hexagones concentriques qui peuvent dégénérer en des triangles. La multiplicité
de chaque poids est 1 sur le bord, elle augmente de 1 a chaque passage a un hexagone
concentrique en s’approchant du centre, et elle reste stationnaire sur les triangles.

4.4 Autre exemple : la représentation 6

On considere la représentation de poids maximal w = 2);. Les autres poids s’en
déduisent par addition des multiples entiers négatifs de A\ — A9, Ao — Az et A\ — A3 qui
sont tels que le poids obtenu ne soit pas supérieur au poids maximal. Soit v un vecteur
poids maximal. Par définition,

Huv=2v, Hw=0, Fyv=FEyw=FE3v=0.

Sachant que

on obtient

H(Fw) = F(Hv) + [H, F](v) = w(H)(Fv) — a;(H)(F)

d’ou

H(Fv) = (w— (A — X)) (H)(F1v) = (A + A2)(H) Fi(v) |
H(F3v) = (w— (A —X3))(H)(F3v) = (A + X\3)(H)F3(v) .

Par action répétée de Fi, Fs, F3, on obtient le diagramme suivant. Cette représentation
est de dimension 6 et nous la noterons 6.
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Tg A
ax=Ay= A3
2 W 2N
1
V3
)\2 )\l
ap=M-»X
-1 -1/2 0 1/2 1 G
AZ + )\3 )\1 + )\3
A3
—a3=A— A
2

Figure 4. La représentation 6.

4.5 Encore un exemple : la représentation 10

Considérons la représentation de poids maximal w = 3);. Ci-dessous est la liste des
poids de cette représentation. A cause des applications a la physique des particules, dont
nous dirons quelques mots au paragraphe 6, nous avons donné les noms des particules
élémentaires associées a chaque poids, ainsi que la valeur de la composante de chaque

poids sur 1’élément () = %Y + I3 qui correspond a la charge de chaque particule.

poids w w(lz) |w(Y) w(Ty) w(Q)
3\ g 1 2 2 [ATF
2\1 + Ag L 1 21| AT
Xo—dg=M+2% | L | 1 B 0 | A°
3 21 2 1A
Ao—M=2X+X | =1 | 0 0 -1 |x
M—M=dt+2 | -1 | -1 2 1| =
A3 =2 53— XA —X2| O -2 -3 -1 | QO
N—de=20+N | L | -1 - g | =0
As+20 =M\ — Xy | 1 0 0 1| ot
0 0 0 0 0 | x*

Nous dessinons ci-dessous le diagramme des poids de cette représentation, qui est de
dimension 10, et que nous noterons par le symbole 10. A chaque poids correspond un
unique vecteur poids a un scalaire multiplicatif pres. Cette représentation est irréductible
car on montre, en examinant le diagramme des poids, qu’elle n’est pas la somme directe
de représentations de dimension inférieure. En effet, nous avons déja la liste complete de
ces représentations irréductibles de petite dimension qui sont :
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e la représentation triviale, notée 1,

e la représentation standard, 3,

e la contragrédiente, 3, de la représentation standard, 3,
e la représentation 6,

e la représentation adjointe, 8.

Voir au paragraphe 6 d’autres figurations de ce méme diagramme, avec les notations
utilisées en physique.

Tg A

AT

Figure 5. La représentation 10.

5 Produits tensoriels de représentations

Soient (FE1,p1) et (Es, py) des représentations d’'un méme groupe G. Rappelons que,
par définition, p; ® po est la représentation de G dans Fy ® F5 définie par

(p1 @ p2)(g)(v1 @ va) = p1(g)v1 @ pa(g)va ,

pour g € G et v; € Ey, v9 € E5. Alors les différentielles de ces représentations satisfont la
relation

D(p1 @ p2)(X)(v1 @ v2) = (Dp1)(X)v1 @ va + v1 ® (Dp2)(X)vy ,

pour tout X € g. Cette relation se démontre en prenant la dérivée en t = 0 de la relation
précédente dans laquelle g = exp(tX) (voir Chapitre 4, Exercice 11). Par abus de langage,
on note

D(p1 ® pa) = Dp1 @ Dps .
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Le résultat suivant est presque évident compte tenu de la formule ci-dessus, mais il est

tres important, et en fait valable de maniere générale.

Proposition 5.1 Si vy est un vecteur poids d’une représentation Ry de s1(3,C) pour un
poids wy, et si ve est un vecteur poids d’une représentation Ry de sl(3,C) pour un poids
woy, alors v1 ® vy est un vecteur poids de la représentation Ry @ Ry pour le poids wy + ws.

Ezemple 1 : 3® 3. Nous traitons graphiquement I'exemple de la représentation 3 ® 3, ou

I’on voit que

33=8¢1.

Le poids 0 est de multiplicité 3, les autres poids sont de multiplicité 1.
Ts A

Figure 6.3 3 =8 ® 1.

Ezemple 2 : 3 ® 3 ® 3. Dans ce produit tensoriel, il y a trois poids de multiplicité 1, six
poids de multiplicité 3, et le poids 0 est de multiplicité 6. On voit que

3R3®3=1008D8D1.

La table et le diagramme ci-dessous donnent les composantes des poids avec les vecteurs

poids correspondants.

I3 Y

wuw | 3/2 | 1

ddd | =3/2| 1

S8S 0 —2

wud udu duu % 1
uuUS  USU  SuU 1 0
ddu dud udd —% 1
dds dsd sdd | — 0
$SU  SUS USS % —1
ssd sds dss —% -1
uds dus sud wusd dsu sdu 0 0
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ATs
ddu _ uud
dud V3 udu
udd 2 duu

ddd o uuu

sss ¥ -3

Figure 7.3 323 =108 & 8@ 1.

6 “The eightfold way”

Jusqu’en 1955, on avait observé 7 baryons, un huitieme fut obervé en 1958, le =°.
D’autre part on connaissait 7 mésons. Cet ensemble d’observations conduisit Murray Gell-
Mann et Yuval Ne’eman, indépendamment, a proposer vers 1960 le groupe de symétrie
SU(3) pour la classification des particules élémentaires. Les baryons se groupaient dans
I'octet de la représentation adjointe, et les 7 mésons connus en formaient une partie. La
publication de ces résultats eut lieu en 1961. La particule n complétant l'octet des mésons
et dont l'existence était donc prédite par cette théorie fut découverte en 1962 (voir [Rougé,
p. 362-366] et aussi [Sternberg, p. 280-287]).

L’idée de base est que chaque particule élémentaire “est” un vecteur poids de la
représentation. A chaque vecteur poids correspond un poids qui est la collection des
valeurs propres des opérateurs images des vecteurs de base choisis dans la sous-algebre
de Cartan. Ici il s’agit donc de deux nombres, les valeurs propres de H; et de Hs, ou de
I3 et de Y, ou de I35 et de Tg, suivant la base choisie. Ces deux nombres sont les nombres
quantiques, qui caractérisent la particule quand ce poids est simple :

e le nombre quantique correspondant a I3 est la troisieme composante de 1'isospin,

e le nombre quantique correspondant a Y est I’hypercharge.

Alors la charge est Q) = %Y + I3, et de plus, Y = B+ 5, ou B est le nombre baryonique
et S Iétrangeté (qui est nulle pour le proton et le neutron et pour les trois mésons ).

On obtenait l'octet des baryons et celui des mésons comme la représentation 8 de
SU(3), d’out le nom de “eightfold way” (en francais, “voie octuple”) donné a la théorie.

D’autres particules élémentaires a durée de vie ultra-courte appelées “résonances”
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furent observées en 1961, les quatre A et les trois ¥*, formant 7 des 10 points du dia-
gramme des poids de la représentation 10 de SU(3). La théorie prédisait I'existence de
deux particules d’hypercharge —1, les =*, découverts en 1962, ainsi que celle d'une parti-
cule correspondant au dixieme point, qui fut nommée Q~, et qui fut découverte plus tard
en 1964, ce qui constitua un grand succes pour la théorie SU(3).

On reproduit ci-dessous des tables de baryons et de mésons (voir K. Hagiwara et al.,
The Review of Particle Physics, Phys. Rev. D66 010001 (2002), http ://pdg.lbl.gov), avec
les diagrammes correspondants, et le diagramme des résonances baryoniques, inspirés
de [Sternberg, pages 286 et 287], ainsi que les mémes diagrammes adaptés du livre de
[Blaizot-Tolédano, pages 143-145]. On reconnait immédiatement le diagramme des poids
de la représentation 8 pour les baryons et les mésons, et celui de la représentation 10
pour les résonances baryoniques. Dans ces tables, J désigne le spin et I l'isospin de la
particule.

6.1 Baryons (B =1)

S 1 I3 Q J (Nl}/é%/sjgz) Vie moyenne (s)
- 1 1 1 -10
= -2 i - -1 1 1321 1,6 x 10
= -2 1 : 0o 1 1315 2,9 x 10710
¥ -1 1 -1 -1 1 1197 1,5 x 10710
0 —1 1 0 0 : 1193 7,4 x 10720
st -1 1 1 1 3 1189 0,8 x 10710
A° -1 0 0 0o 3 1116 2,6 x 10710
n o 3 -3 0o i 940 0,9 x 10
P 0 3 3 1 : 938 stable
Y YA
1t n p
® [ ]
n p
/\0 50
. < * I Op =- ® s+
A\ 3
2" 50 >t NO
[ J [ ]
= =0 -1F
= = =- =0
-1 0 1 T3

Figure Sa Figure 8b
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6.2 Mésons (B =0)

S 1 I3 Q J (1\/1}@%/8752) Vie moyenne (s)
K+ IR 3 10 494 1,2x 1078
K° I 0 0 498  Ks= 5(K°+ K" 0,9x107"
K -1 3 3 0 0 498  Kp=J5(K°-K" 52x107°
K- -1 3 -3 -1 0 494 1,2x 1078
ot 0 1 1 1 0 140 2,6 x 1078
w0 0 1 0 0 0 135 8,4 x 10717
T 0 1 -1 -1 0 140 2,6 x 1078
Y YA
KO K+ 1| KO K+
[ ] [
1y 0
° ® . I3 OF 7 ® ™
n n*
n
° 0_0
—_ _1 - —
K K K™ KO
-1 0 1 T3
Figure 9a Figure 9b
6.3 Reésonances baryoniques
Y A
- 0 ++
A— AO 14+ A+ A++ l i A A A+ A
s s[P 5[ I
5 4 1 o & 1 & 3 or
2 2 2 2 i
=14 =0 -1
2+ Q- =27
-1 0 1 T3
Figure 10a Figure 10b
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7 Les quarks et les antiquarks

Les représentations 3 et 3 cependant ne correspondaient & aucune particule observée.
Le modele des quarks permet de considérer tous les hadrons (baryons et mésons) “comme
des états composés de quarks et d’antiquarks”. Mathématiquement, cela signifie que

e Les quarks sont les particules correspondant a la représentation 3 de SU(3) : les
trois quarks, u (“up”), d (“down”) et s (“strange”), sont les vecteurs poids de cette
représentation.

3 w w(lz) | w(Y) | w(Ts) | w(Q)
T T 1 2

d Wq = Ay -3 3 o5 | 3
Wy = A3 2 1 1

s = n-n | YR T

e Les antiquarks sont les particules correspondant & la représentation 3 de SU(3) : les
trois antiquarks, @, d, et S, sont les vecteurs poids de cette représentation.

3 w w(lz) |w(Y) | w(Ts) | w(Q)
_lwg = Xt+A3 | 1| 1| 1| 2
u — 2 3 23 3
gl wa = MtA | | 1|
o 2 3 2v/3 3
_| ws = M+ A 2 1 1

e On obtient l'octet des mésons dans la décomposition du produit tensoriel 3 ® 3, plus
précisément,
33=8a1,

“un méson est consitué d’une paire quark-antiquark”.
e On obient 'octet et le décuplet des baryons dans la décomposition du produit ten-

soriel
33®3=100808d1,

“un baryon est composé de trois quarks”.

Les décompositions ci-dessus sont celles que nous avons montrées graphiquement plus
haut.

Pour éviter les difficultés dues aux charges fractionnaires et a une incompatibilité avec
le principe d’exclusion de Pauli, on introduit en fait une symétrie SU(3) supplémentaire,
la “couleur”, c’est la “chromodynamique quantique”.

8 Reéférences pour le chapitre 7

[Blaizot-Tolédano], [Fulton-Harris|, [Ludwig-Falter]|, [Rougé|, [Sattinger-Weaver], [Stern-
berg].
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9 Exercices pour le chapitre 7

Exercice 1. La représentation 3 ® 3.

Décomposer en somme directe de représentations irréductibles la représentation 3 ® 3
de SU(2) a l'aide du diagramme des poids.
Exercice 2. La représentation 10.

Démontrer que la représentation 10 de SU(2) est irréductible.



Chapitre 8

Problemes corrigés

1 Représentations du groupe symétrique S;

Soit p la représentation irréductible de dimension 2 du groupe symétrique G3. On pose
p = p®! et I'on définit par récurrence, pour tout entier k > 2,

Pk = Bk o

Ainsi, p*2 = p®Rp, p2 =pRpRp, ..., P =pRp® ... p, k fois.
1. Décomposer p®* en somme directe de représentations irréductibles, pour k € N*.

2. Soit A3 C G5 le groupe alterné. Décomposer en somme directe de représentations
irréductibles les restrictions a A3 de p, pR pet p® p R p.

Corrigé

1. On sait que x,or = (x,)*. D’ou la table de caracteres

S3 ¢ % z
1] 1 1 1
sg| 1 —1 1
pl 2 0 -1
p®k 2k 0 (_1)k;

On a p® =m 1 @ MsgSg B myp, o1, en posant X ,or = Xk,
my = 5 Xgeos Xk(9) = —<2’f +2(=1)F) = 52"+ (-1)) ,

2"+ (=D)").

Mg —ml, car yi(t) =
m, =228 -2(-1)") =

cm»—m

D’ou

P = 2@+ (CDN(L® sg) + 5 (254 (-1

On vérifie que ces coeflicients sont évidemment des entiers.

109
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2. En particulier

pPRP=1®sgDp, (1)
PRPRp=1DsgD3p. (2)
On a la table de caracteres .
2[3 é é 02
I, |1 1 1
ol|l j 5
|1l 42 4
P, |2 —1 —1

On a donc pjg, = 0 @ 7. On sait que sgjg, = 1y, d’ont
P®2‘m3 =21y, ®o®ao, dapres (1),

et
PPy = 2.1y, ®30 B35, dapres (2).

2 Le groupe O(2)

Soit O(2) le groupe des rotations et symétries du plan conservant l'origine, engendré
par les matrices

cosf) —sind 01
ro_(sin& COS@)’O<9<2W’etS—<1 0)’
1. Déterminer les classes de conjugaison de O(2).

2. a) Montrer que toute représentation irréductible de O(2) est de dimension < 2. (On
pourra considérer la restriction de la représentation au sous-groupe SO(2).)

b) Déterminer les représentations de dimension 1 de O(2).

¢) Montrer que les représentations irréductibles de dimension 2 de O(2), a équivalence
pres, sont telles que
einG 0
) = (o)

pour un entier n > 1. Déterminer le caractere x,, de m,.

3. Soit Ad la représentation adjointe de O(2) dans son algebre de Lie. Montrer qu’elle
est équivalente a I'une des représentations étudiées a la question 2.

4. Décomposer m, @ m,,, pour n > 1 et m > 1, en somme directe de représentations
irréductibles.

5. a) Montrer que T2 et s engendrent un sous-groupe de O(2) isomorphe au groupe
symétrique G5 sur trois éléments.

b) Déterminer, pour tout entier n > 1, la décomposition de la restriction o, de m, a ce
sous-groupe en somme directe de représentations irréductibles. Donner une interprétation
géométrique du résultat.
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Corrigé

1. Les relations s? = I et srgs™! = r_y entrainent rys = sr_g, d’oll rysr_y = sr_g.

Donc la classe de conjugaison de s est {sryg|l0 € [0,27n[}. D’autre part ry et ry sont
conjugués si et seulement si ' = —6. Donc les autres classes de conjugaison de O(2) sont

{I},{— I} et {rg,7—p}, pour 0 < 6 < 7.

2. a) Soit p une représentation irréductible de O(2) dans C%. Comme SO(2) est abélien,
la restriction de p a S0(2) est somme directe de représentations de dimension 1, donc laisse
toutes les droites de C? invariantes. Soit x € C?. L’espace vectoriel engendré par z et sx
est invariant par O(2). Comme la représentation est supposée irréductible, c’est I'espace
entier, donc d < 2. La représentation est de dimension 1 si et seulement si z et sz sont
colinéaires.

b) Soit p : O(2) — C une représentation de dimension 1 de O(2). On doit avoir
p(s) = 1 ou p(s) = —1. Comme p(sry) = p(s), on a nécessairement p(rg) = 1, pour
tout @ € [0,27[. Donc, ou bien p = x; la représentation triviale ou bien p = x4, la
représentation déterminant.

c) Soit p : O(2) — GL(C?) une représentation de dimension 2 de O(2). Il existe x € C?
tel que x et sx sont linéairement indépendants (sinon la représentation est de dimension

1). Dans la base (z,sr) de C?, la matrice de p(s) est . Puisque la restriction de

01
10
p & SO(2) est somme directe de représentations de dimension 1, il existe des entiers n et
inf 0

0 eimb . La relation

m tels que la matrice de p(ry) dans la base (x,sz) de C? soit <€

N Ve . 3 0 1
r9s = sr_g entraine m = —n. On vérifie que pour tout entier n > 0, m,(s) = <1 0) et

inf

Tn(re) = <e 0 eOm9> définit une représentation de dimension 2 de O(2).

Les seuls vecteurs de C? invariants par 7, (s) sont colinéaires & e; + ;. Ceux-ci sont
invariants par m,(rs) pour tout # si et seulement sin = 0. On a 7y = x1 @ x}. Pour n > 1,
T, est irréductible. Le caractere x,, de m, est tel que

X (T9) = 2cosnb | X, (s) =0.
3. L’algebre de Lie de O(2) est 0(2) = s0(2), algebre de Lie abélienne réelle de

dimension 1. On peut choisir la base dans 0(2) pour identifier 0(2) a R.

1
-1 0
Donc Ad : O(2) — GL(0(2)) est une représentation de O(2) de dimension 1. Elle est
nécessairement équivalente & x; ou xj. On a Ad, : X € 0(2) — sXs™ 1 € 0(2) et

0 1\(0 1\[0 1\ (0 -1
1 0)\-1 0)\1 0/ \1 0)’
donc Adg = —1. D’ou Ad =~ x}.

4. Soient n > 1 et m > 1 des entiers. On a

X7n@mm — Xman X7m -
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Ce caractere est nul sur s et tel que
(X, X, )(Tg) = 4 cosnb cosmb = 2(cos(n +m)@ + cos(|n —ml6)) .

Si n # m, on trouve donc
Xrn @ Tm = Xrpim T X
d’ou
Tn & Tm = Tntm D Tn—m|-
Sin = m, (Xr, Xan)(T9) = X, + 2. La représentation my de dimension 2 dont le caractere
vaut 2 sur rg et 0 sur s est réductible, mp = y1 @ x}. On a donc

7Tn®77n:7r2n@X1@X,1 .

5. a) Posons ¢ = T2 On vérifie que ¢ et s satisfont les relations ¢* = I,s* = I et

c*s = sc. Le sous-groupe G de O(2) engendré par c et s est le groupe & six éléments,

2

{e,c,c?, s, sc,5c*},

isomorphe a Gs;.
b) La représentation o, = Tn, S€ décompose en somme directe de représentations de

G~ 6G3.0n a

Xon(C) = 2COST | —1sin#0 (mod. 3).

D’autre part, la restriction de y; a G3 est la représentation triviale, tandis que la restric-
tion de x] est la représentation signature. La restriction oy de m; est la représentation
irréductible de dimension 2 de &3. On a la table de caracteres,

2nm _{ 2 sin=0 (mod. 3),

el c¢| s

xa |1 1] 1

Xoo | 1| 1]—1

o1 2] -1 0

n = 0(mod. 3)o, |2 2| O

n # 0(mod. 3)o, |2 |—1| O

D’ou, pour p € N, { o =1d®sg,
O3p+1 = O3pt+2 = O1-

Interprétation géométrique. Si n = 0 (mod. 3), les rotations ¢ = T2x et 2 = = Tix agissent

par m, comme l'identité du plan C?. D’autre part, m,(s) laisse toujours 1nvar1antes la
droite D; de vecteur directeur e; + es et la droite D, de vecteur directeur e; — es. Plus
précisément 7, (s)(e1 +e2) = e +e2 et m,(s)(e1 —ea) = —(e1 —e2). Ces deux droites étant
invariantes par o,, on a

Onip, = Id et Onp, =59 -

Sin # 0 (mod. 3), 0,(c) = m,(rz:) ne laisse aucune droite de C? invariante. Donc o,
est une représentation irréductible de dimension 2 de 63 C’est la complexifiée de la
représentation de G5 dans R? par rotations d’angles = 2T ot 4T et symétries par rapport aux
hauteurs d’un triangle équilatéral centré a 'origine.
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3 Représentations irréductibles de SU(2) x SU(2)

Soit H I’algebre associative des quaternions, espace vectoriel réel de dimension 4, de
base 1,1, 7, k, avec la multiplication définie par

P==k=-1,ij=—ji=k, jk=—kj=1i, ki=—ik=7.

Pour ¢ = agl + ayi + asj + ask, on pose ¢ = apl — ayi — asj — ask et ||q]|> = ¢gg. On

admettra que [|q||* = 30 _o(y,)? et que

lad'l| = llalllld'|] -

On désigne par S le groupe des quaternions de norme 1,
S={qeH]|lql=1}.

On considere 'espace vectoriel réel H engendré par les matrices

O R Y R () R O

On remarquera que SU(2) et su(2) sont contenus dans H.
Premiere partie

1. On note M +— ¢p; isomorphisme d’espaces vectoriels réels de H sur H défini par
I—1,T—i,J—7, K—k.

a) Montrer que la restriction a SU(2) de cette application est un isomorphisme du
groupe SU(2) sur le groupe S.

b) Montrer que, pour tout X € su(2),

d
E|t:0(Qexp(tX)) =dqgx .

2. Soit (A, B) € SU(2) x SU(2). On considere I'application
o(A,B) :H—H
définie par
o(A,B)g=qa q (qg)", VqgeH.

On identifie H & R* par I'application R-linéaire définie par 1 — eg, i — €1, j — ea,
k +— e3, ol (eg, €1, €2, €3) est la base canonique de R*.

a) Montrer que o(A, B) s’identifie & un élément de O(4).
b) Montrer que ¢ est un morphisme de groupes de SU(2) x SU(2) dans SO(4).

¢) Déterminer le noyau du morphisme o.
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3. a) Déterminer la différentielle Do : su(2) @ su(2) — so(4) de o.
b) Montrer que Do est un isomorphisme d’algebres de Lie.

¢) Montrer que I'image de o est SO(4).
Deuzxieme partie

Soient (Ey,p1) et (E2, p2) des représentations de dimension finie de groupes de Lie
compacts Gy et Gy respectivement. On définit une représentation p de G; x G5 dans
FE, ® E5 par

p(g1, g2)(v1 @ v2) = p1(g1)v1 @ p2(g2)va
pour g1 € Gy, g2 € Go, v1 € E, v9 € E5.  On note cette représentation p = p; X ps.

On admettra que toute représentation irréductible de G; x G est de la forme (F; ®

Es, p1 X pa), ou (E;, p;) est une représentation irréductible de G;, i = 1, 2.

4. Déterminer les représentations irréductibles de SU(2) x SU(2) et celles de SO(4).
5. Soit R la différentielle de p = p; X po. Evaluer
R(X1, Xo)(v1 ® vg) ,

pour X; € g1, Xo € go, v1 € Ey, vy € Ey, al’aide de Dp; et Dpy. On notera Dp; X Dp,
une telle représentation de su(2) @ su(2) ou de sa complexifiée sl(2,C) @ sl(2,C).

6. On considere, avec la notation de la question 5, la représentation DU2) = Dit x D72
de sl(2,C) @ s1(2,C) dans V7' @ V72. On pose

1(0 1 i (0 -1 1(1 0
‘]1—_§<1 0) ’J2_§<1 0) ’J3__§<0 —1)‘

Soit |j,m) la base usuelle de 'espace V7. Choisir une base de V7' @ V72 et écrire les
matrices dans cette base de DU2) (X, 0) et de DU72)(0, X),
a) pour X = Jy, Jy, J3, lorsque j; = jo = %,
b) pour X = J3, lorsque j; = 1 et jy =
¢) pour X = Js, lorsque j; = % et jo =

I

= o=

7. Les représentations DU172) et DU271) sont-elles équivalentes ? Pourquoi ?

8. Pour X € s[(2,C), on pose DY) (X2) = D132) (X, 0)o DU2) (X, 0) et DY) (X2) =
DWi2)(0, X) o DU2)(0, X). On pose CV7?) = e DZ(]UQ)(Jf), i =1, 2. Evaluer /"%

et C’éjm) sur |jymy) ® joms).

9. On conserve les notations des questions précédentes. On cherche a évaluer la mul-
tiplicité des états liés d’énergie négative d’'un atome d’hydrogene. Soient e,m et h des
constantes. On définit la constante de Rydberg,

me4
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Soient Ry et lp, £ =1, ,2,3, des éléments de s[(2,C). On pose R? = ¥5_, Dijj)(Rf), et
12 =53 DY (12). On suppose que
>+ h?

R*=¢e'42F ,
m

et que

— S R 12 = 2B2 (O + )

En déduire la valeur de I’énergie, E/, en fonction de la constante Ry et de 'entier n = 2j5+1.

Corrigé

Premiere partie
1.a) L’application M +— ¢, respecte la multiplication car
=7J"=K*=-1,IJ=-JI =K,
IJK=-KIJ =1, KI=-IK=7J.

La restriction de cette application est donc un morphisme de groupes. L’'image de SU(2)
est S car, si A € SU(2), A = apl + 1Z + axJ + a3K avec Zzzo(ap)2 =1, donc g4 € S,
et, inversement, tout quaternion de norme 1 est I'image d’une matrice A appartenant a
SU(2). Donc A € SU(2) — g4 € S est un isomorphisme de groupes.

1.b) L’espace vectoriel H est en fait une sous-algebre de GL(2, C) pour la multiplication

des matrices. Si X € su(2), Xk—f € H pour tout k € N, et 'on a, dans H,
Jexptx = qrex+o@2) = 1 +tgx + O(t?) .

D’ou %|t:OQexth =dqx.
On peut aussi utiliser la relation exp(tX) = cost [ + sint X, valable pour X de
déterminant 1, d’ol, pour tout X € su(2),

) X
exp(tX) = COS(tIIXH)HSm(tllXH)m :

A0 Gexp(ex) = cos(t]| X )1 + ﬁ sin(t||X||)gx, et 'on a bien %“:Oqexp(tX) = gx.

2.a) Dans l'identification de H avec R*, la norme des quaternions s’identifie & la norme
euclidienne. L’application o(A, B) conserve la norme des quaternions puisque

lgaa(as) ™" = llaallallli(gz) "1l ,

ce qui est égal a [|gl|, car [|qall = [lasll = Il(gs)~"|l = 1, pour A, B € SU(2). Donc o
s'identifie a un élément de O(4).

2.b) Soient (A, B) et (A’, B) des éléments de SU(2) x SU(2). On a

o(A,B)oa(A,B")q=0c(A B)(qrq(qs) ") = qaquq(as) (g5) " .
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Or A — @4 est un morphisme de groupes, donc

qaqn = qan et (gp) "' (g8) " = (gpap) ™" = (gpp) ™"
D’ou
0(A,B)oo(A',B)=0(AA", BB) .
L’image de SU(2) x SU(2) est contenue dans SO(4) car SU(2) x SU(2) est connexe.
2.c) Le noyau de o est 'ensemble des couples (A, B) tels que ¥Yq € H, gaq = qqp. En
prenant ¢ = 1, on voit que g4 = ¢g. Posons
ga = aol + oni+ ) + ask .
La condition g4i = iqs implique
apt — ay — gk + azj = agi — a1 + ask — asy,
d’ou
Qg = (g3 = 0.

La condition g47 = jqp implique a; = 0. On obtient donc g4 = g = apl. Comme
lgall = 1, les solutions sont g4 = gg = 1, et g4 = gg = —1. Le noyau de o est donc
I’ensemble

{I,I),(—1,—1)} € SU(2) x SU(2) .

3.a) Ona Do(X,Y)q = %ltzoa(exp(tX), exp(tY))q

d
E“_OQexp(tX) q Qexp(—ty) = dx4q — 4qy

d’apres la relation %\tZOQeXP(tX) = qx.

3.b) On sait que Do : su(2) @ su(2) — so(4) et que Do est un morphisme d’algebres
de Lie.

Le noyau de Do est I’ensemble des paires (X,Y) € su(2) @ su(2) telles que gxq =
qqy,Vq € H. Ceci entraine gx = gy = +1. Comme X et Y appartiennent a su(2), gx et
gy sont nuls. Dot kerDo = (0,0). Comme su(2) & su(2) et so(4) ont méme dimension,
6, ce morphisme injectif est un isomorphisme.

3.c) Tout élément de SO(4) s’écrit exp Z; - - -exp Zy, ou Z; € so(4). Comme Do est
bijectif, Z, = Do(X,,Y;) pour un couple (X, Y;) € su(2). Or exp Z; = exp Do (X, Ys) =
o(exp Xy, expYy), donc exp Z, € Imo. On en déduit que exp Z; - - -exp Z; € Imo, donc
Imo = SO(4).

4. Les représentations irréductibles de SU(2) x SU(2) sont les D7t x D72 (jy,js) €
N x N. Posons

pULI2) — Dit y Diz
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Les représentations irréductibles de SO(4) sont les DU12) qui passent au quotient dans
la projection o de SU(2) x SU(2) sur SO(4), c’est-a-dire qui vérifient DU2)(—I, —T) =
Idvjl®vj.2 . OI',

D(jljz)(_L —D(v) ®vy) = D (=1vy @ D2(—1)vy = (—1)" 20, @ vy .

Les représentations irréductibles de SO(4) sont donc les DU2), (jy, ;) € 1N x 2N, telles
que j; +j2 € N.
Les représentations irréductibles de SU(2) x SU(2) et leurs dimensions sont donc

p(00) DO03) p(o1) D03) p(02) . D(0j2)

1 2 3 4 5 25y + 1
D(50) D3 DG D(E3) D(52) e D(372)

2 4 6 8 10 2(272 + 1)
p(10) D13) L) p3) p(12) . D(Lj2)

3 6 9 12 15 3(2j2 + 1)
PDi10) Dl13) DliD) D13) Di12) . PDliriz)

271 +1 2(2514+1) 3(21+1) 421 +1) 5(25:+1) (21 +1)(252 + 1)

Les représentations irréductibles de SO(4) sont les

Do)  p1) p2) ... PO) 7o entier
DG3) DG oo D) J2 non entier

po)  pa ... Ppli2) Jo entier

PDliriz) J1 et jo entiers ou j; et j non entiers .

Deuxieme partie

5. Par définition, on a
D(p1 X p2)(X1, X2)(v1 @ v3)

= %H*Opl (exp(tX1))v1 ® pa(exp(tXs))vy

= Dpl(Xl)Ul R Ua + V1 ® DpQ(XQ)UQ .

6. Dans V7, on utilise la base ([j, —3), |7, —j+1), ..., [j,j—1), |j,j)) dans cet ordre.
La matrice de D?(J3) dans cette base est
—i 0 0

0 —j+1 0
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D’autre part Jy = J; & iJ,, dou J; = %(JJr +J ) et Jy = —%(JJr —J_), dou

0 ori 0
DI = L V2j 0 2(2j — 1)
Y2l o 2 -) 0 1
0 iv2j 0
1 —iv/2j 0 ih/2(25 — 1)
D(L)=51 0  —iy/2(25—1) 0
0

DU2)(X 0) = DI'(X) @ Idys,, DY2(0, X) = Idys, @ D2(X) .
On pose, pour j; et jo fixés, [j1my) & |jame) = |my ;me) et I'on utilise la base
(|_j1 ; _j2>’ |_j1 7_.]2+1>7 Tt |_j1 ;j2>a |_j1+]- 3 _j2>a Yo |_Jl+1 ;j2>a PRI |.]1 7j2>) .

6.a) Soit j; = jo = % On a

-1 0 0 0 -1 0 0 O
11 110 =1 0 O 11 0O 1 0 0
(53) _ = (33) I
D'z (J37O) - 92 0 0 1 0 ) D'z2 (07J3) 0 0 =1 0 )
0 0 0 1 0O 0 0 1
0010 0100
GHg 0 =20 00 L pahg gy = {000
D (Jlao) 100 0 7D (Oajl) 000 1 ;
0100 0010
et
0O 0 2z 0 0 2 0 O
11 110 0 0 ¢ 11 — 0 0 0
(33) - - (532) i
DRl 0)=51_, ¢ o of P**(00) 0 0 0 i
0 —2 0 0 0 0 —2 0
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6.b) Soit j1 =1let jo=1. Ona

1 0 0000
0 -1 0000
L 0 0 0000
DU2)(J3,0) = 0 0 000O0]"
0 0 0010
0 0 00 0 1
et
10 0 0 0 0
0 1. 0 0 0 0
) 1o 0 -10 0 0
DTE(0, J5) 510 0o 0o 1 0 o0
0 0 0 0 —10
00 0 0 0 1
6.c) Soit j; = % et jo=1.On a
10 0 00 0
0 -1 0 000
(11) 1o 0 -1000
D ka_z 0 0 0 100
0 0 0 010
0O 0 0 00 1
et
100 0 00
0 00 0 00
1 0 01 0 00
DEV(0, Jg) = 0 00 =100
0 00 0 00
0 00 0 01

7. Si j1 > jo, alors j; est une valeur propre de DU72)(J5,0) et non de DW23)(J5,0).
Si jy > ji1, alors j, est une valeur propre de DU271( J5,0) et non de DU172)(.J5,0). Donc la
représentation est équivalente & DU271) si et seulement si j; = jo.

8. 0naYi DU J2 0)(v; ® vy) = Xa_; DI (JZ)v; @ vy
= j1(j1 + 1)1)1 IR
donc

CYU) = i +1), i=1,2.

Y

9. De R? = e* + 2B on tire

4
MRz
QER +1°+h ok
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d’ou, en remplacant,

me*

2(9(CUD o cdiy 41y = _TE
RE(2(CY" + C37) + 1) 5

Comme CY) = {7 = Jj(j 4+ 1), et comme on a posé EQ = Ry, on obtient

(2 +1)2

soit

Cette dégénérescence, qui est observée expérimentalement, s’explique donc par la symétrie
SO(4) de 'atome d’hydrogene, groupe de symétrie plus grand que la symétrie évidente
par le groupe SO(3). C’est ce qu’'on appelle la “symétrie cachée de I'atome d’hydrogene”.
L’opérateur (Rl, Ry, R3) correspond au vecteur de Lenz-Pauli Een mécanique classique.
Le fait qu’il s’agisse d’ une représentation avec ji; = jp est une conséquence du fait que le
vecteur de Lenz-Pauli E est orthogonal au moment cinétique orbital L.

Voir [Blaizot-Tolédano, chapitre 5]. Dans d’autres ouvrages, la constante appelée

R R
constante de Rydberg est Ry = M — P Les valeurs de ces constantes sont

2rh
Ry = 13,61 eV et Ry = 3,29.1015 71
Remarque Dans la base (|1,—1), |1,0), |1,1)) de V!, on a

L [0 V2 0 . 0 w2 0
Dl(Jl):§ V2 \of V2 ,1)1((12):5 —iV2 of iv2
0 2 0 0 —iv2 0

4 Opérateurs de projection
Premiere partie

Soit G = B3 le groupe symétrique sur trois éléments. On désigne par ¢ la permu-

2 3 " 1 2 3
9 3 1) et par t la transposition <1 3 9

représentation de G5 dans C? telle que

m:(g fz), Po(t):<(1) 3).

Soit E' = F(G) = C|G] l'espace vectoriel des fonctions sur G a valeurs dans C, de base
(€g)gec- Soit (E, R) la représentation réguliere de G.

tation circulaire ( ) On désigne par pg la

1. Ecrire la décomposition de R en somme directe de représentations irréductibles.

On se propose de déterminer un sous-espace vectoriel de F, invariant par R et tel que
la restriction de R a ce sous-espace soit équivalente a pg.



Opérateurs de projection 121

On désigne par p,g les coeflicients matriciels de pp (1 < o < 2,1 < < 2). On pose

Z psalg” )R(g) € End (£) .

gEG

2. a) Déterminer les matrices po(e), po(c?), po(tc), po(tc?).
b) Expliciter Py, Py, Py et Pjo comme combinaisons linéaires de R(g), g € G.

c¢) Calculer Py (e,), pour tout h € G. Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel
P (FE) de E? Est-il invariant par R?

d) Mémes questions qu’en c) en remplacant Pj; par Pas.

3. Choisir une base (uqy,u}) de Py (E).
a) Calculer Py;(u;) et montrer que Pyi(ui) € Pao(E).

b) Soit Ej; le sous-espace vectoriel de E engendré par uy et Py (ug). Montrer que Ej;
est invariant par R et que la restriction de R a Ey; est équivalente a py.

c¢) Que peut-on dire de R g, Ou Ej , est le sous-espace vectoriel E engendré par uj et
Poy(u})? ’

4. Montrer que Py; + Psy est le projecteur Py de E sur la composante isotypique de
type po de E, et que Py(E) = Eo1 @ Ep;.

Deuzxieme partie

Soit G un groupe fini, et soient (E®,p®) i = 1,--- N, ses représentations
irréductibles inéquivalentes. On pose dim E® = d; et 1'on désigne par p((;% pour 1 <
dl, 1 < B < d;, les coefficients matriciels de la représentation p( dans une base (e,)

de E . On rappelle que, pour tous entiers «, 3, A, i entre 1 et d;,

{O sii# 7,

el .. .
%501/\5@1 sit=j.

(1) > polaHe)g) =

geG

Soit (E, p) une représentation de G. On pose £ = @~ , VW ou VO = m; E®. On fixe
lindice 7,1 <7 < N, et pour 1 < a <d;,1 < <d;, on considere

PY = |G| S oS ) € End (E).

geG

5. Comparer Z Pl avec le projecteur P de E sur la composante isotypique V@ de
E.

6. Soient 1 <7< N, 1< j < N. Montrer que P(ig(v(j)) = {0} et que

P (ey) = Gsyea, pour 1<y < d;
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7. a) Soient a, 3, A, u des entiers entre 1 et d;. Montrer que P(ig o P/&) =0sii#j,et
que . A .
P9 o P{) = 5, P .
b) En déduire que Po(fﬂ) s’annule sur P%)(E) si vy # [, et que Po(ég définit un isomor-

phisme de ng (E) sur PO(E) .
@) — S5 0 ()P
8. Montrer que p(g) o P,5 = 21 P (9)Pys.-
’y:

9. Soit = € Pﬁ)(E) On pose, pour = 1,---.d;, 25 = P[gil) (x). Soit EY (x) le sous-
espace vectoriel de E engendré par (z1,- -, x4). Montrer que la restriction de p a EY)(ZL‘)
est équivalente a p®.

10. Comment peut-on obtenir m; sous-espaces vectoriels de £ dont la somme directe
soit V) et tels que la restriction de p & chacun deux soit équivalente & p® ?

11. Pour appliquer un procédé analogue a la décomposition d’une représentation d’un

groupe compact, comment pourrait-on définir des opérateurs de projection Po(ég ?

“La technique des opérateurs de projection est extrémement utile, élégante et efficace
dans la solution de divers problemes pratiques en théorie des représentations et en physique
quantique.”

[Barut-Racka, p.177]

Corrigé

Premieére partie

1. Les représentations irréductibles de G = &3 sont la représentation triviale et la

représentation signature, toutes deux de dimension 1, et la représentation py de dimension
2. D’ou
R=1d® sg® 2p .

2. a) En effectuant les produits de matrices, on obtient

w0 = (g 1) me= (5 p)mer=(4 %)

w(t)= (7 5) ot = (5 )= (5 3)-

On fera usage des relations ¢® = e, t? = e, ct = tc?, c*t = tc et ctc = t.

b) Remarquons que ¢! = ¢?, (¢?)~! = c. Par définition

Pi = 5(R(e) + *R() + ()

Py — %(R(e) +jR(¢) + PR(Y)).
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Comme t, tc et tc? sont égaux & leurs inverses, et comme e, ¢ et ¢? sont diagonales, on
obtient

Pa =5 X puly IR(9) = (RO +iR(te) + *RU)
geG

P = 5 3 pnlg™R(9) = 5(R() + 2R(te) + ()
geG

¢) On sait que R(g)e, = €4, pour g, h € G. Donc

1 ) .
Piy(en) = g(Gh + j2€en + jen)-
D’ou .
Pyy(e) = §(€e + 5. + jez),
1 9 ‘ 1 . 9
Pii(e) = g(Gt + o€ + je2) = g(Gt + Jete + I €2).

Posons
P11(€e) = Uy, P11(€t) = U/1 )

qui sont linéairement indépendants. On a
Py(ec) = jur , Prilez) = j?ui,

Pll(etc) :.]2u/1 ) Pll(etc2) :.]ull :
Donc Py (FE) est de dimension 2.

On a R(t)u; = %(et + j2€4c + J€r2) qui nappartient pas & Pi(F). Donc Py (E) n'est
pas invariant par R.

d) D’apres b) et la relation R(g)e, = €4, on obtient
1 , 2
Pao(en) = §(€h + Jeen + J€c2n)-
D’ou ]
Pa(e.) = §(€e + jeo + jle),

1 ) . 1 ) .
Pyy(er) = g(Gt + J€ct +32€c2t) = g(Gt + j€se + Jete2).

Posons
P22(€t) = 1, P22(€e) = ’Ui )

qui sont linéairement indépendants. On a
P22(€c) = j2U1 s P22(602) - jvia

Prere) = jur , Paalere2) = jivr.
Donc Py (FE) est de dimension 2.
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On a R(t)v; = é(ee + j2€. + je.2) qui n’appartient pas & Pyy(FE). Donc Py(E) n'est
pas invariant par R.

3. a) Calculons Py (u1) = 5(R(t)us + j2R(tc)uy + jR(tc*)uy). On a

1 , .
R(t)u1 = g(ﬁt + ]26150 + j6t62) = U1,

1 ) ) )
R(tC)Ul = §(€tc + ]2€tc2 + ]Et) = JV1,
1
R(tCQ)Ul = g(EtCQ —|—j2€t +j€tc> = j2’01,
Dot Py(u;) = v, qui appartient a Py (E). De plus u; et v; sont linéairement

indépendants.

b) On a R(c)u; = é(eC + j%€2 + jeo) = juy et R(t)uy = vy, donc uy et Poy(uy)
engendrent un sous-espace vectoriel Ey; de F, de dimension 2 et invariant par R. On a
R(c)vr = $(ee2 + jere +j%€) = j2ur et R(t)vr = 3(ec+ jee2 + j%€¢c) = ur. Donc les matrices
de R|g,, dans la base (uj,v;) sont

(i 0 (01
o3 r=0)-

Donc Rjg,, est équivalente a p.
¢) De méme R, E}, est équivalente a py.

4. Par définition,

P+ Py =35> eq(pn(g™) + p2(971)R(9)

=1 ,ca Xn(9)R(9)

oll X,, est le caractere de la représentation py. On sait que cet endomorphisme de E est le
projecteur sur la composante isotypique de type py, qui a ici multiplicité 2. Comme Ej
et £y, sont de type py et d’intersection {0}, on a

Po(E) = EO,l @ E(l),l .

Deuxieme partie

5. On sait que 2%, p@ (¢71) = X, (97") = X, (g). Donc, d’apres les définitions,
d;
5 p - Pl

a=1

6. Soit (gp,\))\zl,,_”dj, une base de EY. On a p(9)(pu) = Zi’;l pgﬁ(g)gp,\, d’ol

P9y

2(2/) mug)>w=0,

geG
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sii# j, d’apres (1). Comme V) = ij(j), I'opérateur P(g s’annule sur V)

D’autre part, en utilisant (1) pour i = j,

d; d;
P (Z pﬁa g ) p/\7 g ) ey = Z(SM(SMB,\ = 0pCq -

gelG A=1

a) Calculons

o pl) - ﬁgf; = pg;<gl>p<g>) o1 ot

geG heG

I3 (g DR (R p(gh).

|G|2 geG heG

Posant gh = k, d’ott g~ = hk™!, on obtient

i did, -
Fas ° Pyl = 157 2 (ZG pha(hk )P (h 1)) p(k).
S S

On utilise, pggl(hk‘*l) = Zi;l pgﬂ)/(h)p%(kfl), puis la relation (1) et 'on obtient,

) d;
Fijo Py = fg‘ﬁzz(zpw)pﬁf«h >) P (k) plh)

di (i)

Gl ice

oz/u

= 0y |G\ Z Z 67M65)\p7a ) (k) = 0508

keG vy=1

ce qui démontre les résultats cherchés.

b) En particulier P%) o P[%) =0, sii#j,et Po(lg o Pw(i/) =0, siy # . De plus,

POoP) =0, sia 8, PWoPd=pi,

ax

ce qui montre que les P{%) sont des projecteurs orthogonaux. Cela entraine que les sous-
espaces vectoriels PO (E) et Pég(E) sont d’intersection nulle si a # 3.

Montrons maintenant, a ’aide du résultat de la question a), que P ﬂ) est un isomor-

phisme de ng (E) sur PY)(E). Tout d’abord,
PYoPy) =P =P)oPY

dopc Po(ég(Pﬁ(zﬁ)(E)) C PUY(E). D'autre part, montrons que la restriction de P(ﬂ) a
Pég(E) est bijective. Elle‘ est injective car si u € E satisfait P(B)Pég( ) = 0, on a
0= Pﬁ(aP;ﬂ)Pﬁ(ﬂ)( ) = Pﬂ(gPﬁ(zﬂ)(u) = P/éﬁ)( ). Elle est aussi surjective sur P (E), car
pour tout u € E, et pour tout 3 =1,...,d;,

P{)(u) = P{Pi)(u) = P PSIPLN(u) |

ax e}



126 Chapitre 8. Problémes corrigés

donc P (u) appartient & l'image par rY s de Pﬁﬁ(E)

8. Calculons p(g) o P( |G‘ Zhecp (h Yp(g)p(h). Posons gh = k, don h = g~k
et h~! =k71g. On obtlent

pl9) o Pag = & Shea pba(k " g)p(k)
= % Skea 521 o (K7 P (9)p()
=S P9Iy

9. On considere la famille (x5 = Pﬁ(l)( ))g=1.. 4, OU T € Pl(l)(E). Montrons que
(x1,...,23,...,2q,) sont linéairement independants Remarquons d’abord que x; = x,

car (Pl(?)2 = 1(? Supposons qu’il existe des nombres complexes Aq,...,Ag tels que
Zcéi:l AgPﬁ(Zl) (x) = 0. Alors, pour tout a =1,... ,d;,

d; .
S AP P Z A30as P (2) = Aoz .
B=1

Comme z # 0, on voit que A\, = 0, pour tout a. L’espace vectoriel Ef)(x) engendré
par (xi,...,x4) est donc de dimension d;. On peut aussi remarquer que Pézl) est un
isomorphisme de Pl(i)(E) sur Pﬁ(zﬁ)(E) et que les (ngg(E))ﬂzl,...,di forment une somme

directe, car les Pég sont des projecteurs orthogonaux.

On a, d’apres la relation démontrée a la question 8),

p(g)zs = plg)(PY)(x)) —z, P9 P ()
= 27 1/022%(9)

2) est équivalente a p®.

10. Pour obtenir m; sous-espaces vectoriels de £ dont la somme directe soit V® et

portant chacun la représentation p(, il suffit d’appliquer le procédé de la question 9)
successivement aux vecteurs d'une base de Pl(i)(E), comme on l’a fait dans la premiere
partie. En effet, on a vu que pour z fixé dans Pl(i)(E), le sous-espace vectoriel EY)(ZL‘)

ce qui montre que PiEo
1

correspondant est invariant par G. Si z et y sont linéairement indépendants, Efz)(:p) N
EY) (y) est réduit & {0} d’apres lirréductibilité de la représentation p.

On a déja remarqué que les (P9 (E))o—1.... 4, forment une somme directe. On a V' =
PO(E) = (Za PO ) (E), et d’apres ce qui précede,

d; A
Vi~ @ e
a=1

Comme les PY(E),a = 1,...,d;, sont isomorphes, on a dim P{)(F) = m;. Donc en

1
ey

choisissant m; vecteurs de base (z', ™) dans Pl(i)(E) et en leur appliquant le procédé

de la question 9) on obtiendra bien m; sous-espaces-vectoriels Ey)(:pA), A=1,...,m,
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tels que e est équivalente & p pour tout A4, et VW = @, Eli)(:pA). C’est la
1

(z4)
décomposition cherchée.

Evidemment, la premiere partie du probleme a consisté en I’étude directe d’'un cas
particulier de ce procédé, olt p = py, on a choisi la base (uy, ) de Pl(i)(E) = P (E) et
on a posé B\ (u') = B, B (u)) = ).

11. Pour un groupe compact, on utilise 'intégrale de Haar [, f(g)dg pour définir

PY =d, /G p (g™ Y plg)dg |

et 'on procede comme dans le cas d’un groupe fini.

Remarque Cette méthode est utile pour la détermination des coeffcients de Clebsch-
Gordan, et elle a de nombreuses applications en mécanique quantique (voir par exemple
dans [Barut-Raczka], p. 183, I’étude de la distribution des états de spin isotopique pour
un ensemble de particules libres).

5 Symétries du Cg

On se propose d’étudier certaines propriétés du groupe de l'icosaedre qui est le
groupe des symétries de rotation des molécules ballons de football (Cgg ou fullerenes).

Premiere partie : table des caracteres de Gy

On supposera connue la liste des classes de conjugaison du groupe symétrique &5 sur
5 objets et le nombre d’éléments de chaque classe, donnés ci-apres. On note

e la classe de l'identité, a 1 élément,

a la classe de la permutation (12) : (1,2,3,4,5) — (2,1,3,4,5), a 10 éléments,
a la classe de (123) : (1,2,3,4,5) — (2,3,1,4,5), a 20 éléments,

b la classe de (1234) : (1,2,3,4,5) — (2,3,4,1,5), a 30 éléments,

v la classe de (12345) : (1,2,3,4,5) — (2,3,4,5,1), a 24 éléments,

B la classe de (12)(34) : (1,2,3,4,5) — (2,1,4,3,5), a 15 éléments,

c la classe de (12)(345) : (1,2,3,4,5) — (2,1,4,5,3), & 20 éléments.

1. La représentation de permutation S5 se décompose en la somme directe de la
représentation triviale p; et d’une représentation p, de dimension 4. Déterminer leurs
caracteres. Déterminer le caractere de la représentation signature, p}, puis le caractere de
la représentation p) obtenue par produit tensoriel de py avec p}. Vérifier que p4 et p) sont
irréductibles.

2. Montrer que pour toute représentation de dimension finie (V, p) d’un groupe fini G,
de caractere y,, le caractere de la représentation A?p vérifie

Xnzo(9) = (1/2)((xp(9))* = x,(9°)) -
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et que xs2, = (Xp)? — Xazp-

3. Calculer les caracteres des représentations A?(pg) et S?(py) (on pourra utiliser les
relations, a? = «a,b? = b,7* = v,c® = a). Montrer que A?(p4) est irréductible. Montrer
que S%*(ps4) est somme directe de trois représentations irréductibles, puis montrer que
S%(ps) = p1 ® ps ® ps, ol ps est une représentation irréductible de dimension 5.

4. Etablir la table des caracteres des représentations irréductibles de Gs.
Deuxieme partie : table des caractéres de s

On donne la liste des classes de conjugaison du groupe alterné 25 avec le nombre
d’éléments de chaque classe :

e la classe de l'identité, a 1 élement,

a la classe de (123), a 20 élements,

B la classe de (12)(34), a 15 élements,

v la classe de (12345), a 12 éléments,

72 la classe de (23451) : (1,2,3,4,5) — (3,4,5,1,2), & 12 éléments.

5. Montrer que les représentations pq, ps et ps restent irréductibles en restriciton a 2s.
On les notera encore py, p4, ps.

Montrer que la restriction & 25 de A%(p4) est la somme directe de deux représentations
irréductibles inéquivalentes, ps et ph, et que chacune d’elles est de dimension 3.

1 5
6. Soit 7 = V5

représentations ps et py de A5 sur les classes (e, a, 3,7,7%) sont (3,0,—1,7,1 — 7) et
(3,0,—-1,1—7,7).

le nombre d’or. Montrer que les valeurs des caracteres des

7. Etablir la table des caractéres des représentations irréductibles de 2Us.
Troisieme partie : quelques représentations du groupe de l’icosaédre

On sait que le groupe s s’identifie au sous-groupe Z du groupe des rotations de R? qui

laissent invariant un icosaedre régulier. Dans cette identification, les éléments des classes
27 27 Am

de conjugaison (e, , 3,7,v?%) de s deviennent des rotations d’angles (0, RS ?),

1+V5
-

0
respectivement. On rappelle que 2 cos v = T.

8. On désigne par p le morphisme de revétement de SU(2) sur SO(3). Quelle est I'image

par p de I’élément g, = (eo ega> ?
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Pour j € N, on désigne par D’ la représentation irréductible de dimension 2j + 1 de
SO(3) obtenue a partir de la repréentation D’ de SU(2) par passage au quotient. Montrer
que la valeur du caractere xp; de D’ sur une rotation d’angle ¢ € [0, 27| est

j .
XQj(e) — Z ezm@ )

m=—j

Pour tout j € N, on considere la restriction au sous-groupe Z de la représentation D?.
On la notera R’ et 'on désignera par x’ son caractére.

9. Calculer y?/ pour j € N. Montrer que pour tout élément g # e de Z et pour tout

entier £ € N,

30045 (

X (g) =x(9) -

10. Montrer que les représentations R’, R' et R? sont irréductibles. Décomposer
en somme directe de représentations irréductibles la représentation R3, puis les
représentations R3%“*3, pour tout entier £ > 1.

11. Etudier la décomposition en somme directe de représentations irréductibles de la
représentation R? ® R* du groupe Z.

E‘pilogue

On peut étudier de maniere analogue les représentations du revétement d’ordre deux
du groupe de l'icosaedre, image réciproque du groupe Z par le morphisme p. C’est un
sous-groupe G de SU(2) qui a 120 éléments. 11 a 9 classes de conjugaison, de représentants

Ja, avec

m o 4r w Tm 6w 27
O[ZO,W,—,—, y 2 ) ) .
23 35 5755

Ces classes ont 1,1,30,20,20,12,12,12,12 éléments respectivement. Pouvez-vous

établir la table des caracteres des représentations irréductibles de G 7 Montrer que, en
. 5

restriction a G, la représentation D’ de SU(2) est irréductible pour 0 < j < — 7 étudier

la décomposition en somme directe de représentations irréductibles des restrictions a G

. 1
des représentations D7, j € §N ?

Corrigé
Premieére partie
1. Soit p; la représentation triviale. On sait que x,,(g) = 1, pour tout g. Dans la

représentation de permutation, y(g) est le nombre d’éléments laissés invariants par g.
Comme x,, + Xp, = X, on en déduit le tableau de caracteres suivant :
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1
On calcule (xp,[Xp.) = (XolX0,) = ﬁ(16+40+20+24+20) = 1, donc py et p)) sont

irréductibles.

2. La représentation p est unitarisable, donc pour tout g € G, p(g) est diagonisable.
Soit (e;) une base de V telle que p(g)e; = \i(g)es, ot A\;(g) € C. Alors

(p(g) @ p(g))(ei®e; —ej @ e) = Ni(g)Aj(g)(ei @ ej —e; @ei)

d’ou

wlo) = S0 = 5((CA0)? - Euw))

i<j i i
1

= 5 (069 = x(09) -

Comme p® p = /\2,0 S¥ Szp, on a xs2, = (Xp)2 — XA2p-
3. Le calcul donne

Xn2(pq) = (6,0,0,0,1,-2,0) et xs2(,,) = (10,4,1,0,0,2,1) .

1
(36 + 24 + 60) = 1, donc A%*(py) est irréductible. D’autre

On a (X/\Q(P4)|X/\2(P4)) - EO

part,
1

On ne peut écrire 3 = Y- m?, ot les m; sont des entiers, que si trois d’entre eux sont
égaux a 1, et les autres nuls. On a

(XSQ(P4)‘X;)1) =1, (XSQ(p4)|Xp4) =1,

donc S?(ps) = p1® pa® ps, oudim ps =5, et x,, = (5,1, —1,—1,0,1,1), donc (xps|xps) =
1, et ps5 est donc irréductible.

4. Notons pg = A?(py) la représentation irréductible de dimension 6 de &5. On obtient
la table de caracteres de Gs.
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paldl 21 0]-1]0]-1
gilal 2|1 lo|-1]0]1
ps |5 1| -1-1]0|1]1
pils|-1|-1[1]0|1]-1
ps|6]0]0[0]1]2]0

On vérifie 'orthogonalité des colonnes et celle des lignes munies du poids égal au
nombre d’éléments de chaque classe.

Deuzxieme partie

5. A partir de la table précédente, on obtient les caracteres suivants de 2s.

pl1]1]1
pa 4l 1]0]-1]-1
ps|5]-1]1]0]0
ps |60 2]1]1

On voit que

(Xp1|Xp1> =1, (Xp4‘XP4) =1, (Xp5‘XP5) =1, (XP6|XP6> =2.

Donc py, pa, ps sont irréductibles et A?(py) = pg = p3 @ pj avec (dim p3)* + (dim pf)? +
1+ 16 4+ 25 = 60, donc
dim p3 = dim p; =3 .

6. Soient (3, A,B,C, D) et (3,A’,B’,C", D’) les deux dernieres lignes de la table des
caracteres. En utilisant 'orthogonalité des colonnes et des lignes, on obtient A = A’ =
0,B=B"=-1,C+D=1,C"+D"=1,C?—-D"”? =0. Comme D' = —C est impossible,
ona D =CetC' =D, dou C?—C —1=0.On peut choisir C = 7 et alors C" =
7—1,D=1—7,D" = 7. Sil'on avait choisi C' = 1 — 7, on aurait seulement inversé les
deux dernieres lignes de la table des caracteres.

7. D’ou la table de caracteres de As.
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p 1] 1] 1] 1

pa 4] 10 -1 -1
ps | 5] -1]1 0 0
p3 |3 0 |-1 T 1—7
P30 |-1|1—-7| 71

Troisieme partie

8. Dans la projection p : SU(2) — SO(3), I'élément g, = exp(2a&s) se projette sur la
rotation, d’angle 2a,

cos2c¢ —sin2«a 0

Roo =exp2an; = | sin2a  cos2a 0

0 0 1

On sait que xpi(ga) = f'n:,j e?ma q’olt
J -
Xpi(Ro) = XDJ’(gg) = > .

m=—j

_sin(j + 3)0

9. On calcule x/(6) = Zin:_j eim? 7, pour 0 # 0.

sin 5
, 2 2r 4
On trouve x?(0) =25 + 1 et pour 0 = %,W, ?ﬂ-a %a

on 1  sij=0(mod 3)

X’ (—) =¢ 0 sij=1(mod3)
3 7

—1 sij=2(mod 3)

SRR R W
1 sij=0( )

) 2005%:7 si 7 = 1(mod 5)
Xj(—ﬁ>: 0 si 7 =2 (mod 5)
—2cos— = —1 sij=3( )

( )

d
-1 si g =
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1 si 7 = 0(mod 5)

dn 1—7 sij=1(mod?5)
X’ <—) =40 si 7 =2 (mod 5)
7—1 sij=3(mod5H)
—1  sij=4(mod 5)

Il est donc clair que, pour tout entier £ € N et toute rotation g € Z, différente de

I'identité,

X%g) = ¥/ (g) -
On peut établir la table des caracteres x?, pour 0 < j < 29. Ecrivons les premieres
lignes
1120 |15 12 12
0 27 2 | Arm
J 51" |5 | 5
ROJIO| 1|1 |11 1 X!
RUV1|I 3|10 |-1| 7 |1—7]x
RP|2|5|-1|1]0 0 e
R3[| 7|1 |-1|—7|7—-1|x
RI41910 [ 1]-1 -1y
RIS 11| -1 |-1]1 1 x°
ROI6[13| 1 | 1| 7 |1—7|x®

10. On voit immédiatement que R = p; (la représentation triviale), R!

= pP3, R2 = pPs

et sont donc irréductibles. Désignons par x1, X3, X3, X4, X5 les caracteres de py, ps, ps, pa, 5.

On a

() =0, (CIxs) =0, 0Clxs) =1, (CIxa) =1L (Xxs) =

Donc R? = pf @ py.
Posons, pour m = 1,3,3,4,5.

610((2] +1)m+ A?) ,

oum =m pour m=1,3,4,5 et m = 3 pour m = 3. Alors
1
—((27 + 1+ 600)m + A7)

300+ _
= m+ (X’ xm) -

(X’ [xm) =

Donc si (X7 |xm) = (o, o, o, o), o), alors

(3 xm) = (a] + ¢, a} + 3¢, ag, +30,a} + 40, al + 5¢0) .
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En particulier
OO | xm) = (£,36,30 4 1,40+ 1,50) ,

d’ou
R3O — 0p @ 30ps @ (304 1)py ® (40 + 1) py @ 5lps .

On vérifie que 2(30¢ +3) +1=0+90+ 90+ 3+ 160 + 4 + 25( .
11. Pour décomposer R? ® R?, on peut utiliser
D2®D3 :Dl@DQ@D3@D4@D5

qui entraine la méme relation entre les D’ et donc entre les RY.
Les décompositions de R* et de R® sont

R'=ps®ps , R =ps®psps.

D’ou
R*® R’ = 2p3 @ 2p ® 2p4 © 3ps -

On vérifie que 5 x 7 =646 + 8 + 15.
On peut aussi écrire

R* @ R* = ps ® (p5 ® pa) = (p5 @ pls) ® (p5 ® pa) -
Le caractere de p; ® pfy est (15,0,—1,0,0), donc
Ps @ Py = p3 D p3 D pa® ps -
Le caractere de ps ® py est (20,—1,0,0,0), donc
P5 @ ps = p3 D ps ® ps D 2ps5 .

On retrouve bien
R*® R’ = 2p3 @ 2p ® 2p4 & 3ps -

Epilogue : Représentations de G = p~*(Z) C SU2) .

Chaque classe de conjugaison a un représentant g,,0 < o < 2.

ordre 1121 4] 6 3 [ 10| 10 5 5

cardinal | 1 [ 113020 | 20 | 12| 12 | 12 | 12

Tm | 6r | 27

T
31515155

vl 3
el 3
|

Qo O
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La classe de e,0 = 0, d’ordre 1, donne a = 0 (ordre 1) et o = 7 (ordre 2).
La classe a 15 éléments, # = 7, d’ordre 2, donne une classe a 30 éléments d’ordre 4,
7r
a=—.

2

2
La classe a 20 éléments, 6 = ?ﬁ, d’ordre 3, donne une classe a 20 éléments d’ordre 3,

T T
o= 3 et une classe a 20 éléments d’ordre 6, o = —.

3
. . 27 41 .
Chaque classe a 12 éléments, 6 = ?(resp.,H = ?), d’ordre 5, donne une classe a
2
12 éléments d’ordre 5, a = g(resp.,a = %) et une classe a 12 éléments d’ordre 10,
s ( 77T)
a = —(resp.,a = —).
P =y
1 15 20 12 12
1) 2 3 ®) (5)

SN | /N /N N

@ @@ @& @ 6B © W O @
1 1 3 20 20 12 12 12 12

On peut écrire aussitot les caracteres des représentations py, ps, ph, P4, 5.

1
Il y a aussi, pour j = 7P obtenue par restriction de D2 et pl,. Les représentations

P1, P3, Pa, ps sont les restrictions de DO, D, D32 D2,

D’ou la table des caracteres.

ordre 1121 4 6 3 10 10 5 5
cardinal | 1] 1 1301]20| 20 | 12 12 12 12
0 T | ™ | 4w IS T o 21
1913131 7 5 5 5
Do 1 111 |1]1 1 1 1 1
DL/2 2 212101 1] -1 T 1—7| =7 |7—-1
Dl 3 313 1(-110 0 T 1—71 T 1—7
D3/2 4 41410 1]-11] 1 1 1 1 1
D? 5 50501 1(-11]-1 0 0 0 0
D5/2 6 6|-6/ 01010 -1 1 1 1
4 41410111 -1 1 1 1
3 3/131-11]0 0 |1—71 T T—1 T
2/ 212101 )|-1|1—7 T T —1 —T
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Les 6 premieres lignes sont des caracteres irréductibles, comme le montre le calcul des
carrés scalaires. On a pour k > 2,

. o ) 1
20k=(k-1&k+1) (DD =D"TaD ),
222 =4,

203 =6'=2"®3,

204 =2"®6.

On peut montrer que

3¢ 1 =292

4@22 =293
5@3292 =2 g1
6 @ 42%3 = 25 © 32

et de méme 4',3’, 2’ s’expriment comme combinaisons linéaires de puissances tensorielles
de 2.

Les multiplicités ay, des représentations » = 1,2,...,2' dans la restriction & G des
représentations D¥/2, k € N, sont les coefficients du développement en série d’une fraction
rationnelle, dont le numérateur seul dépend de r.

Référence : F. R. K. Chung, B. Kostant, S. Sternberg, Groups and the Buckyball, in Lie
Theory and Geometry, J. L. Brylinski et al., eds., Birkhauser 1994.
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base standard, 81
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irréductible, 24
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d’une algebre de Lie, 50
classe

a droite, 9

a gauche, 9

de conjugaison, 13, 29
coefficient

d’une représentation, 40

matriciel, 21, 40
composante connexe, 60
composante isotypique, 19, 25
conjugaison, 10
constantes de structure, 51
critere d’irréductibilité, 26
crochet de Lie, 49

différentielle d’une représentation, 63
dimension d’une représentation, 17, 40

eightfold way, 104
espace de Hilbert séparable, 39

fibré vectoriel, 31
fonction
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centrale, 22, 28
modulaire, 39
forme réelle, 51

formule de Clebsch-Gordan, 88

fullerenes, 127

générateur infinitésimal, 56

groupe
abélien, 9
alterné, 10
cristallographique, 11
cyclique, 9, 10
de Lie, 12, 56

complexe, 12
linéaire, 12, 56

diédral, 11
linéaire, 11
orthogonal, 11
spécial linéaire, 11
spécial orthogonal, 11, 72
spécial unitaire, 12, 74
symétrique, 10
symplectique, 57
topologique, 12
unimodulaire, 39
unitaire, 12

hadron, 107

identité de Jacobi, 49

idéal, 50

indice, 10

isomorphisme
d’algebres de Lie, 51
de groupes, 10

lemme de Schur, 21, 42

matrices de Pauli, 69
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octet, 104

opérateur
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d’entrelacement, 19, 41, 85
de Casimir, 82
de projection, 30
hermitien, 82
unitaire, 40

orbite, 13

ordre
d’un groupe fini, 9
d’un élément, 9

poids, 95
maximal, 97-99
produit
direct, 10
scalaire, 21, 43
semi-direct, 14
tensoriel, 22
hilbertien, 42

quark, 107
quaternions, 71, 75

racine, 93, 94
relations
d’orthogonalité, 44
de commutation, 51
représentation
D7, 81
adjointe, 64
completement réductible, 19, 41
continue, 40
contragrédiente, 33, 96
d’algebre de Lie, 51
de groupe, 17

fondamentale, 95
induite, 31
irréductible, 18, 41
matricielle, 17
orthogonale, 40
réguliere, 26
semi-simple, 41
standard, 95
triviale, 17
unitaire, 18, 40
unitarisable, 18, 43
représentations équivalentes, 20, 41
revetement, 76
rotation, 72

section, 31
somme directe, 19
hilbertienne, 41
sous-algebre de Lie, 50
sous-espace vectoriel invariant, 18
sous-groupe
a un parametre, 55
distingué, 10
invariant, 10
normal, 10
sous-représentation, 18, 41
symétrie, 11, 93, 104, 107

table de caracteres, 25
théoreme

de Lagrange, 9

de Maschke, 19
translation, 13

vecteur poids, 97
maximal, 97-99
voie octuple, 104
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