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— Il conviendrait donc, Glaucon, de prescrire cette étude par une loi,
et de persuader a ceux qui doivent remplir les plus hautes fonctions
publiques de se livrer a la science du calcul, non pas superficiellement,
mais jusqu'a ce qu'ils arrivent, par la pure intelligence, a connaitre la
nature des nombres; et de cultiver cette science non pas pour la faire
servir aux marchands, mais pour Uappliquer a la guerre, et pour faci-
liter la conversion de I'ame du monde de la génération vers la vérité et
lessence.

— Tres bien dit. Platon, La république, Livre VII

Jai fait en analyse plusieurs choses nouvelles.
Evariste Galois, Lettre a A. Chevalier (29 mai 1832)
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Présentation

Voici un petit cours d’algébre dans lequel 'accent est mis sur la structure de corps,
d’ou son titre.

Il y est question d’équations, polynomiales ou différentielles, et de la structure al-
gébrique de leurs solutions. On sait par exemple résoudre explicitement les équations
polynomiales de degré 2, 3 ou 4 (Cardan, Ferrari, etc.) a’aide de formules algébriques
et d’extractions de racines n-iémes, mais le cas du degré 5 a résisté longtemps, jusqu’a
ce qu'Abel montre en 1826 qu'une équation de degré 5 générale ne peut étre résolue
de la sorte.

Peu apres, Galois a défini le groupe d'une équation polynomiale comme le groupe
des permutations de ses racines (disons complexes) qui préservent toutes les identités
algébriques a coefficients rationnels que ces racines vérifient. Par exemple, on sait bien
que les fonctions symétriques élémentaires des racines sont (au signe pres) les coeffi-
cients du polynéme. En général, il n'y en a pas d’autre, mais parfois si et le groupe de
I’équation en est d’autant plus petit.

Et Galois a compris comment ce groupe de symétrie conditionne la résolubilité de
I’équation. Il a défini a I'occasion la notion de groupe résoluble et établi que si le groupe
de I’équation est résoluble, on peut exprimer ses racines par radicaux, et sinon non.

Expliquer tout ceci nous ménera sur d’'intéressants chemins. Vous apprendrez par
exemple pourquoi d’antiques problémes de constructions a la regle et au compas n’ont
effectivement pas de solution, mais inversement vous saurez pourquoi (et découvrirez
peut-étre comment) I'on peut construire certains polygones réguliers.

Il y a une théorie analogue pour les équations différentielles linéaires homogenes
et nous introduirons un groupe analogue. Ce sera alors un groupe de matrices. Vous
apprendrez aussi pourquoi certains calculs explicites de primitives, tels celui de
S exp(x?), sont sans espoir.

Au menu figurent également quelques théoréemes d’analyse : la transcendance du
nombre 7, le fait que le corps des nombres complexes est algébriquement clos, ainsi
que le théoreme de Puiseux qui montre comment paramétrer les racines d'une équa-
tion polynomiale dont les coefficients peuvent varier.



viii PRESENTATION

Dans chaque chapitre, je propose quelques exercices. Vous en ferez vraisemblable-
ment certains en petites classes. Je vous encourage a passer un peu de temps a les cher-
cher. C’est en effet un excellent moyen d’assimiler les nouvelles notions introduites
dans ce cours. Ne vous inquiétez pas, certains sont méme faciles !

Quelques illustrations, tirées du Web, ont pour vocation d’égayer ce livre. J'ai
trouvé les reproductions de timbres a l'adresse http:/jeff560.tripod.com/ —
ceux que cela intéresse seront ravis de feuilleter le livre [13] — tandis que les
photos proviennent de l'archive MacTutor History of Mathematics a 1'adresse
http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history/. ]’encourage ceux d’entre vous qui
sont intéressés par 'histoire des mathématiques a la fréquenter. La lecture du petit

livre [4] d’A. Dahan et J. Peiffer est aussi vivement recommandée.

Et maintenant, commencons. ..
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Extensions de corps

Nous partons du probleme géométrique des constructions a la regle et
au compas. Nous introduisons ensuite les notions de corps et d'extensions
de corps, et enfin celle d'extension algébrique. Cela fournit rapidement des
résultats dimpossibilité pour quelques problémes classiques. Nous verrons
plus tard que la théorie de Galois fournit un critere définitif permettant de
décider si une construction est ou n'est pas réalisable a la regle et au compas.

1.1. Constructions a la regle et au compas

Pour les Grecs de l'antiquité, nombres et mesures de longueurs étaient deux
concepts intimement liés. C’est ainsi qu’ils se sont posés le probleme de constructions
géométriques de nombres remarquables. Les outils qu’ils se donnaient étaient en
général une regle et un compas, mais, notamment quand ils n'y arrivaient pas, il leur
arriva d’admettre des mécanismes qui tracent des courbes plus générales (cf. [4] ainsi
que les notes de [9]).

Formalisons le probleme du point de vue mathématique.

DEFINITION 1.1.1. — Soit un ensemble X de points du plan R?. On dit qu'un point
P est constructible a la regle et au compas a partir de X s'il existe un entier n et une
suite de points (Py,...,Py) tels que P, = P et tels que pour tout i € {1;...; n}, notant
X =ZU{Py;...; Pi_1}, l'une des propositions suivantes soit vérifiée :

— il existe 4 points A, B, A' et B' € X; tels que P; soit l'intersection des deux droites
non paralléles (AB) et (A'B') ;

— il existe quatre points A, B, C, et D € X; tels que P; soit l'un des (au plus) deux
points d’intersection de la droite (AB) et du cercle de centre C et de rayon [CD] ;

— il existe quatre points O, M, O' et M' € ¥; tels que P; soit l'un des (au plus) deux
points d’intersection des cercles distincts respectivement de centre O et de rayon [OM],
et de centre O' et de rayon (O'M'].
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DEFINITION 1.1.2. — Considérons une partie £ de R. Un réel x est dit constructible a
la régle et au compas a partir de X si c'est l'abscisse d’'un point du plan qui est construc-
tible a la regle et au compas a partir des points ({,0) pour ¢ € Z. Un nombre complexe
est dit constructible a partir de X si sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

THEOREME 1.1.3. — Soit £ une partie de R contenant 0 et 1. Lensemble Cs des
nombres réels constructibles a partir de X vérifie les propriétés suivantes :

a) si x et y sontdansCs, x+y, x—y, xy sontdans Csx ;
b) si x et y sontdans Cs, y #0, alors x/y estdans Csx ;
c) si x>0 estdans Cs, \/X aussi.

Démonstration. — Elle repose sur des arguments de géométrie élémentaire (du lycée)
et peut se résumer en une série de figures. L'addition et la soustraction sont assez évi-
dentes. La stabilité par multiplication et racine carrée est conséquence des figures 1(a)
et 1(b). La stabilité par division se voir aussi sur la figure 1(a) car si x et xy sont connus,
la figure permet d’en déduire y. O

1
0 X Xy
(@) Construction du produit (b) Construction de la racine
ou du quotient de deux carrée d'un nombre (théo-
nombres (théoreme de reme de Pythagore)
Thales)
Exercice 1.1.4. — Ces figures supposent tout de méme que 'on puisse construire des

points hors de 'axe des abscisses. Le vérifier. Vérifiez aussi que vous savez construire
les droites parallele ou perpendiculaire a une droite donnée passant par un point fixé.

Dans la définition 1.1.1 de point constructible, les cercles sont de centre un point
construit et passent par un autre point construit : on ne reporte pas les longueurs. Ex-
pliquer cependant comment construire le cercle de centre un point donné et de rayon
la distance entre deux autres points.

Remarque 1.1.5. — Montrer que toute construction a la reégle et au compas pourrait ne
se faire qu'au compas seul (théoreme de Mohr-Mascheroni). C’est un résultat de pure
géométrie, voir par exemple [5] pour une solution.
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1.2. Corps

DEFINITION 1.2.1. — Un corps (commutatif) est un ensemble K muni de deux lois in-
ternes + et x et de deux éléments 0 et 1 distincts vérifiant les propriétés suivantes :

a) (K,+,0) est un groupe commutatifV ;

b) (K\{0}, x,1) est un groupe commutatif;

¢) la loi x est distributive par rapport a la loi + : pour tous a, b et ¢ dans K,
ax(b+c)=axb+axc.

On note souvent ab le produit a x b. On note aussi K* 'ensemble K\ {0}.

Exemples 1.2.2. — a) les nombres rationnels Q, les nombres réels R ou les nombres
complexes C forment un corps;

b) I'ensemble des nombres (réels ou complexes) constructibles a partir de {0;1} est
un corps qui contient le corps des nombres rationnels Q.

¢) Si p est un nombre premier, I'ensemble Z/pZ des entiers modulo p estun corps;
il est fini de cardinal p.

d) Si K est un corps, I'ensemble K(X) des fractions rationnelles a coefficients dans
K, muni des lois usuelles, est encore un corps.

e) Si Q est un ouvert connexe de C, 'ensemble des fonctions méromorphes dans Q
est un corps.

Un sous-corps d'un corps F est une partie de F contenant 0, 1, stable par + et x de
sorte que ces lois la munissent d'une structure de corps.

On considere parfois des corps non-commutatifs : cela signifie qu'on ne demande
pas a laloi x d’étre commutative. Bien entendu, la
loi + ne cesse pas de I'étre. e ETETE o0

Exemple 1.2.3. — Lespace vectoriel H = R* dont
la base canonique est notée 1, i, j, k admet une
unique structure de corps non-commutatif pour
laquelle la loi + est I'addition usuelle et la loi x :
vérifie les relations : i = j2 =K =-1, ij = k. C’est &éwby Hamiiton 1843

le corps des quaternions, découvert par Hamilton.

DEFINITION 1.2.4. — Soit K un corps et S une partie de K. Le corps engendré par S
dans K est le plus petit sous-corps de K contenant S.

C’est'’ensemble des éléments de K de la forme
P(S],...,Sn)
Q(Sl’---)sn),

(DVoir le début du chapitre 4 pour des rappels de théorie des groupes.
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ou BQeZ[Xy,...,X,] sont des polynomes a coefficients entiers, si,...,s, des éléments
de S tels que Q(sy,...,s,) #0. Soit F un sous-corps de K et soit xi, ..., x, des éléments
de K ; onnote F(x,...,X;) le sous-corps de K engendré par F etles x;.

Exercice 1.2.5. — Lensemble des nombres complexes de la forme x+iy avec x, y€Q
est le sous-corps de C engendré par i.

Une structure plus faible que celle de corps, mais néanmoins tres importante, est
celle d’anneau.

DEFINITION 1.2.6. — Un anneau (commutatif) est un ensemble A muni de deux lois
+ et x etdedeux éléments 0 et 1 tels que

— (A, +,0) est un groupe commutatif;

— la loi x est commutative et associative;

— pourtoutacA,axl=1xa=a;

— la loi x est distributive par rapport a la loi + : pour tous a, b, ce A, ax (b+c¢) =
axb+axc.

Un sous-anneau d’'un anneau A est une partie de A contenant 0 et 1, que les lois +
et x laissent stables et munissent d’'une structure d'anneau.

Un élément a d'un anneau A est dit inversible sil existe b € A tel que ab = 1. S'il
existe, un tel élément est nécessairement unique et est appelé inverse de a.

Exemples 1.2.7. —  a) Un corps est un anneau. Plus précisément, un corps est un
anneau dont tout élement non nul est inversible.

b) Lensemble Z des entiers, Z/nZ des entiers modulo un entier n sont des an-
neaux. Lanneau Z est un sous-anneau du corps des rationnels.

¢) Si A estun anneau danslequel 0 =1, alors A= {0} (anneau nul, d’intérét limité).

d) Si A estun anneau, '’ensemble A[X] des polyndmes a coefficients dans A est un
anneau. Lanneau A en est un sous-anneau.

e) Si I est un intervalle de R, 'ensemble des fonctions continues sur I est un an-
neau. De méme pour les fonctions dérivables, de classe ek, e, analytiques, etc.

f) Lensemble des éléments de C de la forme x+ iy avec x et y dans Z, muni des
lois de C, est un anneau (anneau des entiers de Gaufs).

g) Lensemble des éléments de H de la forme x1+ yi+zj+tk avec x, y, 2z, t€Z
est aussi un anneau, mais dont la multiplication n’est pas commutative.

DEFINITION 1.2.8. — Si A et B sont deux anneaux, un homomorphisme d'anneaux
est une application f: A — B vérifiant les propriétés suivantes :

a) pourtousaetbe A, f(a+b)=f(a)+ f(b);
b) pourtous aetbe A, f(ab)= f(a)f(b);
c) flO)=0et f(1)=1.
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Un homomorphisme de corps est un homomorphisme d’anneaux d'un corps dans
un autre. Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif. L'image d’'un morphisme
d’anneaux A — B est un sous-anneau de B ;'image d'un morphisme de corps K — L
est un sous-corps de L.

LEMME 1.2.9. — Soit f: A— B un homomorphisme d'anneaux. Soit I = f~1(0) l'en-
sembledes a € A tels que f(a) =0. Alors, I vérifie les propriétés suivantes :
- 0€l;

—siaetbel,a+bel;
—siaeAetbel, abel.

De plus, f estinjective si et seulement si I = {0}.
DEFINITION 1.2.10. — Une partie I d'un anneau A vérifiant les propriétés du lemme

précédent est appelée idéal. Si f: A — B est un homomorphisme d'anneau, l'idéal
£71(0) estappelé noyau de f et noté Ker f .

Je renvoie au paragraphe 2.4 pour plus de détails sur la structure algébrique des an-
neaux de polyndomes.

DEFINITION 1.2.11. — Un anneau non nul A est dit integre si pour tous a et b € A\{0},
ab#0.
Exercice 1.2.12. — a) Les corps, 'anneau Z des entiers relatifs sont des anneaux in-
tegres.

b) Un sous-anneau d'un anneau integre est un anneau integre.
¢) Soit n un entier > 2. Lanneau Z/nZ est integre si et seulement si n estun nombre
premier.

Pour tout anneau intégre A, on peut construire un corps contenant (un anneau iso-
morphe a) A tel que tout élément de K soit le quotient de deux éléments de A : C’est
le corps des fractions de A. Le principe est le méme que celui qui permet d’obtenir le
corps des nombres rationnels a partir de 'anneau des entiers relatifs. On définit un en-
semble K comme I'ensemble des classes d’équivalences de 'ensemble F = A x (A\{0})
pour la relation d’équivalence

(a,b) ~(c,d) © ad = bc.

(Exercice : montrer que c’est effectivement une relation d’équivalence.) On note a/b
la classe du couple (a, b). On définit une addition et une multiplication sur K par le
calcul des fractions habituel, en posant

a ¢ ad+bc ac _ac

b'd” b bd bd
(Exercice : vérifier qu’elles sont bien définies, c’est-a-dire que (ad + bc)/ bd et ab/cd
ne dépendent pas des choix des représentants des fractions a/b et c/d.) Muni de ces
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deux lois, K est un corps commutatif, son zéro est 'élément 0/1 tandis que son élé-

ment unité est 1/1 ; 'application A — K qui associe a a I'élément i(a) = a/l est un

homomorphisme d’anneaux. (Exercice : vérifier ces assertions.) Chomomorphisme i

est injectif : par définition de la relation d’équivalence, si i(a) = a/1 = 0/1, on en dé-

duit 1a=01, d ou a = 0. Alors, on remarque que pour tous (a,b) € &,
%:%%:ﬂmum*.

Autrement dit, tout élément de K est le quotient de deux éléments de A. Le fait que i

soit injectif permet d’identifier un élément a € A et son image i(a) € K.

Exemples 1.2.13. — Le corps des fractions de I'anneau Z est le corps des nombres ra-
tionnels. Celui de 'anneau K[X] des polyndémes a coefficients dans un corps K est le
corps K(X) des fractions rationnelles.

Si Q est un ouvert connexe de C, 'anneau des fonctions holomorphes sur Q est in-
tegre (cela résulte du principe des zéros isolés) et son corps des fractions est le corps
des fonctions méromorphes sur cet ouvert. C’est un théoreme d’analyse assez déli-
cat qui repose sur la possibilité de construire explicitement une fonction holomorphe
ayant un ensemble de zéros prescrit (produits de Weierstral3, voir par exemple [11],
théoreme 15.12).

Le corps des fractions possede une propriété importante.

PROPOSITION 1.2.14. — Soit A un anneau integre, K son corps des fractions. Soit E
un corps. Pour tout homomorphisme injectif f: A — E, il existe un unique homomor-
phisme f: K — E tel que f(a) = f(a) pour a€ A.

Remarquons que si a/b = c/d, alors ad = bc, donc f(a)f(d) = f(b)f(c), puis
f@/!fb) = f(c)/ f(d). Ainsi, on peut poser, si x = a/b est un élément de K,
7(x) = f(a)/ f(b). On montre alors que 7 est un homomorphisme de corps. Les
détails de la démonstration sont aussi fastidieux que ceux de la construction du corps
des fractions. (Exercice...)

On peut représenter la proposition par un diagramme

A—— K

|
-
X\lff

E

ou la fleche pointillée 7: K — E est celle dont I'existence est affirmée par la proposi-
tion. Une terminologie courante, un peu pompeuse, pour ce genre d’énoncés est « pro-
priété universelle ».

PROPOSITION-DEFINITION 1.2.15. — Soit A un un anneau. Il existe un unique homo-
morphisme d'anneaux f: 7 — A.
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Supposons que [ nlest pas injectif. Si A est intégre, le plus petit élément strictement
positif de Ker f est un nombre premier dont Ker f est 'ensemble des multiples. Si A est
un corps, ce nombre premier est appelé caractéristique de A.

Si f est injectif et si A est un corps, on dit qu'il est de caractéristique nulle. Dans ce
cas, [ s'étend en un homomorphisme de corps g: Q — A.

Démonstration. — Commencons par définir f. On pose d’abord f(0) =0 et f(1) =1.
Si n > 2, on définit par récurrence f(n) = f(n—1)+1.Enfin,si n > 1, on pose f(—n) =
—f(n). Comme ces relations sont vérifiées si f est un homomorphisme d’anneaux,
cela prouve 'unicité d'un tel homomorphisme Z — A.

Montrons alors que f est un homomorphisme d’anneaux c’est-a-dire que sont véri-
fiéeslesrelations f(m+n) = f(m)+f(n) et f(mn) = f(m) f(n).Elles sont en fait vraies
pour exactement la méme raison que celle qui fait que les entiers relatifs forment un
anneau et se démontrent par récurrence.

Etablissons pour m et n >0 larelation f(m+n) = f(m)+ f(n). Elle est vraie si n = 0. Si elle est vraie
pour n, alors

fm+(n+1)=f((m+nm)+1)=f(m+n)+1
=fm+fM)+1=fm+f(n+1)

donc elle est vraie pour n + 1. Cela la prouve par récurrence. Si m >0 et n <0, mais m+n>0,ona

fm+n)—fm)-fn)=fim+n) - fm)+f(-n)
=f((m+n)+(E=n)-f(m)=f(m) - f(m)=0.

On démontre de méme les autres cas. Etablissons maintenant que l'on a f(mn) = f(m) f(n) pour tous
m et n.Cest vrai pour n =0 et sic’est vrai pour n,

fim(n+ 1) =f(mn+m)=f(mn)+ f(m) = f(m) f(n) + f(m)

=fm(fm+1)=fmfln+),

donc c’est vrai pour n+ 1, puis pour tout n > 0 par récurrence. Si n <0,

fimn) = f(-=m(=n)=—f(m(-n) =-f(m) f(—n)= f(m)f(n)
donc c’est aussi vrai pour tout n < 0.

Supposons maintenant que A soit intégre et que f ne soit pas injective et soit n le
plus petit entier >0 tel que f(n) =0.Si n n’est pas premier, on peut écrire n = ab ou
a et b sont deux entiers vérifiant 1 <a<n et 1 < b < n.Parsuite, 0= f(n) = f(ab) =
f(a)f(b). Comme I'anneau A est supposé intégre, on a donc f(a) =0 ou f(b) =0, ce
qui contredit la minimalité de 'entier .

Limage de tout multiple de n est 0. Considérons réciproquement un entier m tel
que f(m) = 0. La division euclidienne de m par n s’écrit m=qgn+r avec 0 < r < n.
Ona f(r) = f(m—gn) = f(m)—qf(n) =0.Par minimalité de n, r =0 et m est multiple
de n.

Si f est injective et si A est un corps, f s'étend d’aprés la propriété universelle
(prop. 1.2.14) en un homomorphisme de Q dans A. O
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Remarque 1.2.16. — Soit K un corps de caractéristique p et f: Z — K 'homomor-
phisme étudié ci-dessus. Si m et n sont deux entiers congrus modulo p, m —n est
multiple de p, si bien que f(m—n)=0,dou f(m) = f(n). Chomomorphisme Z — K
induit une application naturelle Z/ pZ — K qui est un homomorphisme de corps.

Ainsi, tout corps «recoit» un (et un seul) des corps Z/ pZ (pour p premier) et Q, dont
I'image est appelée sous-corps premierdefinesous-corps !premier.

PROPOSITION 1.2.17. — Soit p un nombre premier et soit A un anneau tel que pl, =
04 (par exemple un corps de caractéristique p). Alors, pour tous a et b dans A, ona

(a+ b)P =a’ + b”.

Par suite, Uapplication ¢: A — A définie par ¢ (a) = aP est un homomorphisme d'an-
neaux.

Démonstration. — D’apres la formule du bindme de Newton, on a

-1
(a+b)P =a’+b? + pz (p)a"b”_”.
n=1\"
Or,lorsque 1< n< p-1, (Z) = p!/n!(p — n)! est une fraction dont le numérateur p!
est multiple du nombre premier mais, et c’est la qu’'on utilise que p est un nombre
premier, dont le dénominateur n’est pas multiple de p. Comme (,";) est un entier, c’est
un multiple de p etl'ona (7)1, =0, d’ott (a+ b)? = aP + bP. O

DEFINITION 1.2.18. — Si K est un corps de caractéristique p, 'homomorphisme
¢: K— K, x— x” est appelé homomorphisme de Frobenius.

1.3. Extensions de corps

DEFINITION 1.3.1. — La donnée d'un homomorphisme de corps j: E — F est appelée
extension de corps.

Remarquons qu'un tel j est toujours injectif : si en effet x #0, on a
Jx)jA/x)=j)=1#0,

donc j(x) # 0. La plupart du temps, j est parfaitement déterminé par le contexte et
peut étre sous-entendu. On dit alors plus simplement que F est une extension de E.
C’est notamment le cas quand E c F et j est'inclusion. On dit alors «soit E c F une
extension de corps ». Quitte a remplacer E par son image (bijective) dans F par I'ho-
momorphisme j, c’est essentiellement le cas général.

Si j: E — F est une extension de corps, F est naturellement muni d'une struc-
ture de E-espace vectoriel : la loi d’addition est celle de F et la multiplication externe
ExF — F estdéfiniepare-f=j(e)f.
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DEFINITION 1.3.2. — Si j: E — F est une extension, son degré est la dimension de F
comme E -espace vectoriel. On le note [F : E].
Lextension j: E — F est dite finie si [F : E] # +00.

Remarque 1.3.3. — Cette notation [F : E] est abusive : elle ne fait pas intervenir j alors
qu’elle en dépend! Par exemple, si E = C(X), F = C(Y), 'extension j;: E — F définie
par P(X) — P(Y) est de degré 1 (c’est un isomorphisme) alors que j,: E — F définie
par P(X) — P(Y?) est de degré 2. Lorsque E est un sous-corps de F, ce qui est un cas
assez fréquent, il n'y a pas de risque de confusion.

Exemples 1.3.4. — a) L'inclusion de corps R c C est une extension finie : C est un R-
espace vectoriel de dimension 2 (la famille {1, i} en est une base) et [C:R] =2.

b) Si K est un corps, 'extension K c K(X) n’est pas finie. En effet, K(X) contient la
famille libre infinie des X" (pour n € N).

Remarque 1.3.5. — Linclusion de corps Q < R n’est pas non plus finie. En effet, le pro-
duit de deux ensembles dénombrable est dénombrable. Comme Q est dénombrable,
il suit par récurrence que tout Q-espace vectoriel de dimension finie est dénombrable.
Cependant, le corps des nombres réels ne I'est pas, si bien que [R: Q] = +o0. (Le méme
argument permet de montrer que R n’ pas de base dénombrable sur Q.)

Il est aussi possible d’exhiber des familles infinies de nombres réels qui soient linéai-
rement indépendantes sur Q. Par exemple, si @ est un nombre transcendant, la famille
{1,a,a?,...} estlibre sur Q. Voir aussi I’exercice 1.6 pour un exemple plus explicite.

THEOREME 1.3.6. — Soit j: E — F et k: F — G deux extensions de corps. Alors,
(ko j): E— G est une extension finie si et seulement si j: E— F et k: F — G sont finies
et l'on a alors la relation

[F:El[G:Fl=[G:E].

Démonstration. — Soit Xxi,...,X;; une base de F comme E-espace vectoriel et
soit y1,...,y, une base de G comme F-espace vectoriel. Un élément de z € G
n

s'écrit z = ). a;y; avec ay,...,a, € F. Ainsi, chaque a; se décompose sous la forme
i=1
m . .
a; = ). a; jxj,sibien que
Jj=1

n m
Y= aijxiy;
i=1j=1

et la famille des (x;yj)1<i<m engendre G comme E-espace vectoriel.
1<j<n
Montrons qu’en fait, c’en est une base. Soient donc des éléments a; ; de E tels que

> a;jx;yj = 0. Comme la famille (y;) est une base de G comme F -espace vectoriel,
ij
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m
les éléments de F, Y a; jx;, sont tous nuls. Comme la famille des (x;) forme une base
i=1
de F comme E-espace vectoriel, les a; ; sont tous nuls, cqfd.
Finalement, la dimension de G comme E-espace vectoriel est égale a mn, c’est-
a-dire au produit de la dimension de G comme F-espace vectoriel par celle de F

comme E -espace vectoriel, ce qui démontre le théoreme. O

DEFINITION 1.3.7. — Soit j: E — F une extension de corps. Un élément x € F est dit
algébrique sur E s'il existe un polynéome non nul P € E[X] tel que P(x) =0.

Il est dit transcendant sinon.

Une telle extension est dite algébrique si tout élément de F est algébrique sur E.

Un nombre complexe est dit algébrique ou transcendant s'il I'est sur le corps des
nombres rationnels.

Exemples 1.3.8. — a) Considérons I'extension de corps Rc C. Un élément z=x+ iy
de C, avec x et y dans R, vérifiel’équation (z—x)%+ y2 =0, sibien que z est algébrique
sur R.
b) Le réel v/2 est algébrique sur Q, ainsi que le nombre complexe v2+iv/3 + /5.
o0

c) Leréel ¥ 10" est transcendant (Liouville, 1844) ; voir I'exercice 1.2.

d) L’ensen’;b(l)e des polynomes a coefficients rationnels est dénombrable, si bien que
I’ensemble des nombres complexes algébriques est dénombrable. Il existe en particu-
lier des nombres transcendants (Cantor, 1874).

e) Lesréels e = 2,718..., m = 3,14159 sont transcendants sur Q (théoremes de Her-
mite, 1873, et de Lindemann, 1882).

f) On ne sait pas si 7 est algébrique sur le sous-corps de R engendré par e (formé
des P(e) pour P décrivant Q(X)).

Soit j: E — F une extension de corps et soit x un élément de F. L'application
¢x: E[X] — F qui aun polynéme P =ay +--- + a, X" associe I'élément

(j(P)(x) = jlao) + jla)x+---+ jlam)x"

est a la fois un homomorphisme de E-espaces vectoriels et un homomorphisme d’an-
neaux. Son image est ainsi non seulement un sous-espace vectoriel de F, mais aussi un
sous-anneau de F, sous-anneau qu’on note E[x]. C’estle sous-anneau de F engendré
par x sur E. (Lorsqu’il n'y a pas de confusion possible, on note P(x) ce qu'on devrait
noter j(P)(x).) On va voir tout de suite (proposition 1.3.9) que si x est algébrique sur
E, le sous-anneau E[x] de F est en fait un corps, donc s’identifie au sous-corps E(x)
engendré par x sur E.

Plus généralement, si xi,...,Xx, sont des éléments de F, on note E[xi,...,x,] le
sous-anneau de F engendré par les x; sur E. C’est 'ensemble des P(xi,...,x,) € F



1.3. EXTENSIONS DE CORPS 11

pour P parcourant E[Xi,...,X,]. Le sous-corps de F engendré par les x; sur E, noté
E(xy,...,Xx,), en est donc le corps des fractions.

La proposition suivante fournit une caractérisation extrémement pratique des élé-
ments algébriques en termes de I'anneau E[x].

PROPOSITION 1.3.9. — Soit j: E — F une extension et soit x un élément de F

a) Si x est transcendant sur E, ¢, est un isomorphisme et E[x] est un E -espace vec-
toriel de dimension infinie.

b) si x est algébrique sur E, il existe un unique polynéme unitaire de degré minimal
P € E[X] tel que P(x) = 0. Alors, P est irréductible et dimg E[x] = degP. De plus, tout
polynéome Q € E[X] tel que Q(x) =0 est multiple de P.

Rappelons qu’on dit qu'un polynéme non constant P € E[X] estirréductible s'il n’est
pas le produit de deux polynémes non constants a coefficients dans E.

DEFINITION 1.3.10. — Ce polynéme est appelé polyndme minimal de x sur E. Ses
autres racines sont les conjugués de x. Son degré est appelé degré de x sur E.

Démonstration. — a) Si x est transcendant, ¢, est injective par définition, surjective
par construction, donc un isomorphisme. En particulier, dimg E[x] = +o0.

b) Soit P € E[X] un polyndéme unitaire de degré minimal tel que P(x) =0. Soit A un
polynéme de E[X] tel que A(x) =0.Notons A= PQ+R ladivision euclidienne de A par
P, de sorte que degR <degP.On aalors R(x) = A(x) — P(x)Q(x) = 0. Si R n'est pas nul,
de coefficient dominant noté r, le polynome R/r est unitaire, de degré strictement
inférieur a celui de P et annule x, ce qui contredit le choix de P. Par suite, R =0 et
A est multiple de P. (Autrement dit, avec la terminologie du paragraphe 2.4, P est
le générateur unitaire de l'idéal des polynomes de E[X] qui annulent x.) Cela implique
I'unicité d'un polyndome unitaire P de degré minimal tel que P(x) = 0. En effet, soit A€
E[X] un polyndéme unitaire tel que A(x) =0 et soit Q le quotient de A par P. Comme
A et P sont unitaires, Q aussi. Si degQ = 0, on a nécessairement Q=1 et A= P. Si
degQ >0, degA>degP.

Si d = deg P, I'argument que nous venons de faire montre que ¢, induit un homo-
morphisme injectif ¢, 4 de E[X]<4 (polyndmes de degrés < d) dans E[x]. Toujours
par division euclidienne, ¢, 4 est surjectif : si A€ E[X] etsi A= PQ+ R est la division
euclidienne de A par P (avec degR< d),ona

px(A) = A(x) = P(x)Q(x) + R(x) = R(x)

appartient a Im¢, 4. Par suite, dimg E[x] = d.
Il reste a montrer que P est irréductible. Mais, si P = QR pour deux polyn6mes non
constants Q et R dans E[X],ona

QX)R(x) =P(x) =0
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donc Q(x) = 0 ou R(x) = 0. Comme (Q et R sont non constants et comme
degQ + degR = degP, on a degQ < degP et degR < degP, ce qui contredit en-
core la minimalité du degré de P. O

En voici une premiere application.
COROLLAIRE 1.3.11. — Toute extension finie de corps est algébrique.

Démonstration. — Soit j: E — F une extension finie de corps. Pour tout x € F, E[x]
est un E-sous-espace vectoriel de F, donc est de dimension < dimgF, donc finie.
D’apres la proposition précédente, x est algébrique sur E. O

L'application qui suit est peut-étre plus frappante :

THEOREME 1.3.12. — Soit j: E — F une extension de corps. Soit x et y deux éléments
de F algébriques sur E. Alors, x+y, xy sont algébriques sur E. Si x # 0, 1/x est algé-
brique sur E et appartient méme a E[x].

En particulier, tout élément de E[x] est algébrique sur E.

COROLLAIRE 1.3.13. — Lensemble des éléments de F qui sont algébriques sur E est un
sous-corps de F.

Démonstration. — Considérons le sous-anneau E[x,y] de F engendré par x et y
sur E ; il est formé des P(x,y) pour P parcourant E[X, Y]. C’est un E-espace vectoriel
de dimension finie : en effet, si 1,x,...,x™ ! et 1,y,...,y""! engendrent E[x] et
E[y] respectivement, la famille des x’y/ avec 0 < i < m et 0 < j < n est une partie
génératrice de E[x, y].

Ceci dit, les sous-anneaux E[x + y] et E[xy] sont tous deux contenus dans E[x, y].
IIs sont donc de dimension finie et la proposition précédente permet donc d’affirmer
que x+ y et xy sont algébriques sur E.

Supposons maintenant que x # 0 et montrons que 1/x est algébrique sur E. Consi-
dérons une relation ag+a; x+---+ayzx% =0, ot les a; sont des éléments de E non tous
nuls. Divisons cette relation par x%. On obtient

a1/ + a1/ +---+a;=0,

ce qui prouve que 1/x est algébrique sur E.

Montrons qu’en fait 1/x appartient a E[x]. Soit r le plus petit entier tel que a, # 0,
de sorte que ap = -+ = a,—; = 0. On a alors a,x" +---+ ayx® =0, soit en divisant par
x"#0,

Ar + Ary X+ +agx® " =0,

Divisons encore cette relation par a,x. On obtient

1 Ar+1 Are2 aqd  4—r—
—_ = = — x_...__xd Tl’
X ar ar ar
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d’ou 1/x € E[x], ce qu’il fallait démontrer. O

COROLLAIRE 1.3.14. — Un élément x € F est algébrique sur E si et seulement si l'an-
neau E[x] est un sous-corps de F.

Démonstration. — Sil'inverse x # 0 appartient a E[x], il existe un polynéme P € E[X]
tel que 1/x = P(x). Alors, x est racine du polynéme non nul 1 - XP(X) donc est algé-
brique. Réciproquement, soit a un élément non nul de E[x]. D’apres le théoreme pré-
cédent, il est algébrique et son inverse dans F appartient a E[a]. Comme E[a] c E[x],
E[x] est un corps. (Pour une autre démonstration, voir I'exercice 1.1.) O

Remarque 1.3.15. — Soit j: E — F une extension finie de corps et soit x € F. D’apres
les corollaires précédents, x est algébrique sur E et E[x] est un sous-corps de F,
d’ot1 une extension composée E — E[x] — F. D’apres le théoreme 1.3.6, [F: E] = [F:
E[x]][E[x]: E]. Or, le degré de 'extension E — E[x] est précisément égal au degré de x.
Il en résulte que le degré (sur E) de tout élément de F divise le degré de I'extension
[F:E].

Un autre corollaire de ce genre d’idées est la « transitivité » du caracteére algébrique.

THEOREME 1.3.16. — Soit j: E — F et k: F — G deux extensions de corps. Si un élé-
ment x € G est algébrique sur F et si F est algébrique sur E, alors x est algébrique sur E.

En particulier, si E — F et F — G sont des extensions algébriques, la composée E — G
est une extension algébrique.

Démonstration. — Soit P € F[X] le polynome minimal de x sur F. On l'écrit P =
X"+ a, 1 X"+ +a. Les a;j sont dans F, donc sont algébriques sur E. Par récur-
rence, le sous-anneau Fy = Elay,...,a,-1] de F estun corps et une extension finie de E.
Par construction, x est algébrique sur Fy si bien que I'extension Fy — Fy[x] est finie.
D’apres le théoréme 1.3.6, I'extension E — Fy[x] est finie, ce qui prouve bien que x est
algébrique sur E. O

Remarque 1.3.17. — Si A— B estun homomorphisme d’anneaux, on dit parfois que B
est une A-algebre. Outre les extensions de corps (si E — F est une extension de corps,
F est ainsi une E-algebre), un cas particulier important est fourni par les anneaux de
polyndémes K[Xj,...,X,] surun corps K. Si K est un corps, un anneau A contenant K
et tel qu’il existe des éléments xi, ..., x, dans A de sorte que A = K|[xy,...,x,] estappelé
K -algebre de type fini.

La proposition 1.3.9 montre en particulier que si A= K[x] est un corps, alors A est
algébrique sur K. Le théoreme des zéros de Hilbert que nous démontrerons au para-
graphe 6.8 (théoréme 6.8.1) généralise ce fait a toutes les K-algebres de type fini, pas
seulement celles qui sont engendrées par un seul élément.



14 CHAPITRE 1. EXTENSIONS DE CORPS

1.4. Quelques impossibilités classiques

Nous voulons maintenant montrer comment les résultats précédents permettent
d’affirmer qu'un certain nombre de constructions géométriques sont impossibles.

Revenons tout d’abord sur les nombres constructibles. Comme l’ensemble des
nombres constructibles est un corps, il revient au méme de dire que x est construc-
tible a partir d'une partie X contenant 0 et 1 que de dire qu’il est constructible a partir
du corps engendré par X dans R. En particulier, étre constructible a partir de {0;1} et
I’étre a partir de Q sont deux notions équivalentes.

THEOREME 1.4.1 (Wantzel, 1837). — Soit E un sous-corpsde R. Unréel x est construc-
tible a la regle et au compas a partir de E si et seulement s'il existe un entier n et une
suite de sous-corps de R,

E=FEycEc---cE,

tels que pour tout i € {1;...;n}, [E;: E;_1] =2 et tels que x € Ej,.

Avant de faire la démonstration, il nous faut détailler la structure des extensions de
degré 2 : elles sont obtenues par «adjonction d'une racine carrée ». On les appelle aussi
extensions quadratiques.

PROPOSITION 1.4.2. — Soit E un sous-corps de R (plus généralement un corps de ca-
ractéristique différente de 2) et soit j: E — F une extension de degré 2. Alors, il existe un
élément a€ F\E tel que a’ € E et F = Elal.

Démonstration. — Soit x un élément de F qui n’est pas dans E. La famille (1, x) est
alors libre sur E donc est une base de F comme E -espace vectoriel. La famille (1, x, x)
est alors liée et il existe trois éléments a, b, ¢ de E non tous nuls tels que I'on ait
ax?+ bx+ c=0.Comme la famille (1, x) estlibre, a # 0, d’ot1 la relation classique

b )2 _ b*—4ac

X+ —
2a 4q?

Posons § = 2ax+ b, de sorte que 62 = b®> —4ac appartient a E (c’est le discriminant du
polynéme aX?+bX+c). Comme x = §/2a, lafamille (1,6) estune basede F sur E. [

Démonstration du théoreme de Wantzel. — La démonstration repose sur la forme des
équations des droites et des cercles qui interviennent dans la construction, ainsi que
sur leur résolution explicite.

Tout d’abord, une droite passant par deux points A = (a, b) et A’ = (a’,b’) dont les
coordonnées sont dans K possede une équation a coefficients dans K, a savoir

1 1 1
det|x a da|=0.
y b b
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De méme, le cercle de rayon MM’ et de centre O, avec M = (a,b), M’ = (d', V') et
O = (a",b") des points du plans dont les coordonnées sont dans K, a une équation de
la forme

x2+y2+Ax+By+C:0,
avec A, B, C dans K, comme on le voit en développant I'équation de ce cercle
(x_ aII)Z + (y_ b//)z — (a_al)Z + (b_ b/)z.

Les formules explicites pour les coordonnées du point d’'intersection P de deux
droites concourantes montrent que celles-ci sont des expressions rationnelles en les
coefficients des équations des droites. Les coordonnées du point d’intersection P
de deux droites non paralleles (AA’) et (BB') telles que A, A', B, B’ aient leurs
coordonnées dans K sont donc dans K.

Si P nécessite une intersection droite/cercle, on obtient les équations polynomiales
de degré 2

x2+y2+Ax+By+C:0 et Dx+Ey+F=0

avec A, B, C, D, E, F € K. Supposant par exemple E # 0 et éliminant y, on obtient
une équation du second degré pour x a coefficients dans K ; notons A son discrimi-
nant (il appartient 2 K). Ainsi, x, puis y, appartiennent a 'extension K(v/A) qui de
degré 2 sur K.

Si P nécessite une intersection cercle/cercle, on se ramene au cas précédent
cercle/droite en soustrayant les deux équations de cercles. (Du point de vue géomé-
trique, la droite qui apparait est I'axe radical des deux cercles. Si les cercles se coupent,
c’est celle qui passe par leurs deux points d’intersections.)

Par récurrence sur le nombre d’étapes, tout nombre constructible a partir du sous-
corps E est de la forme indiquée dans I'énoncé du théoreme.

Réciproquement, si x € E,;, bout d'une chaine d’extensions de degré 2, on démontre
que x est constructible. Il suffit de montrer que si E c F est une extension de degré 2,
tout élément de F est constructible a partir de E. D’apres la proposition 1.4.2, il existe
un élément 6 de F tel que F = E[0] et 5%2¢E. D’apres le théoreme 1.1.3, 6 = +1/62 est
constructible. Toujours d’aprés cette proposition, tout élément de R de la forme x+ yé
est constructible a partir de E, si bien que tout élément de F est constructible a partir

de E. O
Exercice 1.4.3. — FEtendre le théoréme de Wantzel aux nombres complexes.
COROLLAIRE 1.4.4. — Soit E un sous-corps de R et soit x un réel constructible a la regle

et au compas a partir de E. Alors, x est algébrique et est de degré (sur E) une puissance
de?2.
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Démonstration. — Soit E = Ey c E; c --- c E,; < R une chaine d’extensions quadra-
tiques avec x € E, . Par récurrence, la multiplicativité des degrés implique que

[Ep:El=Ep: BIE; : Eol =2[Ey: Ey] =---=2",

Considérant les extensions E c E[x] c E,, le degré de E[x] sur E doit diviser 2" ; c’est
donc une puissance de 2. O

Nous pouvons maintenant démontrer 'impossibilité de constructions longtemps —
et vainement — cherchées.

THEOREME 1.4.5 (Doublement du cube). — Le réel /2 nest pas constructible a la
regle et au compas a partir de Q.

Il n’est donc pas possible de construire a la regle et au compas le c6té d'un cube dont
le volume serait le double de celui du cube unité. La 1égende veut que ce probleme
provienne d'une requéte du dieu grec Apollon, qui aurait demandé aux habitants de
Delos de lui construire un autel deux fois plus grand.

Démonstration. — Posons a = v/2. 11 suffit de montrer que a n'est pas de degré une
puissance de 2. Comme « est annulé par le polynéme X3 —2, il est de degré < 3 et il
suffit donc de montrer que X° -2 estirréductible sur Q. Si ce n’était pas le cas, il aurait
une racine dans Q (lemme 1.4.9). Or, les racines de X2 -2 dans C sont «, aexp(2imn/3)
et aexp(—2im/3). Seul a est réel. Si a était rationnel, écrivons le sous la forme d’'une
fraction irréductible a/b. On a alors a® = 2b3, si bien que a est pair. Posons a = 2a’.
On a alors b® = 4(a)3, ce qui montre que b est aussi pair. Comme cela contredit I’hy-
pothése que a et b sont premiers entre eux, @ n'est pas rationnel et le polynéme X3 -2
est irréductible sur Q. O

Le probléme de la trisection de I'angle est plus subtil. A partir du point de coordon-
nées (cos(a),sin(a)) du cercle unité, il s’agit de construire le point de coordonnées
(cos(a/3),sin(a/3)).

Remarquons que sin(a) est constructible a partir du corps Q(cos(a)), puisque 'on
a sin?(a) = 1 —cos?(a) . Ainsi, il revient au méme de dire que cos(a/3) est constructible
sur le corps Q(cos(a),sin(a)) ou sur le corps Q(cos(a)). En outre, si I'on suppose que
cos(a/3) est constructible sur le corps Q(cos(a/3)), sin(a/3) le sera aussi. Ainsi, on
peut trisecter 'angle «a si et seulement si cos(a/3) est constructible a partir du corps
Q(cos(a)).

Comme cos(3x) = 4cos®(x) —3cos(x), 2cos(a/3) est une racine du polynéme
X3-3x- 2cos(a),

les deux autres étant cos(a/3+27/3) et cos(a/3+4m/3). Sile polynéme X3—3X—2cos(a)
est irréductible sur le corps Q(cos(a)), le degré de cos(a/3) sur Q(cos(a)) est égal a 3
et 'angle a n’est pas trisectable. Sinon, il résulte du lemme 1.4.9 que ce polynéme
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a une racine dans Q(cos(a)) ; le degré de cos(a/3) est alors 1 ou 2 et cos(a/3) est
constructible. On a ainsi démontré le théoreme :

THEOREME 1.4.6 (Trisection de I'angle). — Soit a un réel. Le réel cos(a/3) est
constructible a la régle et au compas a partir de {0;1;cos(a)} si et seulement si le
polynome X3 —3X —2cos(a) nest pas irréductible sur le corps Q(cos(a)).

Démonstration. — Si ce polynome est irréductible, cos(a/3) n’est pas construc-
tible a partir de cos(a). S’il n'est pas irréductible, il s’écrit comme produit P, P, de
deux polyndmes a coefficients dans Q(cos(a)) de degrés 1 et 2 respectivement.
Si Pi(cos(a/3)) = 0, cos(a) appartient a Q(cos(a)) donc est constructible a partir
de cos(a). Si Py(cos(a/3)) = 0, cos(a/3) est de degré 2 sur Q(cos(a)) donc est
constructible a partir de cos(a). O

Exemple 1.4.7. — Langle /9 n’est pas constructible a la regle et au compas. Comme
cos(r/3) = 1/2, il suffit de voir que le polynéme P = X3 —-3X -1 estirréductible sur Q.
S’il ne 'est pas, il a d’apres le lemme 1.4.9 une racine dans Q ; considérons une telle
racine, mise sous forme d’une fraction irréductible a/b. On a donc a® —3ab? - b® =0.
Si p est un nombre premier qui divise a, il divise b = a(a? —3b?), donc il divise b.
Comme a et b sont premiers entre eux, a = +1. De méme, si p est un nombre premier
qui divise b, il divise a® = b*(3a+b), doncil divise a. Ainsi, b = +1. Par suite, les seules
racines possibles rationnelles de P sont +1 et —1 ; puisque P(1)=-3 et P(-1)=1, P
n’a pas de racine dans Q, donc est irréductible sur Q.

Cela montre qu’on ne peut construire a la regle et au compas un polygone régulier
a 9 cotés. Dans le chapitre 5, nous déterminerons les polygones réguliers que I'on peut
construire a la régle et au compas (théoreme 5.2.2).

THEOREME 1.4.8 (Quadrature du cercle). — Le réel /7 n'est pas constructible.

En termes plus classiques, il n’est pas possible de construire a la régle et au compas
le co6té d’'un carré dont I'aire serait celle du disque unité.

Démonstration. — Si /7 était constructible, il serait algébrique sur Q, donc 7 aussi.
Or, d’apres le théoreme de Lindemann, 7 est transcendant. O

Terminons en rappelant un lemme utilisé plusieurs fois.

LEMME 1.4.9. — Soit K un corps. Un polynéme P € K[X] de degré 2 ou 3 est irréduc-
tible sur K si et seulement s'il n'a pas de racine dans K

Démonstration. — Si P auneracine a € K, soit P = (X—a)Q+R ladivision euclidienne
de P par X—a.Le polynome R estde degré < deg(X—a) =1 donc est constant. Comme
ona P(a)=R(a)=0, R=0et P=(X—-a)Q. Puisque degQ =degP—1>1, P n'est pas
irréductible.
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Dans l'autre sens, si P n’est pas irréductible, écrivons P = QR pour deux polynomes
non constants Q et R dans K[X]. Comme degQ + degR = degP < 3, 'un des deux
degQ ou degR est égal a 1 et a automatiquement une racine dans K. Par conséquent,
P auneracine dans K. O

1.5. Fonctions symétriques des racines

Rappelons que le groupe des permutations (bijections) de I’ensemble fini {1;...; n}
est noté G,,. C’est un groupe fini de cardinal n!.

DEFINITION 1.5.1. — Un polynéme P € A[Xy,...,X,] en n indéterminées a coefficients
dans un anneau A est dit symétrique si pour toute permutation o € S,, ona

P(Xo(l)»---;XU(n)) =P(Xy,...,Xn).

Les exemples les plus connus sont la somme S;(X) = X; +---+ X, et le pro-
duit S,(X) = X;...X,,. Plus généralement, on introduit les polynomes symétriques
élémentaires par

1

N

S, X= > X;..X p<n.

ip
I<ii<<ip<n

Il est important de remarquer que les S,(X) sont les coefficients du polynome
(T-X1)...(T-X,) (polyndbme en T a coefficients dans A[Xj,...,X,]); en effet, on a

(T=X)...(T=X,)=T"=S;T" 1+ S T" 2+ 4+ (-1"S,,.

Il existe bien d’autres polynomes symétriques : par exemple, les polyndmes de New-
ton

N,(X) =X+ +X]).
Ona N; =5,
No(X) = X2 +---+ X2
=X+ + X)) 20X + Xi Xz + -+ X1 X)
=87 -28,,
et plus généralement, N,(X) s’exprime comme un polyndme a coefficients entiers en

S1(X),..., Sn(X).

PROPOSITION 1.5.2. — Pour tout entier p > 1, il existe un polynome a coefficients en-
tiers Py € Z[Ty, ..., Ty] tel que l'on ait

Np(le---an) = Pp(SI(X)))Sn(X))
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Démonstration. — Introduisons le polynéme I1= (T - X;)...(T—X,,) et soit M sa ma-
trice compagnon. C’est une matrice carrée n x n a coefficients dans le sous-anneau
Z[Sy,...,S8,] de Z[Xy,...,X,], de polyndme minimal IT et de polynome caractéristique
IT aussi. Comme son polynéme caractéristique est scindé dans le corps Q(Xj,...,X,),
elle est triangularisable dans ce corps, de valeurs propres Xj, ..., X;. En particulier, N,
est la trace de C”. Comme C est a coefficients dans I'anneau Z[S;,...,S,], ses puis-
sances aussi, et leur trace a fortiori. Cela montre I'existence du polynéme P,,. O

Ce que nous avons démontré pour les sommes de Newton est en fait valable pour
tout polyndme symétrique.

THEOREME 1.5.3. — Pour tout polynome symétrique P € A[X,...,X,], il existe un
unique polynéme Q € A[Yy,..., Yyl tel que

P(le---an) = Q(SI(X)rrSn(X))

Démonstration. — On démontre I'existence de Q par récurrence sur le degré de P et
sur le nombre de variables n.Si n=1,o0na S; = Xj et on pose Q = P. Si degP =0,
P est constant et on choisit pour Q cette constante. Supposons le résultat vérifié en
(n—1) variables ou en degrés < m et soit P un polynéme symétrique de degré m. Le
polynéme Py en (n— 1) variables défini par

PO(XI) s )X}’l—l) = P(XI) s )Xl’l—l)o)
est symétrique. Il existe par récurrence un polynéme
QO € A[YI) ooy YI’L—I]

tel que

Po(X1,..., Xn-1) = Qo(S1(X),..., Sp-1(X)).
Dans cette derniere formule, il s’agit des polyndmes symétriques en (n — 1) variables,
mais il est facile de constater que 'on a (on indique en exposant le nombre de va-
riables) :

SUVXy, e, Xpo) = SUV (X0, X1, 0)

et plus généralement,

SS X1, X)) = SYTV (X0, X)) + X SYTP O, K1)

Alors,
P (X) =PXy,...,Xn) —Qo(51(X), ..., Sp-1(X))
est un polyndme symétrique et lorsqu’on remplace X, par 0, on obtient le polyn6me
nul. Cela implique que P; est multiple de X, : le coefficient d'un mon6éme Xli1 ...X,i"
sont nuls des que i, = 0. Comme il est symétrique, le coefficient de Xli1 X,’l” est nul
dés que I'un des i; est nul. Ainsi, chaque monome non nul de P; est multiple de S, =
Xj...X, et par suite P; aussi. On peut donc écrire P; = S, P, pour P, € A[X,..., X,].
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Le polynome P, est encore symétrique mais de degré < m. Par récurrence, il s’écrit
Q2(Sy,...,S,). Finalement, on a

P(X) = QO(SI)---)SH) +P1(X) = QO(SI)"')SH) + SnQZ(SI;---;Sn)

et il suffit de poser Q = Qp + S,,Q-.

Démontrons maintenant I'unicité. 11 suffit de démontrer que si un polynéme Q €
AlYy,..., Y, vérifie Q(Sy,...,S,) =0, alors Q=0.Si n=1, c’est évident. Supposons le
résultat d'unicité démontré pour (n — 1) variables. On le démontre alors pour n va-
riables par récurrence sur le degré de Q. Spécialisant X,, sur 0, on a en particulier

0=Q(S1(X1, -+, Xn-1,0),..., Sn(X1, ..., Xp=1,0) = Q" V,...,s"-1 ),

n-1"7
ce qui implique par récurrence que Q(Y3,..., Y,-1,0) = 0. Ainsi, Q est multiple de Y, et
on conclut par récurrence sur le degré de Q. O

Un polyndme symétrique important est le discriminant :
D=[]&x: - X))
i<j
Pour constater qu’il est symétrique, il est peut-étre plus simple de I'écrire
D= (D" 210G -X)
i#]

et de remarquer que si o € G,,, 'application (i, j) — (o(i),0(j)) est une bijection de
I’ensemble des couples d’entiers distincts dans lui-méme. Ainsi, (D) = D.

1.6. Appendice : transcendance de e et

Nous démontrons dans ce paragraphe la transcendance de e et 7. Comme les
nombres e et 7 ne sont pas du ressort de 1'algébre mais de l'analyse, il n'est pas
étonnant que la démonstration mette en jeu des outils analytiques, en I'occurrence
concentrés dans le lemme suivant.

LEMME 1.6.1. — Soit f un polynéme a coefficients réels; notons m son degré. Pour
tout nombre complexe z, l'intégrale (complexe)

1
I(f;z):f zez(l'”)f(zu)du
0
vérifie

I(f;29=¢*) fP0-Y fP0u.

Jj=0 Jj=0
De plus, on a la majoration

[1(f;2)| < lzle sup |f(zw)].
uel0,1]
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Démonstration. — Intégrons par partie dans la définition de I(f; z). On obtient

1
I(f;2) = [—eZ“_“)f(zu)](l)+f e? =Wz f'(zu) du
0
=—f(&)+e*f(0)+I(f;2),

d’otile résultat par récurrence sur le degré de f. Pour obtenir la majoration de |I (f;2) | ,
il suffit d’intégrer sur [0, 1] I'inégalité

|Zez(1—u)f(zu)| < |z|e|z| sup |f(ZL£)|,
uel0,1]

valable pour tout u € [0,1]. O

LEMME 1.6.2. — Soit f un polynéme a coefficients entiers. Pour tout entier n > 0, il
existe un polynéme f;, a coefficients entiers tels que f'" = n!f,.

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de démontrer ce lemme pour f = X"". Dans
cecas, f" = m(m-1)...(m—-n+1)X™".Le polynome f, = (") X" " esta coefficients
entiers et vérifie £V = n!f,,. O

THEOREME 1.6.3 (Hermite). — e est transcendant.

Démonstration. — Raisonnons par I'absurde. Si e n’est pas transcendant, il existe des
entiers ay,...,a, tels que

ap+ae+---+a,e”=0.

Quitte a diviser cette relation par une puissance de e, on peut en outre supposer que

ap#0.
Soit p un nombre premier fixé pour l'instant;
soit f(x) = xP"1(x—1)P...(x— n)” etintroduisons

Jp=al(f;0)+arI(f;1) +---+ anI(f;n).

On adonc

n np+p-1 .
==Y a Y [fU0).
i=0 j=0

C’est en particulier un entier.

De plus, si i € {1,...,n}, i est racine de f a
l'ordre p, si bien que fY(i) = 0 pour j < p,
tandis que pour j > p, c’est un multiple de p!. En
revanche, i = 0 est racine de f d’ordre p—1. 1l en
résulte que f(0) =0 pour j < p—1, et est multiple Charles Hermite (1822-1901)
de p! pour j > p, mais

FPP0) =(p-DI-DP...(-n)P = (D"’ (p- DI(nY?.
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Ainsi, il existe un entier N tel que
Jp= (=D ag(p - DI(nY)? + pIN.

En particulier, si p > n et ne divise pas gy (c’estla qu'on utilise que ag #0), J,/(p—1)!
est un entier non nul modulo p, donc est non nul, donc est au moins égal a 1 en valeur
absolue. On a ainsi |J,| > (p—1)!. Or, il existe un réel c tel que |J,| < ¢” pour tout p.
Linégalité obtenue c” > (p — 1)! contredit alors la formule de Stirling

p!~pPe P/ 2np
quand p tend vers 'infini. O

Passons maintenant a la transcendance de 7. Si f est un polynémeet g: C — C une
fonction, on notera
Y gl
fl@)=0

la somme g(a;)+---+ g(ay,) oules a; sont les racines de f, répétées autant de fois
que leur multiplicité.

LEMME 1.6.4. — Soit f un polynéme a coefficients entiers, de coefficient dominant a.
Alors, pour tout n >0,
a ) a"elZ
f(@=0
Démonstration. — Soit m le degré de f et notons A la matrice compagnon de poly-

nome minimal f/a. Par construction, aA € M,,(Z). Par suite, a” A" est a coefficients
entiers et sa trace est un entier. Or, les valeurs propres de a” A" sont les (aa)”, a par-
courant les racines de f, avec multiplicités. Le lemme est donc démontré. O

PROPOSITION 1.6.5. — Soit f un polynome a coefficients entiers tel que f(0) # 0. Alors,

Y. e% nlest pas un entier non nul.
f(@)=0

Démonstration. — Soit N= Y e“ etsupposons par’absurde que N est entier. No-
f(@)=0
tons a le coefficient dominant de f. Soit p un nombre premier, fixé temporairement,

définissons g(x) = xP~1 fP(x). C’estun polynome de degré m = p(1+deg f)—1. Posons
alors
o=, Iga).
fl@)=0
On a ainsi

n (a):o

Ip= N(; g (0)) - Z (f Z g(”)(a)) .
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Si f(@) =0, a estzérode g al’ordre p, si bien que g’ (a) = 0 pour n < p. D’autre part,
si n> p, les deux lemmes précédents impliquent que g, = g"?/p! est un polyndéme a
coefficients entiers de degré m — n et que
am—n Z g(n) (a)
fla)=0
est entier, multiple de p!. D’autre part, g/ (0) = 0 pour n < p— 1, est multiple de p!
pour n > p mais
gP PO =(p-DIf )7

Ainsi, il existe un entier M tel que

a™"P

(p-D!
Le second membre de cette égalité est entier. De plus, sile nombre premier p ne divise
pas aNf(0), il n’est pas multiple de p. Il est en particulier non nul, et par conséquent
au moins égal a 1 en valeur absolue! Ainsi,

|]P~ = (p- DlaP™™ = (p- 1)!a1—pdegf.

Jp=a™ PNf(0)? + pM.

Or, la majoration de I'intégrale I dans le lemme 1.6.1 implique qu'il existe un réel
¢ >0 tel que I'on ait
|Jp| < e
pour tout p.
Lorsque p tend vers I'infini, la formule de Stirling rend ces deux inégalités sont in-
compatibles. La proposition est donc démontrée. O

THEOREME 1.6.6 (Lindemann). — 7 est transcendant.

Démonstration. — Si m était algébrique, iz aussi. Soit alors f un polyndéme irréduc-
tible a coefficients entiers tel que f(im) =0. Notons a;,..., @, ses racines. De I'équa-
tion
1+e'” =0,
on déduit
[] A+eH=0+e™)...a+e*)=0.
f@)=0
Développons cette égalité. Il vient
ge%l}nexp(z gjaj)=0.
Or, les } €;ja; =0 sont les racines du polynome

K= ] &X=-)¢a)
j

eef{0;1}"

dont les coefficients s’expriment comme des polynOmes symétriques en les «a;.
D’apres le théoreme sur les fonctions symétriques élémentaires, ce sont donc des
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polynomes en les fonctions symétriques élémentaires des «;, donc en les coeffi-
cients de f. Ce sont donc des nombres rationnels. Il existe par suite un entier N
tel que NF, € Z[X]. Soit g > 1 la multiplicité de la racine 0 dans Fy. On pose alors
F = NFy/X1%. C’est un polynéme a coefficients entiers et F(0) # 0. De plus, on a

0= Y expOejap=qg+ Y éP.

ee{0; 13" F(B)=0
Ceci contredit la proposition précédente. O
Exercices
Exercice 1.1. — a) Soit A un anneau intégre fini. Montrer que A est un corps. Exemples ?

b) Soit F un anneau integre et E c F un sous-corps de sorte que F soit un E-espace vectoriel
de dimension finie. Montrer que F est un corps.

Exercice 1.2 (Critére de Liouville). — a) Soit @ un nombre complexe qui est algébrique sur
Q. Notons d son degré. Montrer qu’il existe un polyndme P € Z[X] de degré d tel que P(a) =0
et P'(a) #0.

Montrer qu'il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout couple (p,q) €eZxN*,ona

b) Montrer que le réel

est transcendant sur Q.

Exercice 1.3. — Soit C(z) le corps des fractions rationnelles a coefficients complexes. Soit Q
un ouvert connexe de C et H(Q) le corps des fonctions méromorphes sur Q. Soit j: C(z) —
H(Q) 'homomorphisme de corps naturel.

a) Soit f € C(z) une fraction rationnelle non constante qui n’a pas de pole dans Q. Montrer
que exp(f) € H(Q) n'appartient pas a C(z).

b) Si f est un élément de C(z) \ C, montrer que exp(f) est transcendant sur F. (Raison-
ner par 'absurde et, notant N le degré de exp(f) sur C(z), dériver une relation algébrique

N
;O pn(2)exp(nf(z))=0.)

c) Si fi, ..., fn sont des éléments non constants distincts de C(z), montrer que exp(f;), ...,

exp(f,) sontlinéairement indépendants sur C(z). (Raisonner par récurrence sur 7. Considérer
n

une relation de dépendance linéaire } p;(z)exp(f;(z)) =0.Si p, # 0, la diviser par p,(z) puis
i=1

dériver.)
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Exercice 1.4. — a) Soit P= X"+ a, 1 X" ' +---+ ay un polyndome de degré n a coefficients
complexes. Montrer que toute racine z € C de P vérifie

|zl < L+lagl + - +lap-1l.
b) Soit f: C — C une fonction entiére, c’est-a-dire une fonction holomorphe définie sur tout

le plan complexe. Supposons que f soit algébrique sur le corps C(z) des fonctions rationnelles.
Montrer qu’il existe un entier 7z > 0 et un nombre réel c tel que pour tout z € C, on ait

|f(@)] < c+zl™.
c) (suite) Soit f(z) = X cjzj le développement en série de f en l'origine. Montrer que la
j=0

o .

fonction g définie par g(z) = ¥ ¢, ,2’ estentiere et bornée. Déduire du théoreme de Liouville
j=0

sur les fonctions entiéres bornées que f est un polynome.

Exercice 1.5. — Soit P un polyndme unitaire de Z[X]. Si a € Q est une racine de P, montrer
que a€Z.
Exercice 1.6. — a) Soit E c F une extension quadratique. Soit x € F\ E tel que x? € E et soit

ac€ E.Si a estun carré dans F, montrer que ou bien a est un carré dans E, ou bien ax® estun
carré dans E.
b) Soit py,..., p, des nombres premiers distincts. On considere les deux propriétés :
a,) le corps Q(/pi,...,\/Pn) estde degré 2" sur Q;
b,) un élément x € Q estun carré dans Q(,/pi,...,/P») sietseulement s’il existe une partie
Ic{l;...;n} telle que x [1 p; estun carré dans Q.
Montrer que la conjcl)er{ction de a, etdeb, implique a,,;, et que la conjonction de a,, et
b,_, entraine b, . En déduire par récurrence sur n qu’elles valent pour tout entier 7.
¢) Montrer que la famille {v2,v/3,v/5,v/7,...} des racines des nombres premiers est libre
sur Q.

Exercice 1.7. — Soit p un nombre premier et considérons le polynéme P = X" + X + p, ou
nz2.

a) Supposons p # 2. Montrer que toute racine complexe de P vérifie |z| > 1.

b) Toujours pour p # 2, montrer que P est irréductible dans Z[X].

¢) Supposons maintenant p =2. Si n est pair, montrer que P est irréductible dans Z[X].Si n
est impair, montrer que X +1 divise P et que P/(X + 1) estirréductible dans Z[X].

d) Plus généralement, tout polynéme P = q, X" +---+ a1 X + ap tel que |ay| soit un nombre
premier strictement supérieur a |a;| +--- + |a,| estirréductible.

Exercice 1.8. — Soit P = X"+a,_1 X" '+---+a, un polyndme unitaire dans Z[X] tel que ay # 0
et
lan1|>1+lap-2|+---+laol.

a) Alaide du théoréeme de Rouché en théorie des fonctions d’une variable complexe, montrer
que P a exactement une racine complexe de valeur absolue > 1.
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b) Montrer que P estirréductible dans Z[X] (théoreme de Perron).

Exercice 1.9 (Contenu d’'un polynéme). — Si P est un polynéme a coefficients entiers, on
note ct(P) le pged de ses coefficients.

a) Soit P et Q deux polyndmes de Z[X]. Soit p est un nombre premier qui divise tous les
coefficients de PQ, montrer en réduisant modulo p que p divise ct(P) ou ct(Q).

b) Montrer que pour tous polynémes P et Q dans Z[X], on a ct(PQ) = ct(P) ct(Q).

¢) Soit P un polyndme unitaire de Z[X] et soit Q un polynéme unitaire de Q[X] qui divise P
dans Q[X]. Montrer que Q est a coefficients entiers.

Exercice 1.10 (Criteére d’Eisenstein). — Soit p un nombre premier et soit A= a,X" +---+ ay
un polynéme a coefficients entiers tels que a) p divise ay, ..., a,_1 ; b) p ne divise pas a, ; ¢) p*
ne divise pas ay . Alors, A est irréductible dans Q[X] .

On raisonne par I’absurde en supposant que A n’est pas irréductible dans Q[X].

a) Montrer al’aide dulemme de Gaull qu'’il existe deux polynomes non constants B et C dans
Z[X] tels que A=BC.

b) Onnote B= by;X?+---+ by. En réduisant modulo p, montrer que p divise by, ..., by_;.

¢) En déduire que p? divise ay, d’oli une contradiction.

d) Montrer que le polyndome
XP-1
X-1
est irréductible dans Q[X]. (Faire le changement de variables X =Y +1.)

:Xp_1++1

Exercice 1.11. — Montrer que I'’ensemble des nombres complexes constructibles est un sous-
corps de C qui est stable par 'opération de racine carrée.

Exercice 1.12. — On trouve dans un ouvrage de géométrie de 1833, Traité du compas (Traité
élementaire de tous les traits servant aux Arts et Métiers et a la construction des Bdtiments) de
Zacharie [14], la construction suivante.

Construire un eptagone régulier, c'est-a-dire une figure a sept cotés égaux.

D’un point quelconque tracez une circonférence ; tirez le diametre AB, divisez ce
diametre en sept parties égales (voyez la figure 45), aux points 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ; des
points A et B, pris pour centre, et avec une ouverture de compas égale au diametre
AB, tracez des arcs qui se couperont en C ; du point d intersection C, tirez la ligne
C5, que vous prolongerez jusqu’a la circonférence, au point D ; tirezlaligne BD, elle
sera le coté de I'eptagone; portez avec le compas la longueur de la ligne BD sur la
circonférence, aux points E, F, G, H, I et vous aurez I’eptagone demandé.

Faire une figure et dire ce qui ne va pas.

Exercice 1.13. — Soit P le polynome X* - X —1.

a) Montrer qu’il a exactement deux racines réelles. On les notes x; et x,. On note x3 et x4 les
deux racines complexes conjuguées.

b) Montrer qu’il est irréductible sur Q.
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¢) On cherche a écrire P(X) = (X + aX + b)(X? + cX + d). Exprimer b, c¢ et d en fonction
de a. En déduire un polyndme Q de degré 3 tel que, a étant fixé, ce systéme a une solution si
et seulement si Q(a?) =0.

d) Montrer que Q estirréductible sur Q-

e) Montrer que a appartient a Q(x;, x,). En déduire que x; et x, ne sont pas tous deux
constructibles a la regle et au compas.

Exercice 1.14 (Formules de Newton). — a) Montrer les formules suivantes, qui relient
sommes de Newton et fonctions symétriques élémentaires dans Z[Xj,...,X,] :

sim<n, Np—Np_1S+-+D"NS,1+(=1)"mS,,=0;

sim>n, N,—N,_1S1+--+(=1)"N,,_,S,=0.

b) En déduire que tout polyndme symétrique de Q[Xj,...,X,] s’écrit de maniere unique
comme un polynéme en les sommes de Newton Ni,...,N,. Qu'en est-il dans un corps de
caractéristique p>07?

Exercice 1.15. — Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement. On dit qu'un élé-
ment g € G est d’ordre d si d est le plus petit entier > 1 tel que g% =1.

a) Soit g et h deux éléments de G d’ordres m et n premiers entre eux. Montrer que gh est
d’ordre mn.

b) Plus généralement, si G posséde deux éléments d’ordres m et n, montrer qu’il existe un
élément de G d’ordre ppcm(m, n).

¢) Montrer qu’il existe un entier d > 1 et un élément g € G tel que a) g soit d’ordre d ; b)
pourtout he G, h%=1.

Exercice 1.16. — Soit E un corps et soit G un sous-groupe fini de E*. Montrer que G est cy-
clique. (Considérer un couple (d,g) comme dans I'exercice 1.15 et montrer que G =Z/dZ, g
étant un générateur.)

Exercice 1.17. — Soit j: K — E une extension de corps et soit xi,...,x, des éléments de E.
Montrer I’équivalence des propriétés suivantes :

a) les x; sont algébriques sur K ;

b) Kl[x,...,x,] est de dimension finie sur K ;
¢) Klxy,...,x,] estun corps;

d) K(x,...,x,) estde dimension finie sur K.

Limplication (3) = (4) nécessite le théoreme 6.8.1 (théoreme des zéros de Hilbert).

Exercice 1.18. — On appelle degré, poids et degré partiel d'un monéme Xli1 X" les expres-
sions i+ + iy, iy +2i + -+ ni, et max(iy,..., i,). Le degré, le poids et le degré partiel d'un
polynéme P, notés respectivement deg(P), w(P) et 6(P), sont par définition le maximum des
degrés, poids et degrés partiels de ses mondmes non nuls.

a) Calculer le degré, le poids et le degré partiel des polyndmes symétriques élémentaires
St Sy
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b) Soit P € Z[Xj,...,X;] un polyndme symétrique. D’apres le théoreme 1.5.3, il existe un
unique polynéme Q € Z[Xi,...,X,] tel que P = Q(Sy,...,S,). En revenant a la preuve par
récurrence du théoreme 1.5.3, démontrer que deg(P) = w(Q) et 6(P) = deg(Q).



2

« Mais ou1 sont mes racines ? »

Le point de vue qui prédomine au premier chapitre est celui des nombres et
des éventuelles équations algébriques dont ils sont les solutions. Dans celui-
ci, nous renversons les roles et nous intéressons aux équations polynomiales et
a leurs racines éventuelles. En généralisant la construction des nombres com-
plexes a partir de celle des nombres réels, nous montrons comment créer les
racines d'un polynéme qui n'en a pas assez!

2.1. Anneau des restes

Soit K un corps et P un polyndme non constant de K[X]. Notons d son degré. Mu-
nissons I’espace vectoriel E des polyndmes de degré < d d’une structure d’anneau de
la facon suivante :

— l'addition, I'’élément 0 sont fournis par la structure d’espace vectoriel ;

— I'élément 1 est le polyndme constant 1 ;

— si A et B sont deux polynémes de E, on définit A* B comme le reste de la division
euclidienne du polynéme AB par le polynéme P.

Montrons que cela définit effectivement un anneau. Il est tout d’abord clair que
(E,+,0) est un groupe abélien. La loi interne (E, *,1) est commutative, I'élément 1
est neutre: 1+ A= Ax* 1 est le reste de la division euclidienne de A par P, donc est
A puisque deg A < d = deg P. Montrons qu’elle est associative. Pour cela, écrivons les
divisions euclidiennes AB= PQ;+ A* B, et (A% B)C = PQy + (A* B) x C, de sorte que

ABC = (PQ, + A* B)C = PQ,C + PQy + (A% B) * C= P(Q,C+ Q2) + (A * B) * C,

ce qui prouve que (A * B) x C est le reste de la division euclidienne de ABC par P. De
méme, A (B * C) estle reste de la division euclidienne de ABC par P, donc est égal a
(A= B) * C, ce qui prouve l'associativité. La distributivité se montre de méme :sil’'on a
les deux divisions euclidiennes AB = PQ; + A* B et AC = PQ,+ A= C, on en déduit

AB+C)=AB+AC=P((Q1+Q2)+A*B+ AxC.
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Ainsi, A* B+ A * C est le reste de la division euclidienne de A(B+ C) par P, donc est
égala A (B+ C) par définition.

Remarquons que I'application a — a ('élément a € K a pour image le polynéme
constant a) est un homomorphisme d’anneaux K — E.

DEFINITION 2.1.1. — Lanneau ainsi construit est noté K[X]/(P).

C’est l'anneau des restes des divisions euclidiennes par P. Bien entendu, on ne va pas
trainer le symbole * de multiplication trop longtemps : dés qu’on sera habitué a ce
nouvel anneau, on notera la multiplication comme d’habitude — c’est-a-dire qu’on ne
la notera pas.

PROPOSITION 2.1.2. — Soit P un polynome non constant de K[X]. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

a) l'anneau K[X]/(P) est un corps;
b) l'anneau K[X]/(P) estintegre;
c) lepolynome P estirréductible dans K[X].

Démonstration. — Limplication (1) = (2) est évidente. Supposons (2). Si P = QR dans
K[X], pour deux polyndémes Q et R de degrés < degP,ona Q* P =0 dans K[X]/(P),
ce qui contredit le fait que K[X]/(P) soit integre; par suite, P est irréductible dans
K[X], d’ot (3). Supposons enfin (3). Soit A un polynéme non nul de K[X]/(P) et mon-
trons qu’il a un inverse dans K[X]/(P). Comme P est irréductible et A non multiple
de P, ils sont premiers entre eux et la relation de Bézout (corollaire 2.4.2) fournit deux
polynéomes U et V dans K[X] tels que UA+ VP =1.Si U = PQ+ U, est la division
euclidienne de U par P, on aalors U; * A= 1, ce qui prouve que A estinversible. [

Soit P un polynéme irréductible de K[X] et considérons donc I'extension de corps
que nous venons de construire j: K — K[X]/(P). Notons x le polyndbme X dans
K[X]/(P). Par construction, pour tout polynéme A € K[X], A(x) est le reste de la
division euclidienne du polynéme A(X) par le polyndbme P. En particulier, P(x) = 0.
Autrement dit, nous venons de créer une extension du corps K dans lequel le polynéme
P a une racine. Le théoreme suivant affirme que c’était méme la « meilleure » facon de
le faire : cet anneau K[X]/(P) vérifie en effet une propriété universelle.

THEOREME 2.1.3. — Soit K un corps et P un polynéme de K[X]. Notons A l'anneau
K[X]/(P) et j: K — A 'homomorphisme d’‘anneaux canonique. Soit i: K — B un ho-
momorphisme d'anneaux et y un élément de B tel que P(y) = 0. Alors, il existe un
unique homomorphisme d'anneaux f: A— B telquepour fj=1i et f(x)=y.
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On représente cela parfois par un diagramme

J
K— A

|
\'f
i +

B

ou la fleche pointillée f: A — B est celle dont |'existence est affirmée par le théoreme.

Lidée de la démonstration n’est pas compliquée. Il faut comprendre ce qu’on a fait
en construisant K[X]/(P). On est parti de 'anneau K[X] dans lequel on a un élément
X supplémentaire, mais qui ne vérifie rien du tout; en particulier, il n’est pas racine de
P. Simplement, on a changé intelligemment les régles de calcul en imposant P(x) =0
et toutes les conséquences de cette annulation.

Démonstration. — Si f(x) = y, on doit avoir f(Q(x)) = Q(y) pour tout polynéme Q €
K[X], et en particulier pour tout polynome de degré < degP. Cela montre qu'’il existe
au plus un tel homomorphisme f et que s'il existe, il est donné par I'application

[ KIX]/(P)—B, QX)— Q.

(Rappelons qu'un élément de K[X]/(P) est un polyndme de degré < degP.) Définis-
sons ainsi f. Il faut maintenant vérifier que c’est un homomorphisme d’anneaux. C’est
évidemment un homomorphisme de K-espaces vectoriels qui vérifie fj = i. De plus,
si Q et R sont deux polynomes de K[X] de degrés < degP, écrivons la division eucli-
dienne de QR par P, soit QR = PS+ Q * R. Alors, puisque P(y) =0 dans B,

FQ*R) =Q*R)(y) = Q= R)(y) +P(y)S(y) = (QR)(y) = QR = f(Q f(R),
ce qui prouve que f est un homomorphisme d’anneaux. O

Pour résumer la construction de ce paragraphe, introduisons une définition.

DEFINITION 2.1.4. — Si i: E— F et j: E — F' sont deux extensions de E, un homo-
morphisme d’extensions de F dans F' est un homomorphisme de corps f: F — F' tel

que fi=j.
Un isomorphisme d'extensions est un homomorphisme bijectif.

THEOREME 2.1.5. — Soit K un corps et P un polynéme irréductible a coefficients
dans K. 1l existe une extension finie de corps K — Ky, une racine x de P dans K; telle
que

a) Ky =Klx];

b) Si K — L est une extension de corps, l'ensemble des homomorphismes d'extensions

de K, dans L est en bijection avec l'ensemble des racines de P dans L, la bijection étant
donnée par f — f(x).
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2.2, Extensions de décomposition

DEFINITION 2.2.1. — Soit K un corps et P un polynéme non constant de K[X]. Une
extension de décomposition de P est une extension de corps j: K — E telle que:

a) Dans E, P soit un produit de facteurs de degré 1 : si d est le degré de P et ¢ son

d
coefficient dominant, il existe des x; dans E tels que P=c [] (X —x;) ;
i=1
b) E soit le corps engendré par les x; : E = K(xy,...,Xg).
Autrement dit, une extension de décomposition d'un polyndéme irréductible P est
une extension qui contient toutes «les » racines de P (c’est la condition a) et qui est
«minimale » (c’est la condition b).

THEOREME 2.2.2. — Soit K un corps et P un polynéme non constant de K[X].

a) Il existe une extension de décomposition de P ;

b) Deux telles extensions sont isomorphes : si j: K — E et j': K — E' sont deux ex-

tensions de décomposition de P, il existe un isomorphisme de corps f: E — E' tel que
fi=J.
Démonstration. — Commencons par une remarque tres simple : soit K — E une ex-
tension de décomposition de P et soit @ une des racines de P dans E. On peut ainsi
écrire P = (X — a)Q ou Q est un polynéme a coefficients dans K[a]. Alors, E est une
extension de décomposition du polynéme Q sur K[a]. Cette remarque ouvre la voie a
la démonstration : réciproquement, si on sait construire K[a], on obtiendra une exten-
sion de décomposition E par récurrence. Et justement, on sait construire K[a] : c’est
le résultat de la section précédente.

On démontre a) et b) par récurrence sur le degré de P. Lorsque degP = 1, il suffit de
poser E = K. Soit Q € K[X] un facteur irréductible de P. D’apreés le théoreme 2.1.5, il
existe une extension K — Kj et un élément x; € K; tel que a) Q(x;) =0;b) K; = K[x;].
Soit alors P; le quotient de P par X — x; dans K;[X]. Par récurrence, P, admet une
extension de décomposition sur K, soit K; — E. La composée de ces extensions K —
E est une extension de corps dans laquelle P est produit de facteurs de degré 1. De
plus, si xz,...,x4 sontles racines de P; dans E (on anoté d =degP),ona

E=Ki[x,...,xq] = K[x1][x2,...,Xq] = K[x1,...,X4]

si bien que E est engendré par les x; sur K. C’est donc une extension de décomposi-
tionde P sur K.

Soit K — E’ une autre extension de décomposition de P et construisons un iso-
morphisme d’extensions de E dans E’'. Par hypothese, le facteur irréductible Q de P
choisi dans la construction de E a une racine x; dans E’. Il existe ainsi d’apres le théo-
réme 2.1.5 un homomorphisme d’extensions f; de Kj dans le sous-corps K] = K[x;]
de E'. Comme il est surjectif, c’est méme un isomorphisme et par cet isomorphisme,
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le polynome P; est envoyé sur le polynome P; = P/(X - x;). Par récurrence, il existe un
isomorphisme f: E — E' qui prolonge I'isomorphisme f;: K; — Kj. O

2.3. Corps algébriquement clos; cl6ture algébrique

DEFINITION 2.3.1. — On dit qu'un corps K est algébriquement clos si tout polynoéme
non constant de K[X] a une racine dans K.

Par récurrence sur le degré, il revient au méme de demander que fout polynome soit
scindé dans K. Les constructions de ce chapitre montrent aussi qu'un corps est algé-
briquement clos si et seulement s’il n'a pas d’extension algébrique non triviale (C’est-a-
dire : si j: K — E est une extension algébrique, j est un isomorphisme). Un sens est
clair : si K est algébriquement clos et si j: K — E est une extension algébrique, soit x
un élément de E, soit P son polynd6me minimal. Par hypothese, P est scindé dans K :
il existe des éléments xi,...,x, de K telsque P = (X—x)...(X—x,). Puisque P(x) =0,
x estl'undes x; (C’est-a-dire en fait'un des j(x;)). Ainsi, j est surjectif et donc un iso-
morphisme. Dans l'autre sens, soit P un polyndme non constant de K[X] et soit Q un
facteur irréductible de P. On a montré que I’anneau de restes K[X]/(Q) est une exten-
sion algébrique de K de degré degQ. Si K n’a pas d’extension algébrique non triviale,
cela implique degQ =1, si bien que Q a une racine dans K, et donc P aussi.

DEFINITION 2.3.2. — Une cloture algébrique d’'un corps K est une extension algé-
brique j: K — Q ot Q est un corps algébriquement clos.

THEOREME 2.3.3 (Steinitz, 1910). — Tout corps admet une cloture algébrique; deux
clotures algébriques sont isomorphes.

Il y a dans la nature deux types de clotures algébriques : celles qu'on peut voir,
comme celle du corps des nombres réels (le corps des nombres complexes) et celles
qui sont construites par un procédé transfini comme dans la démonstration du
théoreme d’existence d’'une cloture algébrique.

THEOREME 2.3.4. — Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Contrairement aux apparences, c’'est un théoreme d’analyse. Nous en donnons
trois démonstrations. La premiere est courte et franchement analytique. La seconde
est d’apparence algébrique mais 'analyse est cachée dans le théoréeme des valeurs
intermédiaires. La troisieme est topologique.

Démonstration (premiere). — Soit P € C[X] un polyndme non constant. Supposons
qu’il n’a pas de racine dans C. Ecrivons P = a,X" +---+ ayp, donc a, #0 et n > 1.
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Alors, si z€ C est de module >1,0na

|P(2)| > |ay|1zl" — (laol + -+ |ay_1]) 121"

. 1
> |2"| lan] = a0l +-+-+ lan-]) |

En particulier, |P(z)| tend vers +oo quand |z| tend vers +oo. Il en résulte que la fonc-
tion 1/|P| est holomorphe sur C (car P ne s’annule pas) et bornée, ce qui implique
qu’elle est constante ; contradiction. O

Démonstration (deuxieme). — Soit P € C[X] un polyndme non constant. Le polynome
Q(X) = P(X)P(X) est a coefficients réels. Si nous démontrons qu’il a une racine com-

plexe z, alors ou bien P(z) =0, ou bien P(z) = P(z) =0 et P aune racine complexe. Il
suffit donc de démontrer que tout polynéme non constant P € R[X] a une racine com-
plexe, ce que nous allons faire par récurrence sur la plus grande puissance de 2, v,(P),
qui divise le degré de P.

Si cette puissance est 0, c’est-a-dire si deg P est impair, les limites de P(x) lorsque
X — o0 sont +oo et —oo (laquelle précisément dépend du signe du coefficient domi-
nant de P). D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, P a une racine réelle.

Supposons le résultat établi pour les polynomes P tels que v2(P) < n et soit P un
polynéme de R[X] vérifiant v»(P) = n. Soit Q une extension de C dans lequel P est
scindé et notons (¢;)1<i<degp S€S racines. Soit ¢ un réel. Posons, si 1 < i< j <degP,
Zjj;c = ¢i+¢j+c¢i¢; et considérons le polyndme unitaire Q € Q[X] dont les racines
sont les z; j,.. Tout d’abord, degQ = degP(degP —1)/2, donc v,(Q) = v»(P) — 1. De
plus, Q esta coefficients réels. En effet, ces coefficients sont donnés par des polyndmes
a coefficients réels en les ¢;, polyndmes manifestement invariants par toute permuta-
tion des variables. D’apres le théoreme sur les polyndmes symétriques, les coefficients
de Q s’expriment comme des polynomes a coefficients réels en les polyndmes symé-
triques élémentaires de ¢;, c’est-a-dire en les coefficients de P. Ainsi, les coefficients
de Q sont réels. Par récurrence, Q a au moins une racine z; ; dans C.

Ceci est vrai pour toute valeur de c. Comme R est infini, il existe au moins un couple
(i, j) etdeuxréels c # ¢’ tels que ¢&; t¢jt+cgigjetd;+&;+ c’{ifj soient tous deux des
nombres complexes, d'ou on déduit que a =¢; +¢; et b=¢;¢; appartiennent a C. Ils
sont alors racines du polyndme R = X%2—aX+b,dontle discriminant A = a>—4b estun
nombre complexe. Il nous suffit de montrer que A est un carré dans C pour en déduire
que les deux racines de R, a savoir ¢; et ¢, sont des nombres complexes.

Ecrivons A = p+iq. Léquation (x+iy)? = A équivaut aux équations

x2—y2:p et 2xy=gq,
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dott (x? +y?)? = p? + ¢° et x*> + y*> = \/p? + g*. On en déduit pour x* et y* les valeurs
(positives) suivantes :

2_1 2_1
x —E(p+\/p2+q2) et y —E(—p+\/p2+q2),

d’ot1 les valeurs de x et y en prenant garde au signe de g.

Cela montre que ¢; et ¢; sont des nombres complexes et que le polyndme initial P
a une racine dans C.

Par récurrence, le théoreme est démontré. O

Démonstration (troisieme). — Si z € C, on notera v(z) le cardinal de I'’ensemble fini
P71(2). Le but est de montrer que v(0) > 0 et on va en fait montrer que v(z) > 0 pour
tout ze C.

Soit A c C I'ensemble des z € C tels que P'(z) =0, U =CA et V =CP(A). Les en-
sembles U et V sont les complémentaires d’ensembles finis de C donc sont ouverts et
connexes.

Si u=x+iy et P(u) = A(x,y) +iB(x, y), on montre facilement (a partir des relations
de Cauchy) que

, 2 0A/0x O0B/0x
[P'aw|” = det (6A/0y aB/ay)'

D’apres le théoreme des fonctions implicites, si P'(u) # 0, P définit un difféomor-
phisme d’un voisinage de u sur un voisinage de P(u).

Soit en particulier z € V. Pour tout u € P~!(z), on a P'(u) # 0. Cela implique qu'il
existe un voisinage Q) de z tel que pour tout w € Q, v(w) > v(z). En particulier, I'en-
semble V* des z€ V tels que v(z) >0 est ouvert dans V.

Montrons qu'’il est aussi fermé : soit (z;) une suite de pointsde V tels que v(z;) >0 et
qui converge vers z € V. Choisissons pour tout j un élément u; € C tel que z; = P(u;).
Comme la suite (z;) est bornée et comme |P(u)| tend vers +oo lorsque |u| — +oo,
la suite (u;) est bornée. Elle possede donc une valeur d’adhérence u € C. Comme P
définit une fonction continue, P(u) est valeur d’adhérence de la suite (P(u;)) : on a
nécessairement P(u) = z et v(z) > 0. Ainsi, V' est fermé dans V.

Puisque V est connexe et que V* en est un ouvert fermé non vide, V* = V. Autre-
ment dit, v(z) >0 pour tout ze V.

Si z ¢ V, il existe par définition u € A tel que P(u) = 0 et v(z) > 0. Finalement,
v(z) >0 pour tout z€ C. O

A partir d'un corps algébriquement clos, on fabrique facilementla cloture algébrique
de n'importe lequel de ses sous-corps.

PROPOSITION 2.3.5. — Soit Q un corps algébriquement clos et soit K un sous-corps de
Q. Soit K l'ensemble des éléments de Q) qui sont algébriques sur K. Alors, K c K est une
cloture algébrique de K .
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Par exemple, 'ensemble des nombres algébriques dans C est une cloture algébrique
de Q.

Démonstration. — a) Par construction, tout élément de K est algébrique sur K. Lex-
tension K c K est donc algébrique.

b) Soit P € K[X] un polynéme non constant. Montrons qu’il a une racine dans K.
Comme K c Q et comme € est algébriquement clos, P a une racine x dans Q. Lélé-
ment x est algébrique sur K et puisque K est algébrique sur K, x est algébrique sur
K (théoreéme 1.3.16). Ainsi, x € K et P a une racine dans K, ainsi qu'’il fallait démon-
trer. O

La démonstration du théoréeme de Steinitz n’est absolument pas éclairante et repose
sur un argument de « récurrence transfinie » (donc nécessite I’axiome du choix des que
le corps n'est pas dénombrable!) On a vu comment rajouter les racines d’'un polynome.
Il faut maintenant faire cela avec chacun, ce qui nécessite un peu d’ordre.

Démonstration du théoreme de Steinitz. — Soit K le corps dont on veut construire une cloture
algébrique. Nous allons construire une extension algébrique K — Q de K dans laquelle chaque
polyndme de K[X] est scindé. Alors, Q est une cloture algébrique de K. Soit en effet un polynéme
P=X"+a,1X" ' +---+ay a coefficients dans Q, qu'on peut supposer irréductible. Chacun des a;
étant algébrique sur K, le sous-corps L = Klay,...,a,-1] € Q qu’ils engendrent définit une extension
finie de K. Nécessairement, P est irréductible dans L[X]. Soit ainsi L — L[X]/(P) une extension
algébrique finie dans laquelle le polynéme P a une racine «, de polynéme minimal P. Comme L est
algébrique sur K, a est algébrique sur K. Il a ainsi un polynéme minimal Q € K[X]. Comme Q(a) =0,
Q est multiple de P dans L[X]. Mais par construction, Q est scindé dans Q. Par suite, P aussi. Ainsi, Q
est bien une extension algébriquement close de K.

La méthode pour construire 2, consiste a « rajouter » patiemment les racines de chaque polynéme
irréductible de K[X]. Pour le faire, munissons 'ensemble & des polynomes irréductibles d'un bon
ordre <, c’est-a-dire d'un ordre total tel que toute partie non vide admette un plus petit élément. L'ordre
standard sur N est un bon ordre. Lexistence d'un tel ordre sur tout ensemble équivaut a I'axiome
du choix, ou au lemme de Zorn. Si K est dénombrable, I'ensemble des polynémes irréductibles
est dénombrable et les énumérer fournit un bon ordre. Une fois choisi un tel ordre, le principe de
récurrence s’énonce et se démontre (quasiment) de la méme fagon que pour les récurrences sur n €N :
Soit (X,<) un ensemble muni d'un bonne ordre et P une propriété des éléments de X. Supposons
que soit vérifiée 'assertion : « soit x € X, si pour tout y € X, y < x, P(y) est vérifiée, alors P(x) est
vérifiée », alors P(x) est satisfaite pour tout x € X. (Démonstration : sinon, I’ensemble des x € X tels
que P(x) n'est pas vérifiée admet un plus petit élément xy. Par définition, pour tout y < xg, P(y) est
vraie. D’apres I'assertion entre guillemets, P(xp) est vraie, ce qui est une contradiction.)

On montre maintenant I'existence d’une famille d’extensions algébriques jp: K — Qp, pour P€ &,
dans laquelle P estscindé, et d’homomorphismes jg : Qg — Qp si BQ sont deux polynémes de & avec
Q < P de sorte que 'on ait jp = jg o jo. (Cela veut en fait dire que Qp est une extension non seulement
de K mais de tousles Q¢ qui précedent.)

Pour établir ceci par récurrence, il faut faire deux constructions si P€ € :

— la premiére, que je ne veux pas définir formellement, est la limite inductive Q<p de toutes les ex-
tensions Qg avec Q < P. C’est essentiellement la réunion de ces corps : pour calculer dans Q<p, on
choisit un Qg ou tout est défini et on fait les calculs l1a. En utilisant les homomorphismes jg,, on voit
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que le résultat des calculs est essentiellement indépendant de ’endroit ot on les a faits. On dispose alors
d’homomorphismes jSP: Qo — Q<p.

- la seconde consiste a rajouter au corps Q<p toutes les racines de P : on définit Qp comme une
extension de décomposition du polynéme P sur le corps Q<p, d'olt un homomorphisme de corps
j;P : Q<p — Qp qui composé avec les jSP fournit les homomorphismes j[? : Qo — Qp cherchés.

Une fois I'existence de ces (Qp, j}?) obtenue, on peut alors définir Q comme la limite inductive des
Qp.

Pour démontrer que deux cldtures algébriques sont isomorphes, nous utiliserons un théoréme du
chapitre suivant. Soit K — Q' une cloture algébrique de K. Nous voulons montrer qu'il existe un K -
homomorphisme de la cléture algébrique Q que nous venons de construire dans Q'. On montre par
récurrence qu’il existe pour tout P € & un K-homomorphisme ap: Qp — Q' tel que apo j}? = aq pour
Q < P.C’estvrai pour P=min¢ puisqu’alors Qp = K. Fixons maintenant P € €. En combinant tous les
homomorphismes aq: Qg — Q', pour Q< P et Q # P, ond définit un K -homomorphisme a<p: Q<p —
Q. Comme le corps Qp est une extension de décomposition du polynéme P sur le corps Q<p, il résulte
du théoréme 3.1.6 que 'homomorphisme a<p s’étend en un K-homomorphisme ap: Qp — Q'.

Mis bout a bout, les ap définissent un K-homomorphisme a: Q — Q'. Comme tout homomor-
phisme de corps, a est injectif. Montrons qu’il est surjectif. Soit x un élément de Q'. Par définition, x
est algébrique sur K. Soit P son polynéme minimal dans K[X]. Comme Q est une cloture algébrique

L n
de K, P estscindé dans Q. Ecrivons ainsi P = [] (X — x;) dans Q[X]. Alors,
i=1
n
0=P(x) =[] (x-alx))
i=1

sibien que x estl'un des a(x;) et a est surjectif. C’est un isomorphisme, ce qu'’il fallait démontrer. O

2.4. Appendice : structure des anneaux de polynémes

Rappelons qu'un idéal d'un anneau A est un sous-groupe abélien I c A tel que si
acAetbel, abel.Si a estun élément de A, I'idéal principal engendré par a est
I’ensemble des ab pour b décrivant A. On le note aA ou (a). On dit inversement que
a est un générateur de I'idéal (a).

THEOREME 2.4.1. — Si I est un idéal de K[X], il existe un polynéme P € K[X] tel que
I=(P).

Un anneau integre dans lequel tout idéal est principal est en général appelé anneau
principal.

Démonstration. — On refait essentiellement I’argument de la proposition 1.3.9 (qui
en est un cas particulier : prendre pour I 'ensemble des P € K[X] tel que P(x) =0). Si
I =10}, on pose P = 0. Sinon, soit d > 0 le plus petit degré d'un élément non nul de
I et soit P € I un polyndme de degré d. Comme I est un idéal, pour tout Q € K[X],
on a PQ € I, donc (P) c I. Réciproquement, soit A un élément de I et introduisons
la division euclidienne A= PQ+ R de A par P. Ona PQe€ I, si bien que R= A— PQ
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appartient a I. Par définition, degR < degP. Le choix de P implique R=0,d'ou A=
PQe (P). O

Remarquez qu'un idéal non nul de K[X] a plusieurs générateurs. Cependant, si P et
Q sont deux polynémes non nuls qui engendrent le méme idéal, il existe A € K* tel que
Q = AP. En particulier, un idéal non nul possede un unique générateur unitaire.

COROLLAIRE 2.4.2. — Soit A et B deux polynémes. Lensemble I des polynomes de la
forme AP+ BQ, avec P et Q dans K[X], est un idéal de K[X]. Si D est un générateur de
cet idéal, alors

a) ilexiste U et V tels que D= AU+ BV ;
b) D divise A et B;
c) tout polynome C divisant a la fois A et B divise D.

Ainsi, D estun plus grand diviseur communde A et B. Il est bien défini a un scalaire
pres, si bien qu’'on conviendra d’appeler pgcd de A et B I'unique générateur de I qui
est unitaire. Rappelons qu’on dit que deux polynémes A et B sont premiers entre eux
si leurs seuls diviseurs communs sont les polynomes constants. D’apres ce résultat,
cela revient a dire qu’il existe deux polynémes U et V tels que AU+ BV =1 :C'est le
«théoréme de Bézout ».

Démonstration. — Comme [ est I'ensemble des AP + BQ pour P, Q décrivant K[X]
etcomme D€ [, il existe U et V dans K[X] tels que D= AU+ BV, d’ou a).

Comme A=A-1+B-0, Ae [ etil existe P € K[X] tel que A= PD.De méme, il existe
Q€ K[X] tel que B=QD. Ainsi, A et B sont tous deux multiples de D, d’ou b).

Enfin, si C divise A et B, écrivons A= CP et B=CQ pour deux polyndémes P et Q.
Larelation D = AU + BV entraine D = CPU + CQV = C(PU + QV), si bien que C divise
D. ]

De cela, on déduit que le pgcd de deux polynémes ne dépend pas du corps dans
lequel on le calcule :

PROPOSITION 2.4.3. — Soit K c L une extension de corps, A et B deux polynomes de
KI[X]. Alors, le pgcd de A et B dans L[X] est égal au pged dans L[X].

Démonstration. — Soit D le pged de A et B dans K[X] et E le pgcd de A et B dans
L[X]. Comme D divise tout autant A et B dans L[X] qu'il les divise dans K[X], D
divise E. Pour montrer 'autre divisibilité, considérons U et V dans K[X] tels que D =
AU + BV. Comme E divise A et B, il divise nécessairement D ! Puisqu’on a pris soin
de choisir D et E unitaires, ils sont égaux. O

On déduit aussi de la relation de Bézout le «lemme de Gauss », qui est le point crucial
dans la démonstration de la factorialité des anneaux de polynomes.
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LEMME 2.4.4 (Lemme de Gauss). — Soit P un polynéme irréductible de K[X]. Soit A
et B deux polynomes de K[X] tels que P divise AB. Alors, P divise A ou P divise B.

Démonstration. — Supposons que P ne divise
pas A. Comme P est irréductible, ses seuls divi-
seurs sont les polynomes constants A € K* et les
multiples AP pour A € K*. Parmi ceux-ci seuls les
polyndmes constants divisent A, si bien que A et P
sont premiers entre eux. Par suite, il existe U et V
tels que AU + PV = 1. Multiplions cette relation par
B; on obtient ABU + PBV = B. Comme P divise
AB, on peut écrire AB = PQ. Alors, B= P(QU + BV)
est multiple de P, cqfd. O

=
V)
5
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-
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THEOREME 2.4.5. — Tout polynéme non nul A de
KI[X] admet une décomposition en facteurs irréduc-

m .
tibles: A=a[] Pf’ ot ae K*, m >0 etoil, pourtout i, P; estun polynéme irréductible
i=1

unitaire et n; un entier > 1.

4 i

m n.
Deplus, si A=a' [] Qj’ est une autre décomposition, ona a=a', m=m' et il existe
j=1
une permutation o de {1;...; m} telle que pour tout i, P; = Qgu;) et n; = n(’m.).

On dit que 'anneau K[X] est un anneau factoriel.

Démonstration. — Lexistence d'une telle décomposition se fait par récurrence sur le
degré de A. Si A est irréductible, on écrit A = aP avec P irréductible unitaire et a le
coefficient dominant de A. Sinon, on peut écrire A = A; A, pour deux polynémes A;
et A, de degrés strictement inférieurs a deg A, et on conclut par récurrence.

Lunicité est le point important. On peut encore raisonner par récurrence. En consi-
dérant les coefficients dominants, on obtient a = a’. Ensuite, comme P; est irréduc-
tible et divise A, il divise I'un des Q;, notons le Qy(1). Puisque Qy(1) est irréductible,
nécessairement P; et Qy(;) sont multiples 'un de I'autre ; comme ils sont unitaires, ils
sont égaux. On applique I'hypothése de récurrence a A/ P; ce qui permet de conclure.

O

Donnons maintenant la définition générale d'un anneau factoriel.

DEFINITION 2.4.6. — Soit A un anneau integre. On dit qu'un élément a dans A est
irréductible sia) a n'est pas inversible;b) pour tous x et y dans A telsque a=xy, x ou
y estinversible dans A.

On dit que 'anneau A est factoriel si
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a) pour tout élément non nul a € A, il existe un entier r > 0, des éléments irréduc-
tibles py,..., pr et un élément inversible u tels que a = up; ... p, (existence d'une dé-
composition en facteurs irréductibles) ;

b) sia=up;...pr eta=rvq...qs sontdeux décompositions en facteurs irréductibles,
alors r = s, il existe une permutation o de {1;...;r}, des éléments inversibles u; (1 <
j < r) tels que pour tout j, qj = ujpy(j) («unicité» de la décomposition en facteurs
irréductibles).

THEOREME 2.4.7 (Gauss). — Si A est un anneau factoriel, A[X] aussi.

La démonstration commence par décrire les éléments irréductibles de A[X] : outre
les éléments irréductibles de A, ce sont les polynomes de A[X] dont les coefficients
sont premiers entre eux et qui sont irréductibles en tant que polynémes a coefficients
dans le corps des fractions de A. Elle utilise ensuite une variante du lemme de Gauss
(lemme 2.4.4). Pour I'énoncer, appelons contenu de A[X] le pgcd de ses coefficients.
Alors, si P et Q sont deux polynémes de A[X], le contenu de leur produit PQ est égal au
produit des contenus de P et Q.

COROLLAIRE 2.4.8. — Les anneaux Z[Xy,...,Xy] et, si K est un corps, K[X,...,Xyl,
sont factoriels.

2.5. Appendice : anneaux quotients

Dans ce paragraphe, j’explique comment généraliser la construction de ’anneau des
restes faite au paragraphe 2.1.

La situation est la suivante. On se donne un anneau A et un idéal I de A; le but est
de construire un anneau quotient qui sera noté A/I et un homomorphisme d’anneau
surjectif 7: A— A/I de noyau I. Ainsi, deux éléments a et b auront méme image dans
AlT si et seulement si leur différence a — b appartient a I : on dit alors que a et b sont
dans la méme classe modulo 1. (Exercice : vérifier que cela fait bien une relation d’équi-
valence.) Au §2.1, nous avons traité le cas o A = K[X] et I = (P) estl'idéal engendré
par un polynéme P € K[X]. Dans ce cas, la division euclidienne fournit un représen-
tant privilégié de chaque classe modulo I. Lorsque A=Z et I = (n), on a encore un
représentant privilégié, par exemple les entiers de {0;...; n—1}. Ce sera le cas dans tout
anneau euclidien, mais pas en général. On ne se laisse pas arréter par cette difficulté :
le choix du représentant n’a strictement aucune importance et on peut choisir un re-
présentant de chaque classe, fixé une fois pour toute. Une maniere plus élégante (?)
consiste a définir A/I comme l'ensemble des classes d’équivalences modulo I.Si a€ A,



2.5. APPENDICE : ANNEAUX QUOTIENTS 41

notons a la classe de a dans A/I. Lapplication n: A — A/I est tout simplement défi-
nie par 7 (a) = a. Paradoxalement, plutdot que de choisir un représentant par classe, on
manipule ainsi toute la classe.

Dire que 7 est un homomorphisme d’anneaux revient a dire que I’addition et la mul-
tiplication sur A/I sont définies de sorte a étre compatibles avec celles de A. Il faut
ainsi vérifier que si d=betc=d,alorsatc=b+detac=bd.Or, (b+d)—(a+c)=
(b—a)+(c—d) et bd—ac=(b-a)d+ a(d- c) sont la somme de deux éléments de
donc appartiennent a I. Les autres axiomes se vérifient de la méme facon.

Si I est un idéal de A, il est alors intéressant de traduire en termes de I'idéal I les
propriétés algébriques que peuvent avoir 'anneau quotient A/I.

PROPOSITION 2.5.1. — a) L'anneau A/l est nul si et seulementsi A=1;

b) l'anneau A/l est integre si et seulement si 1 # A et si pour tous x et y dans A\,
xy€l;

¢) l'anneau Al est un corps si et seulement si I # A et si les seuls idéaux de A conte-
nant I sont I et A.

Dans le cas b), on dit que I est un idéal premier; dans le cas c), que c’est un idéal
maximal.

PROPOSITION 2.5.2. — Soit A un anneau principal qui n'est pas un corps. Ses idéaux
premiers sont a) l'idéal nul (0) ;b) les idéaux (p) engendrés par un élément irréductible.
Parmi ceux-ci, seul l'idéal nul n'est pas maximal.

Concernant I'existence d’idéaux maximaux dans un anneau général, on a les théo-
remes suivants.

THEOREME 2.5.3 (Krull). — Soit A un anneau. Tout idéal de A distinct de A est
contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. — Soit I unidéalde A, I # A. Soit F I'ensemble desidéaux J de A tels
que I c J et J # A. Munissons J d’'un bon ordre < dont I soit I'élément minimal. On
définit alors par récurrence une famille croissante d'idéaux de F de la facon suivante.
Si a=I=min(¥), on pose I, = I. Soit maintenant a € F et supposons défini I'idéal I, /.
Soit b = s(a) le successeur de a dans (&,<). Si I, c b, on définit [, = b. Sinon, on pose
Iy = I,. Par récurrence, tous ces idéaux sont distincts de A et contiennent /.
Laréunion des idéaux I, est alors unidéal / de A. Montrons que c’est un idéal maxi-
mal qui contient I. Tout d’abord, J # A. Sinon, on aurait 1 € J =JI, etil existerait a e F
tel que 1 € I, ce qui est absurde. Ensuite, si b # A est un idéal de A qui contient J, il
contient I, donc est dans . Comme J = JI, est contenu dans b, chacun des I, 1'est
et en particulier I, c b. Par construction, on a alors I = b et J = b. Cela prouve que J
est maximal. O
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COROLLAIRE 2.5.4. — Soit A un anneau. Un élément de A est inversible si et seulement
si il Wappartient a aucun idéal maximal de A.

Démonstration. — Soit I = (a) I'idéal engendré par un élément a € A. Si a est inver-
sible, il existe b € A tel que ab =1, d ot 1 € I. Alors, pour tout x € A, x =1x € I donc
I = A. Ainsi, I n’est contenu dans aucun idéal maximal, donc a n’appartient a aucun
idéal maximal. Réciproquement, si a n'est pas inversible, I # A. Il existe d’apres le
théoreme 2.5.3 un idéal maximal qui contient I. Cet idéal maximal contient a. O

2.6. Appendice : théoréme de Puiseux

Le théoreme de Puiseux auquel cet appendice est consacré peut étre appréhendé de
deux manieres différentes :

— du point de vue analytique, il montre que les solutions d'une équation poly-
nomiale dont les coefficients sont des fonctions holomorphes (des séries entieres)
peuvent étre paramétrées et fournissent des fonctions holomorphes en un parametre
tl/n :

— du point de vue algébrique, il décrit explicitement la cloture algébrique du corps
des fonctions méromorphes dans un voisinage de 0.

Si r >0, soit A(r) 'ensemble des fonctions continues sur le disque fermé D, r)

C dont la restriction au disque ouvert D(0,r) est holomorphe. C’est un anneau; en

vertu du principe des zéros isolés, il est integre. Si f € A(r), posons || f| = sup |f(2)].
lzI<Tr

X

C’est une norme sur A(r) qui définit la topologie de la convergence uniforme. Une
limite uniforme de fonctions continues est continue, une limite uniforme de fonctions
holomorphes est holomorphe. Par suite, cette norme fait de A (r) un espace de Banach,
et méme une algebre de Banach car on a I'inégalité ||fg|| < ||f || || g|| .

Une fonction f dans A(r) a un développement en série entiere

f@=) anz",
n=0

qui converge pour |z| < r, comme on peut le voir, par exemple, a 'aide des estimées
de Cauchy des dérivées des fonctions analytiques. Deux fonctions distinctes ont des
développements distincts, ce qui nous permet d’identifier les éléments de A(r) a leur
série entiére. Un mot concernant la notation : nous allons manipuler des polynémes a
coefficients dans A(r), c’est-a-dire des polyndmes dont les coefficients sont des fornc-
tions. Nous noterons X l'indéterminée polynomiale, et z 'argument des fonctions
dans A(r). Par exemple, dans le théoreme ci-dessous, I'expression P(z¢, X) est le poly-
nome de C[X] obtenu en évaluant en z° chaque coefficient du polynéme P € A(r)[X].
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THEOREME 2.6.1 (Puiseux). — Soit P un polynéme unitaire de degré n a coefficients
dans A(r). Il existe un entier e > 1, un réel p € 10;r'°], un entier e > 1 et des séries
X1,...,xXn € A(p) telles que
n
Pz X) = [ [ (X - x(2)).
i=1

En particulier, les n racines du polynéme P(#) sont paramétrées sous la forme de sé-
ries x;(z'/¢) en une puissance fractionnaire de z. Donnons quelques exemples simples
qui montrent a la fois la nécessité d’introduire une telle puissance fractionnaire et aussi
que le rayon de convergence des solutions peut étre inférieur a celui des coefficients
de I'équation :

a) lesracinesde P = X?—-2zX -1 sont

/2
xl(Z):z+\/1+z2—1+z+Z( n) 2n

n=1

et

0@)=z-V1+z2=-1+z+ ) (1’/12)(—1)’%2”,

n=1
deux séries entiéres qui convergent pour |z| < 1.
b) les racines de P = X2 — z(1 + z) sont

I/ZW + Z (1/2) 1/2 2n+1

deux séries convergentes pour |z| < 1.Dans ce cas,ona e =2.

La démonstration du théoreme 2.6.1 se fait par récurrence sur n.

PROPOSITION 2.6.2. — Soit P € A(r)[X] un polynoéme unitaire de degré n. On suppose
qu'il existe deux polynomes unitaires Qg et Ry € C[X] de degrés < n, premiers entre eux,
tels que P(0) = QoRy. Alors, il existe p € ]10;r] et deux polynémes unitaires Q et R a
coefficients dans A(p), tels que Q(0,X) = Qyp(X), R(0,X) = Ry(X) et P =QR.

Démonstration. — C’est une application du théoreme des fonctions implicites, dans
sa version holomorphe. Nous allons cependant la présenter a 'aide du théoreme de
point fixe de Banach.

Posons Py = P(0) et soit P, € A(r)[X] tel que P = Py + zP;. Soit m = degQy, p =
degRy;ona m+ p = n.Cherchons Q et R sous laforme Q=Qp+zU et R=Ry+2zV
avec U de degré < m et V de degré < p. Léquation P = QR se récrit ainsi

Py =URy+VQy+2zUV.

Si a est un entier, identifions les polynémes de degré < a a C* et considérons I'appli-
cation linéaire ¢: C" x CP — C™*P définie par ¢ (U, V) = URy+ VQy. Elle est injective:
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en effet, si p(U,V) =0, Ry divise VQy mais est premier a Qp, donc divise V. Comme
degV < p=degQy, celaimpose V =0.De méme U = 0. Ainsi, ¢ est un isomorphisme.
Son inverse est une application linéaire ¢~1: C"™*P — C™ x CP.

Identifions de méme A(r)* aux polynomes de degré < a a coefficients
dans A(r). Alors, par les mémes formules, 'application (p_l s'étend en un iso-
morphisme @7 !: A(r)"™P — A)™ x A(r)P, inverse de l'application linéaire
O: A(N™ x A(r)P — A(r)™*P donnée par ®(U,V) = URy+ VQoy, U et V désignant
des polynomes de A(r)[X] de degré respectivement < m et < p. Léquation P = QR
devient alors

(U, V) =07 1(P, - zUV).

Désignons par T(U, V) le second membre de cette équation.

Si a est un entier, munissons A(r)* de la norme donnée par |(fi,...,f2)| =
[ /] +--+ | fal|]- Cest encore un espace de Banach. Les applications linéaires ® et
®~! sont continues, lipschitziennes, pour ces normes : en fait, leurs constantes de
Lipschitz sont les mémes que celles de ¢ et ¢!, a condition de munir C* de la norme
I(z1,..., 2) | = 21| + -+ + 24| . Posons A= ||®7|.

Pour tous U € A(r)™ et V € A(r)P, on a |[UV| < |UIIVI. En effet, si
U=fo+ fiX+ -+ fuaX" et V=g+g X+ +g1XP1,

m+p-1 m+p-1 m-1 p-1
lovi= 3 | X fige|< X X lflllgel < X Ifill X lgell <nunivi.
j=0 || k+e=j j=0 k+l=j k=0 /=0

L'application T de A(r)" x A(r)? dans lui-méme vérifie alors
ITW VI <AIPI+Ar UV

Ainsi,si R> A||P,| etsi r < r; = (R—A| P,ll)/ AR?,laboule By définie par [U|+IVI <R
est stable par T.
De plus, si (U, V) et (U, V') € Bg,

|TW,v)-TW, V)| = || (-tuv+tU'V)|

<Ar|uv-U'V|
SAr|Uv-v)+VU-U)|
<ArR(|u-U'|[+]v-v]).

Autrement dit, si r < r, = 1/AR, T est contractante.

Il reste a remarquer que I'on peut fixer R > A|| Py || puis choisir p < min(r, r2). Alors,
I'application T de A(p)" x A(p)P dans lui-méme laisse stable la boule By définie par
Ul + V|| < R ety définit une application contractante. D’apres le théoreme du point

fixe de Banach, elle y a un unique point fixe, d’ou la factorisation P = QR dans'anneau
Ap)[X]. =
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Cette premiere étape (proposition 2.6.2) va nous permettre de supposer que P(0) a
une unique racine. Supposons en effet que I'’on ait une factorisation P(0) = [[(X-z;)"/,
J

oules z; sont distincts. Cette factorisation s’étend par récurrence en une factorisation
P=T]Pj, avec Pj € A(p)[X] et P;(0,X) = (X —z;)", pour un certain réel p > 0. Suppo-
J

sons que chaque P; vérifie le théoreme de Puiseux, c’est-a-dire qu’il existe pour tout j
un entier e; > 1 et des fonctions x;; € A(p;), 1 < i< nj, telles que

nj
Pj(2%,X) = [ [ (X = xj,i(2)).
j=1

Posons alors e = ppcm(ey,...,ej,...) et f = j = elej, de sorte que

n
P20 = [1P(@%,%) = [T[] (X~ x4,
j ji=1

ce qui prouve le théoreme de Puiseux pour P, avec p = min(pj./fj ).
On suppose donc que P(0) a une unique racine «. Quitte a remplacer le polyn6me
P=X"+a@X" ! +... parle polynébme P(X — a;/n), on peut aussi supposer que P n'a
pas de terme en X" 1, c’est-a-dire que la somme des racines de P(z,X) est nulle. En

particulier, la somme des racines de P (0, X) est nulle, donc @ =0 et P(0,X) = X".
La proposition suivante fait intervenir 'ordre d’annulation en 0 d’'un élément de

A(r) :si f(z) = Y auz", c’estle plus petit entier n tel que a, # 0; c’est aussi la plus
n=0

grande puissance de z qui divise f.On le note v(f).

PROPOSITION 2.6.3. — Soit P = X"+ ayX"""? + --- + a,, un polynéme unitaire a coeffi-
cients dans A(r). Soit v = 2r<Ilj£1 v(aj)! j ; écrivons v =mle oit m et e sont deux entiers
YA

positifs premiers entre eux. Alors, il existe un polynome unitaire Q, de degré n, a coeffi-
cients dans A(r''¢) tel que

2™ Q(z,X) = P(z% z"X).

Enz=0,0onaQ(0,X) #X".

Avant d’établir cette proposition, terminons la démonstration du théoreme de Pui-
seux. Comme Q(0,X) # X" et comme la somme de ses racines est nulle, les racines
de Q(0,X) ne sont pas toutes égales. La proposition 2.6.2 permet de factoriser Q sous
la forme RS (dans un certain A(p)). Par récurrence, il existe un entier f > 1, unréel p
et des séries y;(z) € A(p) telles que

Qi X) =[] X ~-y;(2).
j=1
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Alors,
n
Pz, t"mx) = 2" ] (X - y;(2))
j=1

et
n

Pz, X) = [ (X - 2™y;(z))),
j=1

sibien queles x; = z"y; (z/) sont les séries cherchées.

Démonstration de la proposition 2.6.3. — Dans le développement
n . .
P(z%2"X)= ) aj(z)"" X"
Jj=0

le coefficient a; (z€)z™"=J) est une série dont I'ordre d’annulation en 0 est égal a
ev(aj)+ m(n— j) = mn+e(v(a;) — jv) 2 mn. Il existe ainsi une série b; e A(rle) telle

que a]-(ze)zm(”_j) = z""bj(z). De plus, si j est choisi de sorte que v(a;)/j =v,ona
v(bj) =0, ce qui signifie b;(0) # 0. Autrement dit, Q(0,X) # X", O
Exercices

Exercice2.1. — a) Soit di,...,d, des entiers positifs. Montrer que d,!...d,! divise
(dy+--+d,).

b) En suivant les étapes de la construction d'une extension de décomposition d'un polynéme
de degré d,, montrer que c’est une extension finie et que son degré divise d!.

Exercice 2.2. — Soit p un nombre premier, p > 3.

a) Montrer que [I a= -1 (théoréme de Wilson). — Indication : dans le produit, regrou-
ac(Z/ pZ)*

per a et 1/a lorsqu’ils sont différents.

b) Si ae(Z/pZ)*, notons S, =1{a,—a,1/a,—1/a}. Montrer que pour a et b dans (Z/ pZ)*, soit
S,=S8p,s0it S, NS, =9.

c) Calculer le cardinal de S, suivant que a®* = +1 ou non. En déduire que —1 est un carré
dans (Z/pZ)* si et seulement si p =1 (mod 4). Pouvez-vous donner une formule pour une
racine de carrée de —1, quand elle existe ?

Exercice 2.3. — Un corps algébriquement clos est infini.

Exercice 2.4. — Soit K un corps, p un nombre premier et a un élément de K. Montrer que
le polyndme X” — a est réductible sur K si et seulement s’il a une racine dans K. (Si X —a =
P(X)Q(X), que peut valoir P(0) ?)
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Exercice 2.5. — Pour n € N*, soit @, € C[X] le polyndme unitaire dont les racines sont
simples, égales aux racines primitives 7n-iémes de 'unité dans C.

a) Montrer que [] ®,; = X" — 1. En déduire par récurrence que pour tout n > 1, ®, € Z[X].
dln
Soit ¢ une racine primitive n-ieme de 'unité et soit P € Q[X] son polyndme minimal (uni-

taire) sur Q.
b) Montrer que P est a coefficients entiers et qu’il divise ®,,.

¢) Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Montrer qu’il existe b € Z[{] tel que P({") =
pb.Si P({") # 0, montrer en dérivant le polynome X" —1 qu'il existe c € Z[{] tel que n{" ! =
pc. En déduire une contradiction et donc que P({”) =0.

d) Montrer que P = ®,,, c’est-a-dire que le polynéme ®,, est irréductible sur Q.

Exercice 2.6. — Soit A 'anneau Z[i].

a) Montrer que pour tous a et b dans A, b #0, il existe g et r dans A telsque a=bg+r et
Irl <|q|.

b) Montrer que A est principal. En particulier, il est factoriel.

¢) Soit p un nombre premier. Montrer que I'on est dans 'un des cas suivants : 1) ou bien p est
irréductible dans A ; 2) ou bien il existe a et b dans N tels que p = a*>+b? et p= (a+ib)(a—ib)
est une décomposition en facteurs irréductibles dans A.

d) Montrer que les nombres premiers congrus a 3 modulo 4 sont irréductibles dans A. Mon-
trer que 2 ne I’est pas.

e) Soit p un nombre premier. Construire un isomorphisme d’anneaux entre A/pA et I'an-
neau (Z/pZ)[(X]/ (X2+1). En déduire que p est irréductible dans A si et seulement si le poly-
nome X°+ 1 n'a pas de racine dans le corps Z/ pZ. Montrer que c’est le cas si p est congrua 1
modulo 4.

Exercice 2.7 (Tout entier est somme de quatre carrés). — Soit H le corps non commutatif
des quaternions. C’est Q*, de base canonique notée (1,1, j, k) avec la multiplication définie
par i’=j>=k*=-1etij=k.

a) Siz=a+bi+cj+dkeH,onpose z=a—bi—cj—dk et N(z) =zz. Montrer que N(z) =
a’? + b* + ¢+ d? et que N(zz') = N(z)N(Z'). En déduire que I'ensemble des entiers qui sont
somme de quatre carrés d’entiers est stable par multiplication.

b) Montrer que ’ensemble Ay des x+ yi+zj+tkeH avec x, y, z, t € Z est un sous-anneau
(non commutatif) de H.

c) Soit e =(1+i+j+k)/2.Calculer £2. En déduire que l'ensemble A des a€ H telsque a€ Ay
ou a-—¢e€ Ay estun sous-anneau de H. Si z€ A, montrer que N(z) € N. Montrer que z € A est
inversible si et seulement si N(z) =1.

d) Montrer que A est un anneau euclidien. En déduire que tout idéal (a gauche) de A est
principal (de la forme Az pour z € A).

e) Soit p un nombre premier impair. Montrer qu’il existe des entiers a, b non tous deux
multiples de p tels que a® + b?> +1 =0 modulo p. Soit I I'idéal a gauche de A engendré par p
et 1+ai+bj.SiI= Az, montrer que N(z) = p. En déduire que p est somme de quatre carrés



48 CHAPITRE 2. « MAIS OU SONT MES RACINES 2 »

d’entiers. (Si z € Ay, c’est fini. Sinon, montrer qu'il existe u = %(il titjtk)e A" et be Ay tels
que z= u+2b ; remarquer que zu ' appartienta Ay.)

f) Montrer que pour tout entier n > 0, il existe des entiers a, b, ¢, d tels que
n=a’*+b*+c*+d°.

Exercice 2.8. — Montrer que les seuls idéaux d'un corps sont lui-méme et I'idéal nul. Récipro-
quement, montrer qu'un anneau (non nul) n'ayant que ces deux idéaux est un corps.

Exercice 2.9. — Soit A le sous-anneau Z[v/-5] de C.

a) Montrer que tout élément de A s’écrit de maniére unique sous la forme a+ bv/'—5 avec a
et b dans Z. Montrer que I'application N de A dans Z qui a a+ bv/-5 associe a® +5b* vérifie
N(xy) = N(xX)N(y).

b) Montrer qu'un élément x € A est inversible si et seulement si N(x) = +1.
¢) Montrer que les éléments 2, 3, 1++v/ -5 et 1 — /-5 sont irréductibles dans A.

d) Montrer que A n’est pas factoriel.

Exercice 2.10. — Soit A un anneau.

a) Soit I et J deuxidéaux de A. Montrer que 'ensemble I+ J formé des sommes a + b avec
aclet be ] estunidéalde A.

b) Soit I unidéal de A. Soit R; I'ensemble des a € A tels qu'il existe n € N de sorte que a” € I.
Montrer que R; est un idéal de A contenant I.Si I # A, montrer que R; # A.

c) Si A=Z, I1=(12), calculer R;.

Exercice 2.11. — Soit K un corps.

a) Montrer que les deux polynémes X et Y de K[X, Y] sont premiers entre eux.

b) Soit I = (X,Y) l'idéal de K[X, Y] engendré par X et Y. Montrer que tout polynéme P € |
vérifie P(0,0) = 0. En déduire qu’il n'existe pas U et V dans K[X, Y] telsque UX+ VY =1.

¢) Montrer que l'application A — K, P— P(0,0) est un homomorphisme d’anneaux de noyau
I. En déduire que I est un idéal maximal de K[X, Y].

Exercice 2.12. — On dit qu'un anneau A est noethérien si toutidéal de A est engendré par un
nombre fini d’éléments.

a) Si K estun corps, montrer que K[X] est noethérien.

b) Si A estun anneau noethérien et I un idéal de A, montrer que I'anneau quotient A/ est
noethérien.

¢) Montrer qu'un anneau est noethérien si et seulement si toute suite croissante d’idéaux est
stationnaire.

Exercice 2.13 (Théoreme de Hilbert). — Soit A un anneau noethérien. On pose B = A[X]. Le
but de I'exercice est de montrer que B est un anneau noethérien. Soit donc I unidéal de A[X].

Pour tout entier n, soit J, I'idéal de A engendré par les coefficients dominants des poly-
noémes P € I qui sont de degré n.
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a) Montrer que pour tout n, J, € J,.1. En déduire qu’il existe un entier N tel que pour n > N,
Jn=1Jn.

b) Si n estun entier, montrer qu’il existe des polynoémes P, 1,..., P, m, € I de degré n dontles
coefficients dominants engendrent J,.

c) Montrer que les polyndmes P, ; pour n < N et 1 < j < m, engendrent I. (On pourra
procéder par récurrence sur le degré : si I, désigne I'idéal de B engendré par ces polyndmes, et
si P est un polyndme de I de degré n, construire un polynéme P,, de I, tel que P — P, soit de
degré <n-1.)

d) Si K estun corps, montrer que K[Xj,...,X},] estun anneau noethérien. De méme, montrer
que Z[Xi,...,X;] est un anneau noethérien.

Exercice 2.14. — Dans un anneau factoriel, les éléments irréductibles engendrent des idéaux
premiers.
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Théorie de Galois

C’est dans ce chapitre qu’est établie la correspondance de Galois. Découverte
en 1832, elle permet de comprendre toutes les sous-extensions d'une extension
de décomposition d’'un polynome (séparable) en termes d’'un sous-groupe du
groupe des permutations des racines de ce polynome.

Ce chapitre est le caeur de ce cours. Nous verrons plus tard de nombreuses
applications de cette bijection. Jointe a l'étude (abstraite) des extensions dont
le groupe associé est cyclique, elle fournit en effet la clef du probleme de réso-
lubilité par radicaux ainsi que des constructions a la regle et au compas.

3.1. Homomorphismes d’'une extension dans une cloture algébrique

Dans ce paragraphe, on étudie la situation suivante : soit j: K — L une extension
algébrique finie et soit i: K — Q une cloture algébrique de K. Existe-t-il des homo-
morphismes d’extensions de L dans Q, c’est-a-dire, des homomorphismes de corps
f:L—Qtelsque foj=i.Autrement dit peut-on étendre ’homomorphisme i de K
a L?Un tel f sera appelé K-homomorphisme de L dans Q. Nous avons déja étudié
un cas dans le théoreme 2.1.5 : lorsque L est de la forme K[X]/(P) pour un polynéme
irréductible P.

DEFINITION 3.1.1. — On dit qu'une extension j: K — L est monogene s'il existe x € L
tel que L= K|x].
PROPOSITION 3.1.2 (Corollaire du théoréme 2.1.5). — Soit j: K — L une extension

monogene, x € L tel que L= K[x], P son polynéme minimal. Soit i: K — Q une cloture
algébrique de K. Alors, I'ensemble des K -homomorphismes de L dans Q) et I'ensemble
des racines de P dans Q) sont en bijection par l'application f — f(x). En particulier,
leur nombre est non nul, inférieur ou égal a [L: K].

Remarque 3.1.3. — Remarquons que chacun de ces homomorphismes permet de
considérer 2 comme une cloture algébrique de L. Mais ces fagons sont toutes diffé-
rentes, et c’est pour cela que j'ai tenu a présenter systématiquement les extensions
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de corps comme des homomorphismes injectifs et non comme l'inclusion d'un
sous-corps. Néanmoins, une fois fixé un tel homomorphisme, on peut sans dommage
remplacer L par son image dans Q ce qui ramene a la situation peut-étre plus
rassurante Kc Lc ().

Nous dirons qu'un polyndme P € K[X] est séparable si ses racines dans une cloture
algébrique de K sont simples.

LEMME 3.1.4. — Soit K un corps. Un polynéme P € K[X] est séparable si et seulement
si P et P’ sont premiers entre eux dans K[X].

Démonstration. — Soit Q une cloture algébrique de P. Par définition, P est séparable
sietseulementsi P et P’ sont premiers entre eux dans Q[X]. D’apres le corollaire 2.4.3,
cela équivaut a ce qu’ils soient premiers entre eux dans K[X]. O

Si K — L est une extension algébrique, on dira enfin qu'un élément « € L est sépa-
rable sur K si son polyndme minimal est séparable.

LEMME 3.1.5. — Soit K — L une extension algébrique, Q0 une cloture algébrique de L.
Si a € Q est séparable sur K, il est séparable sur L.

Rappel : dans la situation du lemme, a est algébrique sur L et!’extension K — L est
algébrique, si bien que a est algébrique sur K (théoreme 1.3.16).

Démonstration. — Soit P le polyndme minimal de a sur L et Q son polyndme mini-
mal sur K. Comme Q(a) =0, Q est multiple de P. Puisque a est supposé séparable
sur K, Q estaracines simples dans Q. Il en est donc de méme de P. O

THEOREME 3.1.6. — Soit K un corps, j: K — L une extension finie et i: K — Q une
cloture algébrique. Alors, le nombre N de K -homomorphismes distincts de L dans Q)
vérifie 1 < N < [L: K]. De plus, on a équivalence des trois propriétés suivantes :

a) N=[L:K];

b) il existe des éléments xi,...,x, € L qui sont séparables sur K tels que
L=KI[x1,...,xn];

c) toutélémentde L est séparable sur K .

Une extension K — L qui vérifie ces dernieres propriétés est dite séparable.

Démonstration. — Comme L est une extension finie de K, il existe des éléments
X1,...,%n € L tels que L = K[xy,...,Xx,]. La démonstration se fait alors par récurrence
sur n. Lorsque n =1, L est une extension monogene et la proposition 3.1.2 affirme
que N est égal au nombre de racines distinctes dans Q du polyné6me minimal de x; .
Ce polyndme étant de degré [L: K], on en déduit les deux faits :

— I'entier N est compris entre 1 et [L: K] ;
— il vaut [L: K] si et seulement si x; est séparable sur K.
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Supposons que x; € K et posons alors L; = K[x;]. Chaque K-homomorphisme de L;
dans Q, c’est-a-dire chaque racine du polynéme minimal de x;, permet de considé-
rer () comme une cloture algébrique de L;. Lextension L; c L est de degré inférieur a
[L: K]. Par récurrence, pour chacun d’entre eux, le nombre de L; -homomorphismes
de L dans Q est compris entre 1 et [L: L;]. Finalement, on a construit ainsi des K-
homomorphismes distincts de L dans 2, en nombre compris entre 1 et [L: K]. Ré-
ciproquement, tout K-homomorphisme de L dans Q est obtenu de la sorte, ce qui
prouve la premiére partie du théoreme.

La démonstration précédente montre qu'on a I’égalité N = [L: K], si et seulement si
x) est séparable sur K, x, est séparable sur K[x;], etc. D’apres le lemme 3.1.5, siles x;
sont tous séparables sur K, cette condition est vérifiée, donc N = [L: K]. Supposons
maintenant que N = [L: K] et montrons que tout élément x de L est séparable sur K.
I suffit pour cela d’appliquer I'argument précédent a la famille (x, x,...,x,) :si N=[L:
K], alors x est séparable sur K. Cela montre que I'extension K — L est séparable. [J

DEFINITION 3.1.7. — Ondit qu'un corps K est parfait si tout polynéme irréductible de
K[X] a autant de racines distinctes dans une cloture algébrique que son degré.

Ainsi, la définition et le théoreme 3.1.6 entrainent que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) K estun corps parfait;

b) tout polyndme irréductible de K[X] est séparable;

¢) tout élément d’'une cloture algébrique de K est séparable sur K ;

d) toute extension algébrique de K est séparable;

e) pour toute extension K — L, le nombre de K-homomorphismes de L dans une
extension algébriquement close de K est exactement égal a [L: K].

PROPOSITION 3.1.8. — Toute extension algébrique d'un corps parfait est un corps par-
fait.

Démonstration. — C’est une reformulation du lemme 3.1.5. Soit K un corps parfait,
K — L une extension finie de K. Un élément algébrique sur L est algébrique sur K. Par
hypotheése, il est séparable sur K, donc aussi sur L grace au lemme. O

Nous terminons ce paragraphe par une caractérisation des corps parfaits qui ne fait
pas intervenir les extensions.

PROPOSITION 3.1.9. — Les corps parfaits sont a) les corps de caractéristique nulle; b)
les corps de caractéristique p > 0 dont '’homomorphisme de Frobenius est bijectif.

En particulier, les corps finis sont parfaits.

Démonstration. — Soit P un polynome irréductible de K[X]. Les racines multiples de
P dans une cloture algébrique Q2 sont exactement les racines communes de P et de
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P’, c’est-a-dire les racines de leur pgcd D. Comme P est irréductible, ce pgcd est ou
bien 1, ou bien P. S'’il est égal a 1, toutes les racines sont simples. S’il est égal a P,
toutes les racines sont multiples. Dans ce cas, P divise P’ ; mais le degré de P’ est au
plus égal a deg P — 1. Cela implique P’ =0.

En caractéristique nulle, c’est bien stir impossible : si le coefficient dominant de P
est aX" (avec n = degP), le coefficient dominant de P’ est naX"™ ! et na#0, donc
deg P’ = n—1. Les corps de caractéristique nulle sont donc parfaits.

En revanche, si K est de caractéristique p > 0, P’ = 0 signifie que les seuls coef-
ficients non nuls de P sont ceux des termes dont le degré est multiple de p. Ainsi,
P = a,XP" + a,_1 XP"V 4 ... 4+ gy est un polyndme en X”. Supposons que ’homo-
morphisme de Frobenius de K est surjectif. Pour tout n, il existe alors b, € K tel que
¢(by) = bl = a,. Alors,

P=bpXxP"+bP xPUD 4t bl = (b X"+ + by)”,

ce qui contredit 'irréductibilité de P. Un tel corps est donc parfait. Réciproquement,
si 'homomorphisme de Frobenius de K n’est pas surjectif, soit a € K qui n’est pas la
puissance p-ieme d'un élément de K. Soit P le polyndme P = XP—a. Soit b une racine
p-iéme de a dans Q, de sorte que P = (X — b)” dans Q[X] : laracine de P est donc de
multiplicité p. Si P = QR pour deux polyndmes non constants, disons unitaires, Q et
R dans K[X], on a nécessairement Q = (X—b)"" et R= (X—-b)P~"" dans Q[X], m étant
un entier compris entre 1 et p—1. En développant Q, on voit que mb € K, donc que
b € K puisque m est non nul dans K, contradiction. Par suite, P est irréductible et le
corps K n’est pas parfait. O

3.2. Groupe d’automorphismes d’'une extension

DEFINITION 3.2.1. — Soit j: K — L une extension de corps. Un K-automorphisme de
L est un automorphisme de corps qui est un homomorphisme d’extensions.

Lensemble des K-automorphismes de L forme un groupe, noté Aut(L/K). Dans le
cas particulier important o1 K est un sous-corps de L, un K-automorphisme de L
n'est rien d’autre qu'un automorphisme de L dont la restriction a K est I'identité.

Lintérét de cette notion vient de la remarque suivante — évidente mais cruciale : si
o estun K-automorphismede L et P € K[X], alors, pour tout x€ L, 0 (P(x)) = P(o(x)).
Par suite, o permute les racines de P.

Exemples 3.2.2. — a) Considérons I'extension R c C. Soit 0 un R-automorphisme de
C.Siz=a+ibeC,avec a, beR,

o(z)=o0(a+ib)=c(a)+o(ib)=a+oc(i)b.
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Comme
o(i)> =o(i®) =o(-1) = -1,
ona o(i) = +i, d'ou deux automorphismes : I'identité et la conjugaison complexe.
b) Soit w le réel v/2 et considérons l'extension Q c Q(w). Comme tout élément de
Q(w) s'écrit a+ bw + cw?, avec a, b, c € Q, un Q-automorphisme o de Q(w) est déter-
miné par I'image de w. Or,

gl =03)=0@2) =2,

et’équation x*=2na gu'une racine, w, dans R, donc a fortiori dans Q(w). Par consé-
quent, Aut(Q(w)/Q) = {id}.

c) On a Aut(R/Q) = {id}.

d) Tout C-automorphisme de C(X) est de la forme P — P((aX + b)/(cX + d)) pour
une matrice (‘C‘ Z) dans GL(2,C), bien déterminée a multiplication par un scalaire pres.
Par suite, Aut(C(X)/C) = PGL(2,C).

Remarque 3.2.3. — Soit K — L une extension finie et soit o0: L — L un K-
homomorphisme. Alors, o est injectif, comme tout homomorphisme de corps. Par
suite, o (L) est un K-espace vectoriel de dimension [L: K], et donc [0 (L) : K] = [L: K].
Puisque o(L) c L, on a o(L) = L et o est surjectif. Cela montre que o est un
K-automorphisme de L.

PROPOSITION 3.2.4. — Soit j: K — L une extension finie. Alors, Aut(L/K) est de cardi-
nal au plus égal a [L: K]. S'il y a égalité, l'extension K — L est séparable.

Démonstration. — Soit i: L — Q une cloture algébrique de L. Tout K-automorphisme
o € Aut(L/K) détermine un K-homomorphisme ioo : L — Q. D’apreés le théo-
reme 3.1.6, le nombre de tels homomorphismes est inférieur ou égal a [L: K] et s'il est
égal, 'extension est séparable. La proposition en résulte. O

DEFINITION 3.2.5. — On dit qu'une extension finie K — L est galoisienne si Aut(L/K)
estde cardinal [L: K]. Le groupe Aut(L/K) est alors appelé groupe de Galois de l'exten-
sion et est noté Gal(L/K).

D’aprés la proposition 3.2.4, une extension galoisienne est nécessairement sépa-
rable.
Enoncons maintenant le théoréme principal de la théorie de Galois.

THEOREME 3.2.6 (Correspondance de Galois). — Soit K c L une extension finie galoi-
sienne de groupe de Galois G = Gal(L/K).

a) Pour tout sous-groupe H c G, lensemble L" = {x € L; VYo € H, o(x) = x} est un
sous-corps de L contenant K. En outre, [L" : K] est égal a l'indice (G : H) de H dans G.

b) Pour tout sous-corps E tel que K c E c L, l'extension E c L est galoisienne de
groupe Gal(L/E) = {o € Gal(L/K); Vx € E, o(x) = x}.
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¢) Les applications H — L et E — Gal(L/E) sont des bijections décroissantes, réci-
proques l'une de l'autre, entre 'ensemble des sous-groupes de G et l'ensemble des sous-
corps de L contenant K.

La démonstration de ce théoréme passe par deux autres énoncés.

PROPOSITION 3.2.7. — Soit K c L une extension finie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) lUextension K c L est galoisienne;

b) l'extension K — L est séparable et tout K -homomorphisme de L dans une cloture
algébrique de L a pour image L ;

¢) l'extension K — L est séparable et tout polynome irréductible de K[X] qui a une
racine dans L est scindé dans L ;

d) il existe un polynéme P € K[X] scindé a racines simples dans L dont K c L est une
extension de décomposition.

Démonstration. — Fixons dans toute la preuve une cloture algébrique i: L — Q de L.

Supposons a). Tout élément o € Gal(L/K) détermine un K-homomorphisme de L
dans , a savoir i o o. Comme le nombre de ces homomorphismes est majoré par
[L: K], ils sont tous obtenus ainsi, d’ou b).

Réciproquement, si 'extension K c L est séparable, les K-homomorphismes de L
dans Q sont au nombre de [L: K]. Si b) est vérifié, ces homomorphismes sont d'image
L, donc définissent des K-automorphismes distincts de L. Par suite, Aut(L/K) a pour
cardinal au moins [L: K] et I'extension K c L est galoisienne.

Supposons toujours b) et soit P un polyndome irréductible de K[X] qui a une ra-
cine w dans L. Notons E = K[w] c L le sous-corps de L engendré par cette racine.
Pour toute racine a de P, il existe un unique K-homomorphisme de E dans Q tel que
w — «a.Un tel homomorphisme s’étend alors en un K-homomorphisme o: L — Q tel
que o (w) = a. Par hypothese, (L) = L. Il en résulte que a € L et donc que P est scindé
dans L.

Supposons ¢) et soit xi,...,x, des éléments de L tels que L= K[xy,...,X,]. Leurs po-
lynémes minimaux P; € K[X] sontirréductibles et ont une racine dans L. IIs sont donc
scindés dans L et comme K — L est séparable, leurs racines sont simples dans L. Le
polynéme P = ppcm(Py,..., P,) ales mémes racines que P; ... P, mais avec multipli-
cité 1 et L est une extension de décomposition de P.

Supposons enfin que L est une extension de décomposition d'un tel polynéme P
et montrons que 'extension K c L est galoisienne. Il suffit de montrer que tout K-
homomorphisme de L dans Q est d'image L. Or, par un K-homomorphisme o: L —
Q, les racines xi,...,x, de P ont pour image des racines de P. Par suite, ces images
sont dans L. Comme L = K[xy,...,Xx,], 0(L) € L. Comme o est injectif, [o(L): K] =[L:
KletK=L. O
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PROPOSITION 3.2.8 (Lemme d’Artin). — Soit L un corps et soit G un groupe fini d’au-
tomorphismes de L. Soit K = LC 'ensemble des x € L tels que o(x) = x pour tout o € G.
Alors, K est un sous-corps de L tel que [L: K] = cardG. En particulier, l'extension K c L
est galoisienne de groupe G.

Démonstration. — Vérifions rapidement que
K est un sous-corps de L. Si 0 € G, g(0) =0
et o(1) = 1 donc O et 1 appartiennent a

K. Si x et y € K, on a, pour tout o € G,
les relations o(x+y) = o(x) +0o(y) = x+ Yy,
o(-x)=-0x)=-x,01/x)=cQ)/o(x) =1/x (si
x#0)et o(xy) =ocx)o(y) = xy. Par suite, x+ y,
xy, —x, 1/x (pour x # 0) appartiennent a K, ce qui
montre que K est un sous-corps de L.

Supposons que [L: K] > cardG. Posons alors n =
1+cardG et soit a3, ..., a, des élements de L linéai-
rement indépendants sur K. Puisque n > cardG, le
systeme de card G équations a n inconnues

el - A J'-
n Emil Artin (1898-1962)
Y o(a)x;=0, 0€G

j=1
possede des solutions non triviales (x,..., x;). Choisissons en une dont le nombre de
coefficients non nuls m est minimal. Quitte a renuméroter, on peut supposer qu’il
s’agitde x,...,x,,. Par linéarité, on peut aussi supposer x,, =1, d’ou les relations
m-—1
Y ola)xi+o(am)=0, o0€G.
j=1
Soit 7 € G et appliquons 7 2 la relation précédente pour 7! o o. On obtient
m-—1
Y. o@)t(x)+0o(am)=0, 0€G,
j=1
d’ou, sil’on soustrait la relation pour o,

m—1
Y ola)(@(x;) —x:) =0, o€eq.
j=1

Par minimalité de m, il en résulte que 7(x;) = x; pour tout i et tout 7. Par suite, les
m

x; appartiennent a K et la relation ) a;x; =0 implique que les a; sont linéairement

j=1
dépendants sur K, ce qui est absurde.

Ainsi, [L: K] < cardG et en particulier, 'extension K c L est finie. Les éléments
de G s’'identifient manifestement a des K-automorphismes de L. D’apres la propo-

sition 3.2.4, on a card G < [L: K], d’ol finalement I'égalité. O
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Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme fondamental de la théorie de Ga-
lois. Soit K < L une extension finie galoisienne de groupe de Galois G.

Soit H un sous-groupe de G. D’apreés la proposition 3.2.8, 'extension L c L est
galoisienne de groupe de Galois H. Il est évident que K < LY. De plus,
_[L:K] cardG _
S [L:LH]  cardH

Inversement, soit E un sous-corps de L contenant K. Puisque K c L est galoi-
sienne, c’est une extension de décomposition d'un polynéme P € K[X] scindé a ra-
cines simples dans L. Par suite, E c L est aussi une extension de décomposition de ce
polynéme P et est du méme coup galoisienne. Son groupe de Galois est évidemment
un sous-groupe de G, nécessairement égal a

(L7 : K

(G: H).

H={0eG;Vx€E, o(x)=x}.

(Par définition, un élément de Gal(L/E) appartient a H ; réciproquement, un élément
de H définitun E-automorphisme de L, donc un élément de Gal(L/E).) En particulier,

cardH=[L: E] et
B cardG _[L:K]

“cadd L:g R

Par la premiére partie du théoréme, I'extension LY c L est galoisienne de groupe H.
Mais L contient E. Comme ces deux corps ont méme degré sur K, a savoir (G: H), ils
sont égaux. Il en résulte que H — LY et E — Gal(L/E) sont des bijections réciproques
I'une de l'autre.

Le mot « décroissantes » signifie juste les deux faits évidents suivants : a) si H < H',
alors L7 c LH et b)si Ec E', alors Gal(L/E') est un sous-groupe de Gal(L/E).

(G:H)

PROPOSITION 3.2.9. — Soit K < L une extension finie galoisienne de groupe
G =Gal(L/K). Soit H un sous-groupe de G.

a) Sio € Gal(L/K), ona o(LH)=17Ho",

Soitalors Ng(H) = {0 € Gal(L/K); c Ho ! = H} le normalisateur de H dans Gal(L/K).
Ses éléments sont les o € Gal(L/K) tels que o (L") c LH.

b) En restreignant a L' un élément de Ng(H), on définit un morphisme de groupe
surjectif Ng(H) — Aut(L¥/K) dont le noyau est H. En particulier, lextension K < L
est galoisienne si et seulement si H est un sous-groupe distingué de G. On a alors
Gal(L"/K)=GIH

Démonstration. — a) Un élément x € L appartient a LH si et seulement si h(x) = x
pour tout h € H. Par suite, y = o(x) appartient a o (L) si et seulement si ha‘l(y) =
o~ (y) pour tout h € H, c'est-a-dire cho~!(y) = y pour tout h € H, soit encore y €
LcrHa"1 .

b) Comme l'extension K c L est galoisienne, tout K-homomorphisme L7 — LH
est la restriction 2 L d’'un K-homomorphisme L — L, c’est-a-dire d’'un élément o €



3.3. LE GROUPE DE GALOIS COMME GROUPE DE PERMUTATIONS DES RACINES 59

Gal(L/K). Un tel o vérifie o(L¥) = L si et seulement si cHo~! = H, d’ol1 un homo-
morphisme surjectif Ng(H) — Aut(L"/K). Le noyau de cet homomorphisme s’identifie
aux o € Ng(H) tels que o(x) = x pour tout x € LH c’est-a-dire 2 H. On a donc construit
un isomorphisme Ng(H)/H = Aut(LHA/K).

En particulier, 'extension K c LH est galoisienne si et seulement si (L7 . K] =
(Ng(H) : H), c'est-a-dire, puisque [LH : K] = (G : H) si et seulement si G = Ng(H),
c’est-a-dire H distingué dans G. O

Enfin, si K c L n’est pas une extension galoisienne, la théorie de Galois permet tout
de méme de dire quelque chose des extensions intermédiaires, grace a la proposition
suivante, corollaire de la proposition 3.2.7.

PROPOSITION 3.2.10. — Soit K un corps, Q2 une cloture algébrique de K et soit L une
extension finie séparable de K contenue dans Q). Il existe alors une plus petite extension
Lc L8 contenue dans Q) telle que l'extension K c L# soit galoisienne.

Démonstration. — Considérons des éléments x; de L tels que L = K[xy,...,Xx,]; ils
sont donc séparables et pour tout i, le polyndme minimal P; de x; est séparable. Il
suffit de définir L8 comme le sous-corps de Q engendré par les racines des P;. C'est
une extension de décomposition du polynome séparable ppcm(P;,..., P,), donc c’est
une extension galoisienne. Par ailleurs, toute extension finie E de L qui est galoisienne
comme extension de K contient les racines de P;, si bien que E c L. La proposition
est ainsi démontrée. O

D’apres le théoreme de Galois, tout sous-corps E de L8 contenant K correspond
a un sous-groupe de Gal(L8/K), a savoir Gal(L8/E). En particulier, L correspond au
sous-groupe Gal(L8/L). Si E est contenu dans L, Gal(L8/E) contient Gal(L8/L). Ainsi,
I’ensemble des extensions K c E c L est en bijection avec ’ensemble des sous-groupes
de Gal(L8/K) contenant Gal(L8/L). Puisqu'un groupe fini n'a qu'un nombre fini de
sous-groupes, il s’ensuit que si K c L est une extension finie séparable, il n'y a qu'un
nombre fini de corps E tels que K c E c L. Ce résultat assez surprenant peut étre faux
sil'extension K < L n’est pas supposée séparable, voir I’exercice 3.9.

3.3. Le groupe de Galois comme groupe de permutations des racines

Le paragraphe précédent considérait le point de vue d'une extension galoisienne
« abstraite », choisie a priori. On démontrait en particulier que c’est une extension de
décomposition d'un polynome. D’un autre coté, les problemes concrets sont plutot
dans l'autre sens : partant d'un polynome, éventuellement irréductible, que dire du
corps engendré par ses racines dans une extension algébriquement close ?
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Le lemme suivant est évident, mais il ne faut pas le perdre de vue. 1l affirme que
si K c L est une extension de décomposition d'un polynéme séparable P € K[X],
Gal(L/K) permute les racines de P, et un élément de Gal(L/K) est déterminé par son
action sur ces racines.

LEMME 3.3.1. — Soit K un corps, P € K[X] un polynéme séparable et K c L une ex-
tension de décomposition de P. Soit R c L I'ensemble des racines de P dans L.

a) Pour tout K -automorphisme o € Gal(L/K) et toute racine x e R, ona o(x) e R.

b) La restriction d'un automorphisme dans Gal(L/K) a R induit une permutation
de R et Thomomorphisme qui s'en déduit, Gal(L/K) — &(R), est injectif.

Démonstration. — a) Si o appartient a Gal(L/K) etsi x€ L, on a o(P(x)) = P(o(x)).
En particulier, si P(x) =0, P(o(x)) =0, ce qui signifie o (x) € R.

b) Considérons maintenant l'application Gal(L/K) — &(R). Elle est bien définie :
puisque R est un ensemble stable par o € Gal(L/K), la restriction de o a R est une
application injective. Puisque R est fini, 0| est nécessairement bijective donc défi-
nit une permutation de RR. Il est alors évident que cette application est un homomor-
phisme de groupes.

Supposons que pour tout x € R, on ait o(x) = x. Lensemble L’ formé des a € L tels
que o(a) = a est une sous-extension de L. Par hypothese, elle contient les racines de P
qui, par définition d’'une extension de décomposition, engendrent L. Par suite, L7 = L.
On a ainsi o(a) = a pour tout a € L, ce qui signifie o =id;, cqfd. O

Rappelons qu’on dit qu'un groupe G opérant sur un ensemble X opere transitive-
ment si pour tous x et y dans X, il existe ge G telque g-x=y.

PROPOSITION 3.3.2. — Soit K un corps, P € K[X] un polynome séparable et K c L une
extension de décomposition de P. Laction de Gal(L/K) sur les racines de P est transitive
si et seulement si le polynome P est irréductible.

Démonstration. — Notons R I'ensemble des racines de P dans L. Si P n’est pas irré-
ductible, on peut écrire P = QR ou Q et R sont deux polyndmes qu’on peut supposer
premiers entre eux, P étant séparable. Par suite, on peut décomposer R en la réunion
disjointe desracines de Q etde R : R = R;UR,, ot R; et R, sont non vides et disjoints.
Si xe Ry et 0 € Gal(L/K), Q(o(x)) = 0(Q(x)) =0(0) =0, donc o(x) € R;. En particu-
lier, o(x) € R,. Par suite, si x; et x, sont deux éléments de R; et R, respectivement, il
n’existe pas d’élément o € Gal(L/K) tel que o(x1) = xp.

Supposons dans I'autre sens que P est irréductible et soit x, y, deux racines de P.
Les sous extensions K < K[x] et K < K[y] sont toutes deux monogeénes engendrées
par une racine de P. Il existe ainsi un unique K-isomorphisme f: K[x] — K[y] tel que
f(x)=y.Lecorps L est alors une extension de décomposition du polynéme P sur les
deux corps isomorphes K[x] et K[y]. D’apres le théoréeme 2.2.2, on peut prolonger f
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en un K-automorphisme o: L — L. Un tel o est un élément de Gal(L/K) et]’on a bien
gx)=y. O

On le voit dans la démonstration de la proposition précédente, la détermination
«concrete » d'un élément d'un groupe de Galois est malaisée car il faut procéder par
étapes. Chaque étape est en revanche tres simple puisque dans le cadre d'une exten-
sion monogene. Le théoréme de I'élément primitif que nous démontrons maintenant
affirme qu’en fait, toute extension séparable est monogene!

THEOREME 3.3.3 (Théoreme de I'élément primitif). — Soit K un corps et K c L une
extension finie séparable. Il existe x € L tel que L= K|[x].

Démonstration. — La démonstration doit distinguer deux cas, suivant que le corps K
est fini ou infini.

Supposons pour commencer que le corps K soit fini. Dans ce cas, le corps L est aussi
fini et son groupe multiplicatif L* est cyclique (exercice 1.16). Si x est un générateur
de L*, on aalors L= K[x].

Supposons maintenant que K soit infini et introduisons une extension finie M de L
telle que K c M est galoisienne, par exemple la cloture galoisienne de K c L. D’apres la
théorie de Galois, les sous-corps de M contenant K correspondent a des sous-groupes
de Gal(M/K).Comme ce groupe est fini, il n’a qu'un nombre fini de sous-groupes. Par
suite, il n'y a qu'un nombre fini de corps E tels que K < E < M. A fortiori, il n'y a qu'un
nombre fini de corps E de la forme E = K[x] tels que K c E c L. Notons les Ej,...,Ej,.

Tout élément de L appartient a un tel sous-corps: x appartient a K[x]. Cela montre
que L est la réunion des E;. En particulier, le K-espace vectoriel L est réunion finie
des sous- K -espaces vectoriels E;. D’apres le lemme suivant, 'un de ces sous-espaces
est égal a L. Il existe ainsi x € L tel que L= K[x]. O

LEMME 3.3.4. — Soit K un corps infini, V un K-espace vectoriel de dimension finie
et Vi,...,V, une famille finie de sous-espaces vectoriels de V distincts de V. Alors,
n

UVvi#V.
i=1

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur 7, le résultat étant clair pour n =
1. Par récurrence, Vy U---U V,,_; # V. Soit ainsi x € V n'appartenant pas a V; pour i <
n—1.Si x n'appartient pas a V,,, c’est gagné. Sinon, puisque V,, # V, on peut choisir
y € V n'appartenant pas a V,,. Considérons les éléments x+ ¢ty de V, t parcourant K.
On va montrer qu’au plus un nombre fini d’entre eux appartient a la réunion des V;.
Remarquons pour commencer qu'un indice i étant fixé, il existe au plus une valeur
de r pourlaquelle x+ty€ V;.Si x+ty et x+t'y € V; pour deux valeurs de ¢ et t’ dis-
tinctes, leur différence (¢ —t')y appartienta V;, donc y € V; puis x = (x+ty)—ty€ V;.
C’est absurde aussi bien pour i < n (x ¢ V;) que pour i = n (y € V). Ainsi, 'ensemble
des t pour lesquels x + ty appartient a 'un des V; est fini de cardinal < n. Comme K
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n

est infini, on peut choisir 7 € K telque x+ ty ¢ U V;, ce qui conclut la démonstration
i=1

du lemme. O

Lapproche que nous avons suivie pour présenter la théorie de Galois met I'accent
sur la notion d’homomorphisme d’extensions. Le point crucial en est le «lemme d’Ar-
tin» (prop. 3.2.8).

Une autre approche est cependant possible et consiste a démontrer d’abord le théo-
reme de I’élément primitif (théoréme 3.3.3), sans utiliser la théorie de Galois. L'intérét
est bien str que le groupe de Galois d'une extension galoisienne définie par un élément
primitif est tres facile a visualiser : si L = K[x] ot x est une racine d'un polynéme ir-
réductible P € K[X] scindé dans L, tout K-automorphisme de L est défini par 'image
de x qui est'une des racines y de P dans L. Cela fait pile poil le bon nombre.

Autre démonstration du théoreme de l'élément primitif. — Par récurrence, il suffit de
montrer qu'une extension engendrée par deux éléments I'est en fait par un seul. Le
cas d’un corps fini se traite comme avant. Soit donc K un corps infini, L une extension
finie séparable de K et x, y deux éléments de L tels que L = K[x, y]. Soit P et Q les
polyndmes minimaux de x et y sur K. Soit Q une cloture algébrique de L et notons
X=Xi1,...,X, (resp. y=y,..., Ym) les racines distinctes de P (resp. Q) dans 2. Comme
K est infini, il existe c € K tel que pour tout (i, j) # (1,1), x; + ¢cy; # x1 + cy1.

Posons z = x+ cy et montrons que L = K[z]. Le polynéme R(Y) = P(z—cY) esta
coefficients dans le corps K[z] et s’annule en Y = y. D’autre part, si j # 1, z—cy; =
X1 + cy1 — cy;j n'est par hypothese pas racine de P, donc R(y;) # 0, si bien que y est

m
la seule racine commune a Q eta R. Comme Q est séparable, ona Q(Y) = [[ (Y —y;)
j=1

et pgcd(Q,R) = Y —y. Comme Q et R sont tous deux a coefficients dans K|[z], leur
pgcd (choisi unitaire) aussi et y € K[z]. Alors, x = z— cy € K|[z], ce qui implique bien
L=K][z]. O

Ceci fait, la plupart des récurrences deviennent inutiles, au moins si I'on se limite a
I’étude des extensions séparables. On doit aussi démontrer autrement le lemme d’Ar-
tin.

Autre démonstration de la proposition 3.2.8. — On commence de méme. Si x € L,
considérons son orbite par G c’est-a-dire I'ensemble O, des o(x) pour o € G. Le
polynéme
Pe= [ X-»
y€0x

est stable par o, donc ses coefficients appartiennent 3 K = L°. Comme il est a racines
simples et que Py(x) =0, x est séparable. Par suite, I'extension K c L est séparable. De
plus, tout élément de L est de degré au plus cardG sur K.
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Montrons que l'extension K < L est finie. Sinon, il existerait une suite croissante
d’extensions finies K< L) c L, c ..., avec L; c L pour tout i telle que [L; : K] tende
vers l'infini. D’apres le théoréme de I'élément primitif, chaque extension K < L; est
monogene, puisqu’elle est finie et séparable, d’ou [L; : K] < card G. Cette contradiction
montre que 'extension K c L est finie. Une nouvelle application du théoreme de I’élé-
ment primitif entraine qu’elle est de degré au plus card G. Comme elle est de degré au
moins card G, on a ’égalité voulue. O

3.4. Discriminant, résolvantes

Nous allons commencer ce paragraphe en caractérisant les polynémes P € K[X] tels
que le groupe de Galois d'une extension de décomposition de P est contenu dans le
groupe alterné. Du point de vue de la théorie de Galois, c’est parfaitement naturel :
si H est un sous-groupe de &,, Hn Gal(L/K) est un sous-groupe de Gal(L/K), donc
correspond a une sous-extension K < L' c L. De plus, comme le sous-groupe alterné
2, c &, estdistingué, savoir s’il contient le groupe de Galois ou pas ne dépendra pas
de I'ordre choisi pour numéroter les racines.

Rappelons que 'on avait défini le discriminant comme un polynéme symétrique
en n variables. D’apres le théoréeme sur les fonctions symétriques élémentaires, il
existe un unique polynéme A € Z[S;,...,S,] tel que

D(Xy,...,Xn) =A(Sy,...,Sp)-
On définit maintenant le discriminant d’'un polynome en une variable,
P=a,X"+a, 1 X" '+..a;X+ay, an#0.
par la formule
disc(P) = ag”_zA(—al/ao, al ag, ..., a,l ag).
Si x1,..., X, sont les racines de P dans une cloture algébrique de K, on a
disc(P) = a2 *D(x1,..., Xp).

En particulier, disc(P) # 0 si et seulement le polynome P est séparable.

Exemples 3.4.1. — a) Si P = aX?+ bX + c, les racines x et y vérifient x+y =—b/a et
xy = cl/a, sibien que

disc(P) = a®(x — y)? = > (x* + y* = 2xy) = @ (x + y)? — 4xy) = b* — 4ac.
b) On a

n
disc(P) = (-1)""" Vg2 TT P/(x;).
j=1
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Si y1,..., yn—1 désignent les racines de P’, on a

n—1

P'(xj) =nay H (Xj = y&),
k=1
si bien que
) 02 on-2 0"
disc(P) = (-1)"" V222 TT T (x; — v
k=1j=1

Par suite, on a aussi

n-1
disc(P) = (-1)""V2g" 1 n™ TT P(yp).
k=1
c) Pour P= X3+ pX+q, P' =3X?+ p apour racines +./—p/3. On a ainsi
disc(P) = —27P(—+/—p/3)P(y/-p!3)

2 2
=27 —\/—p/3?p+ q) \/—p/?)?p +q)

= —276/2 —4}93.

Si P est unitaire séparable de degré n, de racines {xy, ..., x,} dans une extension de
décomposition L de K, notons
d= H (x,- - x]').
i<j
C’est ainsi un élément de L qui vérifie d? = disc(P). Si o € Gal(L/K), on a ainsi
o(d =[]ox)—ox) =[] X — Xo (),
i<j i<j

oul’on anoté o(i) I'unique entier de {1;...; n} tel que o(x;) = x4(;). Alors,

1 sio(i)<o(j);
-1 sio(i)>o(j).

odid=]]
i<j
Autrement dit, o(d)/d est égal a (—1) puissance le nombre d’inversions de la per-
mutation de {x;;...;x,} associée a o : c’est la signature de o dans K (c’est-a-dire :
o(d)/d = es1k). On en déduit que d appartient a K si et seulement si la signature de
tout élément de Gal(L/K) est égale a 1 dans K, c’est-a-dire si et seulement si
— ou bien la caractéristique du corps K est égalea 2 ;
— ou bien Gal(L/K) est un sous-groupe de ;.

Nous avons ainsi démontré la proposition, caractéristique de ce que permet de dé-
montrer la théorie de Galois :

PROPOSITION 3.4.2. — Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Le groupe de
Galois d’'un polynéme unitaire séparable P est contenu dans le groupe des permutations
paires des racines si et seulement son discriminant est un carré dans K .
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Soit encore P un polyndme séparable unitaire a coefficients dans K, K c L une ex-
tension de décomposition de P. Notons xj, ..., x, les racines de P dans L. Si f estun
polynéme dans K[Xj,...,X,], 'expression f(xi,...,X,) esta priori un élément de L.

On a déja démontré que si f était un polyndome symétrique, alors f est un poly-
nome g(Sy,...,S,) enles polynomes symétriques élémentaires Sj,...,S,. Comme les
Sj(x1,...,x,) sont, au signe pres, les coefficients de P, f(xy,...,x,) appartient a K.
Plus généralement, si f(Xys(1),...,Xon) = f(X1,...,X,) pour toute permutation o dans
un sous-groupe G de &, et si Gal(L/K) c G, on aura de méme f(x,...,x,) € K. Cela
motive les considérations qui vont suivre.

Soit G un sous-groupe de G, f un polynéme dans Z[Xj, ..., X,] et soit H le sous-
groupe de G formé des o € G tels que

f(XG'(l)r---;XO'(n)) = f(Xl))X}’l)

En fait, la formule ? f = f(Xyq),...,Xg(n)) définit une action [o]: f — ? f du groupe
symmeétrique G, sur 'anneau des polynomes K[Xj,...,X,]. Remarquez que [o] est a
la fois un automorphisme d’anneaux et de K-espace vectoriels. Si 'on restreint cette
action au sous-groupe G c G, le groupe H n’est autre que le stabilisateur de f. Par
suite,siceGette H,°"f=7("f)=7f et ? f ne dépend que de la classe a droite de
o dans G/H. A fortiori, f(xs),.-.,Xs(n) ne dépend aussi que de cette classe 0 H. On
peut ainsi poser la définition :

DEFINITION 3.4.3. — On définit larésolvante R;(f,P) de P par rapporta f et G par:
Re(f,P)= [l X=f Gy Xom)-
oHeG/H

(Le produit est sur un systeme arbitraire de représentants dans G des classes a droites
modulo H.)

LEMME 3.4.4. — Cest un polynome de K[X].

Démonstration. — Comme c’est a priori un polynéme de L[X], il suffit de vérifier que
pour tout élément 7 € Gal(L/K), t(Rg(f,P)) = Rg(f,P). (Laction de Gal(L/K) sur les
polynomes se fait coefficient par coefficient. Le polyndme est stabilisé si et seulement
si chacun de ses coefficients I'est.) Or, rappelons que par définition, 7(x;) = x;(;) pour
tout j, si bien que

T(f(xa(l)»---;xa(n))) = f(xra(l);---;xra(n))-
Par suite,
tRe(fL,P)=1( [] X=fGo@--Xem))= [] X=FOoq--r Xrom))-
oeG/H oeG/H

Comme Gal(L/K) c G, lorsque [o] parcourt G/H, I'’ensemble des classes a droite de G
modulo H, [to] aussi, si bien que 7(Rg(f, P)) = Rg(f,P). C’est ce qu’il fallait démon-
trer. O
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Le discriminant apparait maintenant comme un cas particulier de la construc-
tion générale de résolvante que nous venons d’étudier. En effet, le stabilisateur
du polynéme f = [](X; —X;) dans G = &, est par définition égal au groupe al-

i<j
terné A, . De plus, f(x1,...,x,) = d tandis que pour toute permutation impaire o,
f(xsq),---r Xo(n)) = —d. Ainsi,

Rs,(f,P) = (X - d) (X +d) = X* - d* = X* - disc(P).

La proposition 3.4.2 peut alors étre reformulée comme suit : le groupe de Galois de P
est contenu dans 2, si et seulement si le polynéme X2 — disc(P) est scindé a racines
simples dans K.

Pour des résolventes plus générales, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4.5. — Avec les notations précédentes, supposons que Gal(L/K) < G de
sorte que Rg(f, P) € K[X], et supposons de plus que Rg(f, P) admette une racine simple
dans K. Alors, Gal(L/K) est conjugué dans G a un sous-groupe de H : il existe g € G tel
que Gal(L/K) c gHg™!.

Démonstration. — Pour tout o € G, notons &y = f(Xsq),-..,Xo(m))- On a vu dans la
démonstration précédente que pour tout 7 € Gal(L/K), 1(ay) = @;o. Soit 0 € G tel
que la racine simple de I'énoncé soit a. . Si @, appartient a K, cela signifie que pour
tout 7 € Gal(L/K), a;s = T(ag) = ag. Comme a, est supposé étre une racine simple
de Rg(f,P), pour tout 7 € Gal(L/K), To est dans la méme classe a droite que o mo-
dulo H : 70 € 0 H, autrement dit e c Ho~!. C’est ce qu'’il fallait démontrer. O

Une généralisation de cette proposition, jointe a une liste convenable de (G, f), est
utilisée par les ordinateurs pour déterminer explicitement les groupes de Galois des
polyndmes a coefficients entiers, au moins lorsque leur degré n’est pas trop élevé.
(Les connaissances et les capacités des ordinateurs
actuels permettent d’aller jusqu’au degré 23, dans
I'implémentation de MAGMA.)

3.5. Corps finis

Un corps fini est un corps qui n'a qu'un nombre
fini d’éléments. Les corps finis offrent le double in-
térét d’illustrer de maniere simple et directe la théo-
rie de Galois, sans pour autant cesser d’étre un sujet
d’étude arithmétique incroyablement riche. Ils ont
été inventés par Gauss mais il n’a rien publié a ce
sujet et Galois les a redécouvert plus tard. Evariste Galois (1811-1832)
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Commencons par des remarques simples. Soit F un corps fini. Remarquons que
I’homomorphisme canonique Z — F ne peut pas étre injectif, si bien que la caracté-
ristique de F est un nombre premier p. En particulier, F contient le corps F, =Z/pZ.
Alors, F est un F),-espace vectoriel, de dimension nécessairement finie. Si d désigne
cette dimension, on a alors I'égalité card F = p?.

Notons g = card F = p%. Lensemble F* des éléments non nuls de F est un groupe
pour la multiplication, de cardinal g —1. D’apres le théoreme de Lagrange (proposi-
tion 4.2.2), tout élément non nul de F vérifie x7~! = 1. De maniére équivalente, tout
élément x de F vérifie x7 = x. Comme tout sous-groupe fini du groupe multiplica-
tif d'un corps, F* est cyclique (voir I'exercice 1.16) et il existe un élément x; € F*
d’ordre g—1.

Si F — Q estun plongement de F dans une cloture algébrique de F), les images des
éléments de F* sont des racines (g— 1) -iemes de I'unité. Réciproquement, I’ensemble
des éléments x € Q qui vérifient x7 = x est un ensemble fini, de cardinal exactement g
car le polyndme X9 — X est séparable (de dérivée —1). C’est de plus un sous-corps
de Q : si ¢ désigne 'automorphisme de Frobenius de Q, c’est le sous-corps de Q fixé
par 'automorphisme ¢¢.

Cette description montre aussi que deux corps finis de méme cardinal g sont iso-
morphes : ils sont tous deux isomorphes au sous-corps de 2 formé des x tels que
x7=x.

Résumons :

PROPOSITION 3.5.1. — Soit p un nombre premier et q = p® une puissance de p, l'en-
semble des racines du polynome X9— X dans une cloture algébrique de F,, est un corps
fini de cardinal q. Tout corps fini de cardinal q lui est isomorphe.

Passons maintenant aux extension de corps finis. Soit E — F une telle extension; les
deux corps E et F sont de méme caractéristique p. Notons card E = p¢, cardF = p/ .
Comme F est un E-espace vectoriel de dimension finie, le cardinal de F est en fait
une puissance de celui de E et e divise f. Posons d = f/e; c’est le degré [F : E] de
I'extension E — F. Réciproquement, si E et F sont deux corps finis de cardinaux p°
et p/ avec f = de, il existe un homomorphisme E — F : si Q est une cloture algé-
brique de F,, E et F s’identifient aux sous-corps de ) formés des x tels que xP = x
et xP =x respectivement. Ainsi, on peut identifier E a un sous-corps de F, d’ou I'ho-
momorphisme cherché.

On suppose dans la suite que E c F. Soit ® = ¢°: F — F 'automorphisme de F
donné par x — x”°. 1l est I'identité sur E, donc définit un élément de Gal(F/E). Si
x1 € F* est un élément d’ordre p/ —1, on a ®/(x) = xP”, donc ®/(x) # x si 1 <
ej < f. Cela montre que les d éléments id,®,...,®% ! de Gal(F/E) sont distincts et
cardGal(F/E) > d. 1l en résulte que I'extension E — F est galoisienne, de groupe de
Galois engendré par @ et isomorphe a Z/dZ.



68 CHAPITRE 3. THEORIE DE GALOIS

Nous avons ainsi démontré la proposition suivante :

PROPOSITION 3.5.2. — Les extensions de corps finis sont galoisiennes, leur groupe de
Galois est cyclique.

Cela a une conséquence pratique importante sur I'action du groupe de Galois d'une
extension de décomposition sur les racines. Pour simplifier, considérons un polynéme
séparable P € F,[X], et soit F une extension de décomposition de P. Soit ¢: x — x?
I'automorphisme de Frobenius, générateur de Gal(F/F;). Si x est une racine de P,
¢(x) aussi. Numérotons les racines {xi, x,...,x,} de P de sorte que la permutation
induite par ¢ ait la décomposition en cycles

(xl ....an)(.an+1 ...Xn1+n2) cee (Xn1+...+nr71+l ...Xn).

(Il'ya r cycles, de longueurs ny,..., n;, avec ny +---+ n, = n.) Comme Gal(F/F)) est
engendré par ¢, les racines de P dans un méme cycle sont donc exactement les conju-
guées d'une quelconque d’entre elles, d’ot1 une factorisation de P en facteurs irréduc-
tibles de degrés n;,..., n,.

Cette remarque est surtout employée a rebours : les degrés des facteurs irréductibles
du polynéme P permettent de déterminer les longueurs des cycles de la permutation
de ses racines que définit 'automorphisme de Frobenius.

Notons aussi que pour calculer les n;, il n’est pas besoin de factoriser complete-
ment le polyndme P, mais il suffit de déterminer le nombre v, de facteurs de degré d
donné. Par définition, v; estle nombre de racines (distinctes car P est supposé sépa-
rable) de P dans F, ; ce sont les racines communes a P et a X” — X, si bien que v,
estle degré du polynome pged (P, X? — X). Puis, si F» désigne une extension de F), de
cardinal p?, v, estla moitié du nombre de racines de P qui appartiennent a F 2 mais
pas a F,,. Ainsi, 2v; est le degré du pged de P et de (XP* = X)/(XP —X), qui est aussi le
pged de P/ pged(BXP - X) et XP* — X. Plus généralement, le nombre de racines de P
dnas le corps Fjn est égala

Y dv, = degpged(XP" - X, P).
dln

Cela permet de calculer v, par récurrence.

Exercices

Exercice 3.1 (Principe de prolongement des identités algébriques)
Soit K un corps infini.
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a) Si Pe K[Xj,...,X,] est non nul, montrer qu’il existe (x,...,x,) € K" tel que P(xy,...,x,) #
0.

b) Rappeler pourquoil’anneau des polynémes K[Xj,...,X,] estintegre. En déduire une autre
démonstration du lemme 3.3.4.

¢) Soit P et Q deux polynémes de K[Xj,...,X,]. On suppose que Q # 0 et que pour tous
(x1,...,%,) € K" tels que Q(xy,...,Xx,) #0, P(xy,...,x,) =0. Montrer que P =0.

Exercice 3.2. — Soit K un corps.
a) Montrer qu'un polyndme P € K[X] est séparable si et seulement si c’est le produit de poly-
noémes irréductibles séparables.

b) Soit Py,..., P, des polyndmes séparables dans K[X]. Montrer que leur ppcm et leur pgcd
sont séparables.

Exercice 3.3. — Soit K le corps engendré par i et V2 dans C (i2=-1).
a) Montrer que [K: Q] =4. En donner un élément primitif ainsi que son polyné6me minimal.

b) Déterminer les opérations possibles de Gal(K/Q) sur 'ensemble {+i,+v/2}.
Montrer que Gal(K/Q) = (Z/2Z)%.

c) Dresser la liste des sous-corps de K.

Exercice 3.4. — Soit K c L une extension galoisienne de groupe de Galois G. Soit H un sous-
groupe de G et E = L I'extension de K associée. Montrer que la cloture galoisienne E¢ de E
est contenue dans L et déterminer le sous-groupe de G qui lui correspond par la théorie de
Galois.

Exercice 3.5. — Soit K un corps, L une extension finie galoisienne de K. Soit x € L et y un
conjugué de x, c’est-a-dire une racine du polynéme minimal de x sur K.

Montrer qu’il existe un élément o € Gal(L/K) tel que o(x) = y. (D’ailleurs, combien en
existe-t-il ?)

Exercice 3.6. — Soit K un corps et K c L une extension galoisienne, extension de décompo-
sition d'un polyndéme irréductible séparable de degré n de K[X].On note x,..., X, ses racines
dans L et on considere Gal(L/K) comme un sous-groupe de S,,.

a) Si i € {1;...;n}, soit H; le sous-groupe de &,, constitué des permutations o telles que
o(i) =1.0n pose G; = Gal(L/K) n H;. Montrer que les G; sont conjugués dans Gal(L/K) et que
pour tout i, (Gal(L/K): G;) = n. A quelles sous-extensions correspondent ces sous-groupes ?

b) Si Gal(L/K) est abélien, montrer que L= K[x;].

Exercice 3.7. — Soit K c L une extension finie galoisienne et soit x € L. On suppose que les
éléments o(x), pour o parcourant Gal(L/K), sont tous distincts. Montrer que L= K(x).

Exercice 3.8. — Soit K — L une extension monogene et soit a € L tel que L= K[a]. Pour tout
corps E tel que K c Ec L, notons P le polyndme minimal de a sur E.

a) Montrer que [L: E] = degPg.

b) Si E et E' sont des corps tels que K c E' c E c L, montrer que Pg divise Pg .
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¢) Soit E uncorpstel que K c E c L et soit E' le sous-corps de E engendré par les coefficients
de Py.Montrer que Pg = Pg. Conclure que E' = E.

d) Montrer qu’il y a un nombre fini de corps E telsque Kc Ec L.

Exercice 3.9. — a) Soit K — L une extension algébrique séparable. Soit n un entier tel que
tout élément de L soit de degré au plus n sur K. Montrer que [L: K] < n. (Considérer sinon
une extension finie Ly c L telle que [L, : K] > n et appliquer le théoreme de l'élément primitif.)

b) Soit p un nombre premier, K = F,(X, Y) et soit L I'extension engendrée dans une cloture
algébrique de K par X''? et Y7, Montrer que [L: K] = p? mais que tout élément de L est de
degré au plus p. En particulier, 'extension K c L n’est pas monogene.

Exercice 3.10. — Soit k£ un corps, L = k(X;,...,X,) le corps des fractions rationnelles en
n variables et K le sous-corps de L engendré par les polyndmes symétriques élémentaires
S1,.-,Sn-

a) Montrer que 'extension K c L est galoisienne de groupe G,,.

b) Supposons que k est de caractéristique zéro. Montrer que Xj +2X, +--- + nX,, engendre L
sur K.

¢) Soit f € L etsoit H sont stabilisateur dans &,,, c’est-a-dire 'ensemble des 0 € G, tels que
Xy, 0 X0 = Xy Xom)-

Montrer que 'extension K(f) c L est galoisienne de groupe H. (Montrer que f est un élément
primitif de I'extension K < L))

d) Déduire de la question précédente que toute fonction rationnelle g € L qui a méme sta-
bilisateur que f peut étre exprimée comme une fonction rationnelle de f et des polynémes
symétriques élémentaires (Lagrange, 1770, 60 ans avant Galois!).

Exemple expliciteavec n=3: f =X X+ X3, g=X3.

Exercice 3.11. — a) Soit G un groupe et F un corps. Soit 01,...,0, nhomomorphismes dis-
tincts de G dans le groupe multiplicatif F*. Montrer que o1, ..., 0, sont linéairement indépen-
dants:si ay,...,a, sontdes éléments de F tels que a;01+---+a,0,=0,alors a; =---=a, =0.

b) Soit E et F deuxcorpset 0y, ..., 0, n homomorphismes de corps distincts E — F. Mon-
trer qu’ils sont linéairement indépendants sur F.

Exercice 3.12. — Soit K — Q une extension algébrique d'un corps parfait K et supposons que
tout polynéme non constant dans K[X] a une racine dans Q.

a) Soit K — L une extension de décomposition d'un polyndéme irréductible P € K[X]. Mon-
trer qu’il existe a € L tel que L= K(a).

b) Soit Q le polyndme minimal de a sur K. En utilisant le fait que Q a une racine dans Q,
montrer qu’il existe un morphisme d’extensions L — Q.

¢) Conclure que P est scindé dans Q, et donc que Q est une cloture algébrique de K.
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Exercice 3.13. — Soit K un corps et soit n un entier tel que n > 2. Soit E = K[{] une extension
de K engendrée par une racine primitive n-ieme de l'unité.

a) Montrer que 'ensemble des racines n-iéme de 'unité dans E est un groupe cyclique
d’ordre n, engendré par (.

b) Montrer que I'extension K — E est galoisienne.

¢) Soit o un élément de Gal(E/K). Montrer qu’il existe un entier d premier a n tel que o({) =
.

d) Construire un homomorphisme de groupes injectif ¢: Gal(E/K) — (Z/nZ)* . En déduire
que Gal(E/K) est un groupe abélien.

e) Quel est le groupe de Galois de Q({,)/Q ?

Exercice 3.14. — Soit p un nombre premier impair. On rappelle que (Z/pZ)* est cyclique
d’ordre p—1.

a) Montrer que pour tout n > 1, (Z/p"Z)* est cyclique d’ordre (p—1)p"!. (Si a € Z est un
élément dont la classe dans Z/ pZ engendre (Z/pZ)* , considérer a’ 1+ p).)

b) En déduire que pour tout n > 1 le corps cyclotomique Q({,») engendré par une racine
primitive p”-ieme de I'unité posséde un unique sous-corps K tel que [K:Q] =2.

¢) Soit €: (Z/pZ)* — {+1} 'unique homomorphisme de groupes par lequel tout générateur
de (Z/pZ)* apourimage —1. On pose (somme de Gaufs)

p-1
G= Z e(k)expikn/p).
k=1

Montrer que G? = (—1)?"Y2p. Quel est le sous-corps K de la question précédente ?

Exercice 3.15. — Soit F =F, un corps fini de cardinal q.Si d > 1, on note J; I'ensemble des
polynoémes unitaires irréductibles de degré d dans F[X] ; soit N; = cardJ,.

a) Soit n > 1. Montrer que le degré d'un polynome irréductible qui divise X9" — X est un
diviseur de 7. Réciproquement, si d divise 72, montrer que tout polynéme de J; divise X9 —X.

b) Montrer la relation

C]nZZde.
dln
c) Montrer que pour tout entier 7,
1 .g-2
N,>—q"—.
G P

En particulier, N,, #0.
d) Soit u: N* — {0,1,—-1} la fonction de Mdbius définie par u(n) = (-1)" si n est le produit
de r nombres premiers distincts, et p(n) =0 sinon. Si f et g sont des fonctions de N* dans C,

montrer que 'on a f(n) = ). g(d) pour tout n, si et seulement si g(n) = ) u(n/d)g(d) pour
dln dln
tout n (formule d’inversion de Mobius). En particulier,

1
N, ==Y unid)q".
ndln
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Exercice 3.16. — On s’intéresse dans cet exercice a la factorisation des polynémes cycloto-
miques sur un corps fini F, de cardinal g. Soit p sa caractéristique; on note Q une cloture
algébrique de F,.

a) Si n estun entier premier a p et r un entier positif ou nul, montrer quel'ona ®,r, = o
dans F,[X].

b) Soit a € Q*. Montrer qu’il existe un plus petit entier n tel que a” = 1. Montrer qu’il n’est
pas multiple de p. Soit 4 'ordre de g dans le groupe (Z/nZ)* . Montrer alors que le polyndme
minimal de « est de degré 6.

¢) Soit n > 2 un entier premier a p. Montrer que le polynome ®,, est séparable dans F,[X].
Déduire de la question précédente que tous ses facteurs irréductibles sur F; ont méme degre,
égal al'ordre de g dans le groupe (Z/nZ)*.

d) Montrer que le polynome X* + 1 est irréductible dans Q[X] mais que pour tout nombre
premier p, il est réductible dans F,[X]. Généraliser.

Exercice 3.17. — a) Soit n et a deux entiers, et soit p un nombre premier qui divise ®,(a)
sans diviser n. Montrer que p=1 (mod n).

b) Soit n un entier. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme kn+1.
(C’est un cas facile du théoreme de Dirichlet selon lequel si n et m sont deux entiers premiers
entre eux, il existe une infinité de nombres premiers de la forme kn+ m.)

Exercice 3.18. — Soit F un corps fini, g son cardinal et p sa caractéristique. Si
f €Flxy,...,x,], onpose S(f) = ZF f(x).
xeF"

a) Calculer S(xli1 ...x,i{’) en fonction de (i3, ..., i,).
b) Soit fi,..., f; des polynomes de F[x,...,x,] de degrés d,,...,d, et soit V I'ensemble de
leurs zéros communs dans F”.
Soit f le polynome défini par f = H(l - f; =1y, Calculer S( f) en fonction de card V. En

déduire que si dy +---+d, < n, cardV est multiple de p (théoréme de Chevalley-Warning).

Exercice 3.19. — Soit F un corps fini; on note g son cardinal.

a) Montrer que I'espace vectoriel F? est réunion de g+ 1 -droites vectorielles, mais pas moins.
Plus généralement, combien faut-il d’hyperplans pour recouvrir F” ?

b) Soit Hi,...,H; des hyperplans affines de F; ne passant pas par l'origine et recouvrant

F;‘ \ {0}. Montrer que d > n(q—1). Montrer que cette minoration est optimale en exhibant un
d

tel recouvrement avec d = n(q—1). (Si f; est une équation de H;, poser f = [1 f; et considérer

i=1
la quantité S(f) introduite dans l'exercice 3.18.)

Exercice 3.20. — Cet exercice est la base de |’algorithme de Berlekamp pour factoriser des po-

lyndémes sur des corps finis.
Soit P un polynéme séparable non constant a coefficients dans le corps fini F,,. Notons Rp
r
I'anneau F,[X]/(P). Soit P = [] P; la factorisation de P en polyndmes irréductibles de F,[X].
i=1
Notons n; =degP;.



EXERCICES 73

a) Montrer que I'anneau Rp, estisomorphe au corps fini F» .
b) Si A€ Rp, ondésigne par p;(A) lereste de la division euclidienne de A par P;. Montrer que
r

I'application A~ (p;(A),...,p,(A)) définit un isomorphisme d’anneaux Rp =~ [] Rp, .
i=1

c) Si A€ Rp, posons #(A) = A? — A. Montrer que ¢ est un endomorphisme F,,-linéaire de Rp,
vu comme un F,-espace vectoriel et qu'’il correspond, par les isomorphismes précédents, a
I'application

r r
anﬂi_’l_[Fp”i, (al,...,ar)»—»(af—al,...,af—ar).
i=1 i=1

d) Montrer que le noyau de ¢ est un sous-espace vectoriel de Rp de dimension r.

e) Soit a un élément du noyau de ¢. Montrer qu’il existe un polynome unitaire Q € F,[X] de
degré minimal tel que Q(a) = 0. Montrer que le polynéme Q est séparable et scindé sur F,.

f) (suite) Si a ¢ F,, montrer que Q n’'est pas irréductible. D’une factorisation partielle Q =
Q;Q,, montrer comment obtenir une factorisation partielle non triviale de P.

Exercice 3.21. — a) Soit p et g deux éléments d'un corps K. Montrer que le discriminant
du polynome X° + pX + q est égal a 5°g* +4*p°.

b) Généraliser la question précédente en calculant, pour tout entier n > 2, le discriminant du
polynéme X" + pX +¢q.

Exercice 3.22. — Soit p et g deux nombres premiers distincts. Soit F une extension de dé-
composition du polynome P = X9 -1 surle corps F,.

a) Lautomorphisme de Frobenius ¢ € Gal(F/F,) induit une permutation des racines de P.
Déterminer sa décomposition en cycles de supports disjoints.

b) Montrer que Gal(F/F,) est un sous-groupe du groupe alterné qu si et seulement si p est
un carré dans Z/gZ.

Exercice 3.23. — Si a € (Z/gZ)”*, on note (ﬁ) =1 si a est un carré dans Z/gZ et —1 sinon

q
(symbole de Legendre).
a) Si g est impair, montrer que (%) =qld-D/2,

b) A l'aide des résultats de I'exercice 3.22, établir la loi de réciprocité quadratique (GauR, 8
avril 1796) : si p et g sont deux nombres premiers impairs distincts,
PY(4) = (—1)(P-D(g-D/4
(q) (p) - ( 1) .
¢) On suppose que p est un nombre premier impair. Soit { une racine primitive 8-iéme de
'unité dans une cloture algébrique de F,. Soit & =+ -1
Calculer a®. En déduire que 2 est un carré dans F, si et seulementsi p = +1 (mod 8). Véri-
fier enfin que

(g) — (_1)(!7271)/8.
p
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Exercice 3.24 (Résultant et discriminant). — Soit
A=a,X-x)...(X=x) = a, X"+ +ap
B=b,p(X=y1)....X=Ym) = bpX™ +-+-+ by,

deux polynémes scindés a coefficients dans un corps K.

a) Introduisons les deux matrices suivantes a coefficients dans K :

a, Gau, ...
S= ay ap—1 ayp
bm bm—l bO
bm bm—l bO
ouilya m lignes de a puis n lignes de b, et
y1n+m—l . yrr’l:m—l x1n+m—l xrrlz+m—l
V=
N Ym X1 Xn
1 1 1 1

Le déterminant de S est appelé résultant de A et B et est noté Res(A, B). En calculant le pro-
duit SV puis en prenant les déterminants, montrer que

n m
Res(A,B)=a;'b;, [| (xi—y)=a[][Bx)=ED""b) [[AW),
1<ikn i=1 j=1
1<j<m

au moins lorsque le polyndme AB est a racines simples.
b) Al'aide del'exercice 3.1, montrer que les formules précédentes sont toujours valables.
¢) Si m=n-1 et B=A', montrer que
Res(A, A') = (=1)""" V24 disc(A).
Exercice 3.25. — Soit P = a,X" + a, , X" ! +---+ ay un polyndme de degré n a coefficients

entiers. Montrer que le discriminant de P est un entier.. (Utiliser au choix I'exercice 1.18 ou
I'exercice 3.24).
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Un peu de théorie des groupes

Ce chapitre rappelle les notions essentielles de théorie des groupes qui inter-
viennent en théorie de Galois. Je conseille de ne le lire qu'au fur et a mesure des
besoins (c’est d’ailleurs dans cet esprit qu'il sera enseigné).

4.1. Groupes (rappels de définitions)

Un groupe est un ensemble G muni d'une opération interne (g, g’) — g * g’ vérifiant
les propriétés suivantes :

— il existe un élément e € G tel que pour tout g€ G, ex g = g * e = g (existence d'un
élément neutre) ;

— pour tout g € G, il existe g’ € G tel que g * g’ = g’ x g = e (existence d’un inverse) ;

- pourtous g, g, g’ dans G,ona gx* (g’ xg") = (g g") = g" (associativité).

De nombreuses autres notations existent pour la loi interne : outre *, citons -, x,
+, ¢, *, ., etc. Quand il ne peut pas y avoir de confusion, il est souvent courant de ne
pas mettre de symbole et de noter tout simplement gg’ le produit de deux éléments g
et g’ d'un groupe G. Surtout quand la loi est noté -, I'inverse d’'un élément g est noté
g_1 .L'élément neutre peut aussi étre noté e (s'il y a plusieurs groupes), 1 ou 1.

La notation additive + n’est utilisée que pour les groupes commutatifs, c’est-a-dire
les groupes dont deux éléments quelconques vérifient la relation gg’ = g’g. Dans ce
cas, 'élément neutre est noté 0 ou Og etl'inverse d'un élément g est notée —g. De tels
groupes sont aussi appelés abéliens, en 'honneur du mathématicien norvégien Niels
Henryk Abel.

Comme exemples de groupes, citons le groupe &, des permutations de I'ensemble
{1,...,n} (laloi est la composition), le groupe Z des entiers relatifs (pour 1’addition),
I’ensemble des réels non nuls (pour la multiplication), tout espace vectoriel (pour I'ad-
dition), '’ensemble des matrices n x n inversibles (pour la multiplication), 'ensemble
des matrices n x n orthogonales (encore pour la multiplication).
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4.2. Sous-groupes

Si G et H sont deux groupes, un homomorphisme de groupes f: G — H est une ap-
plication f telle que f(gg’) = f(g)f(g’) pourtous g et g’ dans G.Si f: G— H estun
homomorphisme, f(eg) = e et, pour tout g€ G, f(g™) = f(g)~. Un isomorphisme
est un homomorphisme bijectif.

Soit G un groupe. Une partie H < G est un sous-groupe de G si eg € H, le produit
de deux éléments quelconques de H est dans H, et I'inverse d'un élément de H est
dans H. Alors, la loi de groupe de G se restreing en une loi interne sur H qui le munit
d’'une structure de groupe, d’élément neutre e;. Si S est une partie d'un groupe G,
(S) désigne le sous-groupe de G engendré par S : c’est le plus petit sous-groupe de G
contenant S.

LEMME 4.2.1. — Soit G un groupe et soit S une partie non-vide de G. Le sous-
groupe (S) est l'ensemble de tous les produits sy...s,, ot s; € S ou si‘l € S pour
tout i.

Démonstration. — Soit H ’ensemble de tous ces produits. Comme tout sous-groupe

de G contenant S doit contenir ces produits, H < (S). Inversement, comme S c H,
il suffit de montrer que H est un sous-groupe de G. Linverse de d'un élément s;...s,
de H estégala s,'...s;!, donc appartientd H. Deméme, si s...sp€ Het f... 4, € H,
leur produit s;...s,4...t, appartient a H. Enfin, ez € H (ou bien comme le produit
d’une famille vide, ou bien en I’écrivant ss™? pour s€ S). O

Limage f(G) d'un morphisme de groupes
f: G — H est un sous-groupe de H. Limage
réciproque f!(H') de tout sous-groupe H' c H est
un sous-groupe de G. En particulier, le noyau de f,
formé des éléments g € G tels que f(g) = ey, estun
sous-groupe de G. Il est égal a {eg} si et seulement
si f estinjective.

Si un groupe G est fini, son ordre n’est autre que
son cardinal. Lordre d’'un élément g € G est le plus
petit entier n > 1 tel que g”" = e (si un tel entier
n'existe pas, g est dit d’ordre infini). C’est aussi
I'ordre du sous-groupe (g) de G engendré par g.
Remarquez aussi que (g) est isomorphe a Z/nZ si
g est d’ordre fini n, et est isomorphe a Z si g est
d’ordre infini (exercice).
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PROPOSITION 4.2.2 (Lagrange). — Si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G,
l'ordre de H divise l'ordre de G. En particulier, 'ordre de tout élément de G divise l'ordre
deG.

On appelle alors indice de H dans G le quotient card G/ card H ; on le note (G: H).

Démonstration. — Introduisons la relation sur G définie par g ~ g’ si et seulement s'il
existe h € H tel que g’ = gh. C’est une relation d’équivalence :

— réflexivité : comme g=geetec H, g~ g pourtout geG;

— symétrie : si g ~ g', soit he Htel que g’ = gh. Alors, g = g'h™!, dou1 g’ ~ g
puisque h™' e H;

— transitivité :si g~ g’ et g’ ~g",soit het e Htelsque g'=ghet g"=g'h'.On
aalors g’ = g(hh'), donc g ~ g’ puisque H est un sous-groupe, donc hh'€ H.

La classe d’équivalence d'un élément g € G est 'ensemble gH des gh pour he€ H.
Puisque G est un groupe, I'application i — gh induit une bijection de H sur gH :
toutes les classes d’équivalence sont en bijection. En particulier, si G est fini, elles ont
méme cardinal, celui de H.

L'ensemble G est réunion disjointe de ses classes d'équivalences pour cette relation.
S’ilya N classes, on a donc card G = Ncard H et le cardinal de H divise celuide G. O

Les classes gH introduites ci-dessus sont appelées classes a droite ' de G selon H.
On note G/H l'ensemble des classes a droite. On introduit de méme une relation
d’équivalence a gauche : g ~ g’ si et seulement si g’ = hg. Les classes d’équivalence
sont alors les parties Hg pour g € G et 'ensemble de ces classes, dites a gauche est
noté H\G. Dans le cas ou G est fini, les deux ensembles G/ H et H\G ont pour cardinal
I'indice (G: H) de H dans G.

La réciproque partielle du théoréme de Lagrange est parfois attribuée a Cauchy.

PROPOSITION 4.2.3 (Lemme de Cauchy). — Soit G
un groupe fini et soit p un nombre premier qui di-
vise l'ordre de G. Alors, il existe un élément de G qui
estd’ordre p.

E

AUGUSTIN
CAUCHY it
-7

Démonstration. — Le cas ou G est abélien est une
conséquence immédiate de I'exercice 1.15. On rai-

2l
=
U
-
<
g
)
4
=
a <!
=
g

sonne alors par récurrence sur I'ordre de G.

Notons Z le centre de G, ensemble des g € G tels que pour tout he H, gh = hg. Si
p divise le cardinal de Z, on conclut ou bien par récurrence si card Z < card G, ou bien
par le cas d'un groupe abélien si card Z = card G.

(DLes classes a droites sont les orbites pour 'action de H par translation a droite dans G. Certains au-
teurs comme Lang [7] ou Bourbaki les appellent classes a gauche...
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Si x € G, notons C, sa classe de conjugaison : c’est 'ensemble des gxg~! pour
g décrivant G. Lapplication de G dans C, qui & g associe gxg~! est surjective. Si
gxg~! = hxh!, alors y = h™1g vérifie yx = xy, et réciproquement. L'ensemble des
tels y forme un sous-groupe G, de G, le centralisateur de x dans G. Ainsi, le cardinal
de €, que multiplie celui de Gy est égal au cardinal de G :

cardC, = (G: Gy).

Ecrivons que G est réunion de classes de conjugaison : soit xj, ..., x, € G des éléments
deux a deux non conjugués tels que tout élément de G soit conjugué a 'un des x;. On
adonc .
cardG =) (G:Gy,).
i=1
Remarquons qu'un élément de Z n’est conjugué qu’a lui-méme. Cela signifie que dans
cette somme, tous les éléments du centre apparaissent et ’on peut écrire

,
cardG =card Z + Z (G:Gy,).
“iez
Comme card G est multiple de p mais pas cardZ, I'un des (G : Gy,) n’est pas multiple
de p. Cela implique que p divise card Gy, . Puisque x; ¢ Z, Gy, # G, donc cardGy; <
card G et I'on conclut par récurrence. O

4.3. Opération d’'un groupe sur un ensemble

Une opération, ou action, d'un groupe G sur un ensemble X est un homomor-
phisme de G dans le groupe G(X) des permutations de X. Dans de nombreux cas,
il n'y a pas de confusion sur '’homomorphisme dont il s’agit et on note g - x, voire gx
I'image de x par la permutation associée a g.

Lorbite Oy d'un élément x € X est 'ensemble des g-x pour g parcourant G. Le
stabilisateur Stabg(x) de x est 'ensemble des h € G tels que hx = x. C’est un sous-
groupe de G.De plus, gx = g’x sietseulementsiona g’'g~'x = x, soit g'g ! € Stabg(x)
ou encore g’ € Stabg(x) . Autrement dit, I'application G — X donnée par g — gx induit
une bijection entre '’ensemble G/ Stabg(x) des classes a droite suivant Stabg(x) et1’or-
bite O,.

En particulier, si G est fini et opére sur un ensemble X,

cardG
card O, = (G: Stabg(x)) = m
pour tout élément x € X.

Lensemble X est réunion des orbites de ses éléments. De plus, si x et y sont dans

X, ou bien leurs orbites sont disjointes, ou bien elles sont égales. On peut alors choisir
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un élément x; par orbite, de sorte que X est la réunion disjointe des orbites des x;. Si
X est fini, son cardinal est en particulier la somme des cardinaux des orbites des x;,
c’est-a-dire

cardG
card Stabg(x;)”

cardX =) cardOy, =)
i

i

C’est l'équation aux classes. Elle est tres importante car souvent on obtient rien qu’en
la considérant (pour une action il est vraie bien choisie) des restrictions assez fortes sur
les ordres de divers sous-groupes.

En fait, nous avons déja fait usage de cette équation aux classes dans la preuve de la
proposition 4.2.3, pour I'action par conjugaison, qui est 'action du groupe G sur lui-
méme définie par g-h = ghg~'. Le centralisateur d'un élément g € G n’est alors autre
que le stabilisateur de g pour cette action.

Les translations a droite et a gauche sont deux autres exemples importants d’action
d’un groupe G sur lui-méme, définies respectivement par g-h=hg ' et g-h = gh.
Une action d'un group se restreint naturellement en une action de n'importe lequel
de ses sous-groupes. Ainsi, un sous-groupe H c G agit sur G par translation a droite,
ou a gauche. Il est facile de vérifier que les orbites de ces actions sont précisément les
classes a droite, ou a gauche, de H dans G.

4.4. Sous-groupes distingués, groupes quotients

La notion de sous-groupe distingué que nous introduisons maintenant apparait na-
turellement lorsqu’on veut faire des quotients dans la catégorie des groupes : n'importe
quel sous-groupe n’est pas le noyau d'un homomorphisme de groupes. En effet, soit
¢: G — G' un homomorphisme de groupes;si g, h€ G,ona

0(g""hg) = p(g) ' p(Mg(g).
En particulier, si ¢(h) =e,ona
P8 he)=(g) " ep(g) =e.
D’ou la définition :
DEFINITION 4.4.1. — Un sous-groupe H d’'un groupe G est dit distingué si pour tout
geGettouthe H, g 'hge H.

PROPOSITION 4.4.2. — Le noyau d’'un homomorphisme de groupes est un sous-groupe
distingué.
Exemples 4.4.3. —  a) Soit G un groupe. Les sous-groupes « triviaux» {1} et G sont

distingués dans G.
b) Sile groupe G est commutatif, tous ses sous-groupes sont distingués.
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¢) Soit Z I’ensemble des g € G tels que pour tout h € G, gh = hg :le centrede G.
C’est un sous-groupe distingué de G. En effet,si he Zet g€ G, gthg=hg 'g=he
Z.

d) Soit D le sous-groupe de G (sous-groupe dérivé) engendré par les expressions
de la forme g1 g8, ! g L avec g et g dans G (commutateurs). C’est un sous-groupe
distingué de G. En effet, si ge G et 188, 1 g ! est un commutateur, on a

s gge'ee=8"88E 29 s '9g g '8
=g g9 'eeg 'ge) g lng ™
= hyhy b

avec h; = g7 'gig et hy = g~ ' hy g, donc est un commutateur. Notons Dy I'ensemble
des commutateurs dans G. Un élément d de D s’écrit d; ...d, olules d; sont des com-
mutateurs ('inverse d'un commutateur est encore un commutateur). Alors,

g_ldg = (g_ldlg)...(g_ldng)

est d’apres la remarque ci-dessus un produit de commutateurs, donc appartient a D,
cqfd.

Exercice 4.4.4. — Montrer que H c G est distingué si et seulement si gH = Hg.

La construction du groupe quotient d'un groupe par un sous-groupe distingué
montre inversement que tout sous-groupe distingué est le noyau d'un homomor-
phisme surjectif. Soit G/H I'ensemble des classes a droite modulo H. On définit une
loi interne sur G/H :si g et g’ sontdans G, h et h’ dans H,on a

(gh) (g’h') — gg/(g/)—l hg'h’,
et, puisque H est distingué dans G, (g')"'hg’ appartient a2 H, et donc (g")"'hg'h’
aussi. Ainsi, la classe a droite de gg’ modulo H ne dépend que des classes a droite de
g et g’ etl’'on peut poser
(gH) * (g'H) = (gg" H.

Une fois établi que cette définition a un sens, c’est un pure exercice de routine que de
vérifier qu’elle munit G/ H d’une structure de groupe d’élément neutre H = eH, et que
I'application G — G/H qui a g € G associe sa classe a droite gH est un homomor-
phisme surjectif de groupes. Par construction, son noyau est H.

La vertu des groupes quotients est aussi de jouir d'un théoreme de factorisation (en-
core une « propriété universelle ») :

THEOREME 4.4.5. — Soit G un groupe, H un sous-groupe distingué de G. Soit f: G —
G' un homomorphisme de groupes dont le noyau contient H. Alors, il existe un unique
homomorphisme de groupes ¢: GIH — G’ tel que pour tout g € G, ¢(n(g)) = f(g).
(Autrement dit, pom = f.)
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Le noyau de ¢ est égal a n(Ker f). Ainsi, ¢ est injectif si et seulement si Ker f = H.
Enfin, ¢ est surjectif si et seulement si f l'est.

Démonstration. — Si n(g) = n(g), il existe h € H tel que g = g'h. Ainsi,
f(g) = f(g'h) = f(ghf(h) = f(g') puisque H < Ker f. Cela signifie que I'appli-
cation de G/H dans G’ qui associe a une classe de G/H l'image par f de n'importe
lequel de ses membres est bien définie. Notons ¢ cette application; elle vérifie
@om = f par construction.

Il est alors tout aussi routinier qu’avant de vérifier que ¢: G/H — G’ est un homo-
morphisme de groupes. Une classe gH appartient au noyau de ¢ si et seulement si
f(g) = e, c'est-a-dire si et seulement si g € Ker f. Ainsi, Ker¢ = n(Ker f). Dire que ¢
est injective signifie alors que g € Ker f équivauta g € H, c’est-a-dire H = Ker f . Enfin,
si f estsurjective, il est immédiat que ¢ l'est et réciproquement, si ¢ est surjective, f
I'est aussi car  est surjectif. O

PROPOSITION 4.4.6. — Soit G un groupe, H un sous-groupe distingué de G et n: G —
G/H I'homomorphisme canonique de noyau H.

a) Si K est un sous-groupe de G/H, 1~ (K) est un sous-groupe de G contenant H.
Réciproquement, tout sous-groupe de G contenant H est de cette forme pour un unique
sous-groupe de G/ H, a savoir n(H).

b) Si K est un sous-groupe distingué de G/H, alors lUapplication naturelle
G — G/H — (G/H)/K a pour noyau n~'(K) et induit un isomorphisme

G/n Y (K) = (G/H)/K.

Démonstration. — a) Comme toute image réciproque d’un sous-groupe, 7~ (K) est
un sous-groupe de G. Il contient 7~ !(e) = H. Inversement, soit K un sous-groupe de G
contenant H. Alors, 7(K) est un sous-groupe de G/H et n~!(n(K)) contient K. Pour
montrer l'autre inclusion, soit g € 77 ((K)). Alors 7(g) € n(K), donc il existe k € K
tel que n(g) = (k). Par suite, h = gk_1 est un élément de Kerwr = H. Comme H c K,
g=hkeKk.

b) Lapplication f: G — (G/H)/K est un morphisme de groupes, surjectif, comme
composition de deux tels homomorphismes. De plus, un élément g € G apartient au
noyau de f si et seulement si 7m(g) appartient au noyau K du morphisme G/H —
(G/H)/K, sibien que Ker f = 77! (K). Par suite, f induit unisomorphisme G/7~1(K) =~
(G/H)/IK. O

DEFINITION 4.4.7. — On dit qu'un groupe G est simple s’il n'a pas de sous-groupe dis-
tingué non trivial.
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4.5. Groupes résolubles, nilpotents

Soit G un groupe. Si N est un sous-groupe distingué de G, on peut en un certain
sens « approcher » la structure de groupe de G par la combinaison de celles de N et
de G/N.Plus généralement, il peut étre utile d’'introduire des suites distinguées dans G,
c’est-a-dire des suites de sous-groupes

1}=GycGc---cGy1cG, =G

de G, telles que pour tout entier i tel que 1 < i < n, G;_; soitun sous-groupe distingué
de Gi .

DEFINITION 4.5.1. — Ondit qu'un groupe G est résoluble sil posséde une suite distin-
guée
1}=GycGic---cGy1cG, =G

telle que le groupe G;/G;_; soit commutatif pour tout i, 1 <i< n.
Du point de vue de I’algebre, c’est une notion tres robuste :

PROPOSITION 4.5.2. — Soit G un groupe, H un sous-groupe de G.

a) Si G estrésoluble, H est résoluble;
b) Si G est résoluble et si H est distingué, G/ H est résoluble;
c) Si H est résoluble, distingué et si G/ H est résoluble, alors G est résoluble.

Démonstration. — a) Considérons une suite de sous-groupes Gy < ... G, comme dans
la définition et posons H; = HN G;. Les H; définissent une suite de sous-groupes de
H.Deplus, H;_; estdistinguédans H; :si ge H; et he H;_;, g_lhg appartienta G;_;
(car g € G;, h e Gj_y et G;_; est distingué dans G;) et appartient aussi a H (car g et
h appartiennent a H), donc appartient a H;_ . Enfin, le groupe quotient H;/H;_; est
commutatif. Pour le voir, considérons 'homomorphisme « naturel »

H; — G; — G;/Gj_;

composé de I'inclusion H; c G; et de la projection de G; vers G;/G;—;. Son noyau est
I'ensemble des h € H; tels que h € G;_1, donc est H;_;. Il en résulte par passage au
quotient un homomorphisme injectif

H;/H;_; — G;/G;_;.

Comme G;/G;_; est un groupe commutatif, tous ses sous-groupes le sont aussi et
H;/H;_; étant isomorphe a un de ces sous-groupes est commutatif. Cela montre que
H est résoluble.
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b) Supposons de plus que H est distingué et montrons que G/H est résoluble. Pour
tout i, soit H; le sous-groupe engendré par H et G;. On obtient ainsi une suite de
sous-groupes de G contenant H :

H=HycH c---cH,=G
et pour tout i, H;_; estdistingué dans H;. Considérons ’homomorphisme naturel
G; — H; — H;/H;_,.
Il est surjectif : un élément de H; s’écrit
gsihi...8mhm

avec des gj € G; et hj € H. Puisque H;_; contient H et que H est distingué dans G,
donc dans H;, sa classe dans H;/H;_; est égale a celle de g;...g, qui appartient a
G;. De plus, son noyau contient G;_; si bien que G;/G;_; s’envoie surjectivement sur
H;/H;_; qui est donc un quotient du groupe commutatif G;/G;_; . Il est donc en parti-
culier commutatif. Alors, pour tout i, H; définit un sous-groupe H; = H;/H de G/H ;
H;_; est distingué dans H; et

H;/H;_ = H;/H;_,

ce qui montre que G/H est résoluble.
¢) Puisque H est résoluble, il existe une suite de sous-groupes

{l=HycHyc---cH,,=H

dont les quotients successifs sont commutatifs. Puisque G/H est résoluble, il existe
une suite analogue de sous-groupes dans G/H :

1l=KycKyc---cK,,=G/H.
Considérons alors la suite de sous-groupes de G :
(1=HycHyc--cHp=H=n'Ky) cn " (K) c--cn ' (Kp) =G.

Chaque sous-groupe est distingué dans le suivant et les quotients successifs sont com-
mutatifs : c’est clair pour les m premiers, et pour les n derniers, remarquons que si
K;i_ estdistingué dans K;, ’'homomorphisme composé

7 (K) B K — Kil Kio
est surjectif et a pour noyau 7! (K;_1). Ainsi, 77! (K;_;) est distingué dans 7~ (K;) et
N (KD In (Ko = Ki/ Kiy
qui est commutatif, d’ou 'assertion. O

Pour les groupes finis, étre résoluble coincide avec une notion apparemment plus
restrictive.
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PROPOSITION 4.5.3. — Soit G un groupe fini. Alors, G est résoluble si et seulement s’il
possede une suite distinguée

{L=GocGc--cGp1cGr=G
telle que pour tout i € {1,..., n}, le groupe G;/G;_; soit cyclique.

En particulier, si G est un groupe fini résoluble, il existe un sous-groupe distingué H
de G tel que G/H soit isomorphe au groupe Z/dZ, pour un certain entier d > 2.

Démonstration. — Comme les groupes cycliques sont commutatifs, un groupe satis-
faisant ce critere est résoluble. Réciproquement, montrons d’abord qu'un groupe fini
commutatif possede une telle suite distinguée. Soit G un groupe fini abélien, il existe
des éléments xi,...,x, € G tels que G = (x1,...,x;) (prendre par exemple tous les élé-
ments de G). Tout sous-groupe d'un groupe commutatif étant distingué, la suite de
sous-groupe
{egl < (x1) S x,0) - c{x1,..., %) =G

est distinguée. De plus, si 1 < i < r, le quotient (xy, ..., x;)/{xy,...,Xx;—1) est engendré
par x; donc est cyclique. Cela montre que la proposition est vraie pour un groupe abé-
lien fini.

Montrons par récurrence qu’elle est vraie pour un groupe résoluble fini quelconque
en supposant qu’elle vaut pour tout groupe fini résoluble de cardinal < cardG. Par
hypothése, G posséde un sous-groupe distingué non trivial H tel que G/H soit com-
mutatif. On peut alors trouver une suite distinguée dans H, a quotients cycliques,

leglcGic---cGy=H.

Par le cas abélien, le groupe G/H possede une suite distinguée a quotients cycliques,
soit

{egin}=KocKyc---c K, =G/H.
Pour 1 < i < r, définissons G,,+; comme l'image réciproque de K; dans G. Alors,
Gm+i-1 est distingué dans G,+; et le quotient Gy,4+;/Gp+i-1, isomorphe a K;/K;_1,
est cyclique. La suite de sous-groupes

leglcGic - cGncGuii© - CGpir=G
est une suite distinguée satisfaisant la condition de I'énoncé. O
Une définition voisine donne un résultat un peu différent :

DEFINITION 4.5.4. — Ondit qu'un groupe G est nilpotent s’il posséde une suite distin-
guée

{l=GocGc--cGp-1cGr=G

tels que pour tout i, G; est distingué dans G et Gj4+1/G; est contenu dans le centre de
G/G;.
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Un groupe nilpotent est automatiquement résoluble.

4.6. Groupe symétrique, alterné

Rappelons que G,, désigne le groupe des permutations de '’ensemble {1;2;...;n}.
Il est de cardinal n!. Une transposition de &, est une permutation qui échange deux
éléments distincts et fixe tous les autres. Le cycle (i; ... i,;) estla permutation telle que
i1 — 2, ..., ;-1 — iy €t iy, — i, tous les autres étant fixés. Sa longueur est m. (Un
cycle de longueur 2 est donc une transposition.)

Il est facile de savoir si deux éléments du groupe symétrique &, sont conjugués.
Rappelons que tout élément o de &,, se décompose en un produit de cycles de sup-
ports disjoints. On associe alors a o la partition n(o) de n formée par la suite des
longueurs des cycles qui interviennent, ordonnée par ordre croissant.

PROPOSITION 4.6.1. — Deux permutations sont conjuguées si et seulement si elles dé-
finissent la méme partition.

En particulier, les transpositions sont toutes conjuguées entre elles, de méme que
les 3-cycles.

Démonstration. — Soit (my;...; my) la partition associée a o eta 7. On peut ainsi dé-
composer

o= (il,l e il'ml) cee (ipyl ceey ipymp)
et pareil pour 7 avec des entiers ji .. Soit y la permutation qui envoie iy, sur ji r.
Alors,sil<r<mg,ona

1, . . .

Yoy (k) =y0(igx,r) =ik, r+1) = Ji,r+1
tandis que

1, - . . )

Yoy Ukm) = Y0 Ukeymy) = ¥ (k1) = i1

ce qui montre que Yoy~ ! =7, et donc que o et T sont conjuguées.
Réciproquement, c’est en fait le méme calcul : si o est comme ci-dessus et si y est
une permutation de &, on a
yoy ' =l .. ylnm)) oo (lip1) - Y (ipm,));

c’est une décomposition en cycles de supports disjoints et de longueurs m, ..., m, ce

qui montre que deux éléments conjugués ont méme partition. O

Pour établir d’autres propriétés du groupe symétrique, nous aurons besoin de savoir
qu’il est engendré par des familles spécifiques.

PROPOSITION 4.6.2. — Le groupe &, est engendré par (au choix) :

a) les permutations (i j) ;
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b) les permutations (ii+1);
¢) la permutation (12) etlecycle (12... n).

Démonstration. — a) On démontre ceci par récurrence sur l'entier k tel que o fixe
k, k+1,..., n. Pour k=1, o estl'identité donc c’est clair. Supposons que o fixe
k+1,...,n,posons j=o(k) et considérons le produit 7 = (j k) oo. C’est une permuta-
tion qui fixe k+1,...,n et telle que 7(k) = (j k)(o(k)) = (j k)(j) = k. Par récurrence, 7
appartient au sous-groupe engendré par toutes les transpositions, donc o aussi.

b) Soit H le sous-groupe engendré par ces transpositions (i i +1). En considérant
pour p < m dans {1;...; n} le produit

(m—-1m)o(m—-2m-1)o(pp+1),

on voit que H contient un élément 7 tel que 7(p) = m et qui fixe les éléments
m+1,...,n. Le méme argument qu’au a) montre alors que H=6,,.

¢) Notons 7= (12) et y lecycle (12... n) et H le sous-groupe de G,, engendré par
7 et y. D’aprés un calcul que nous avons fait dans la démonstration de la proposi-
tion 4.6.1,

Yoy =y, 2y =), y@) = 2,3),

et de méme, y'~'7y!'~! = (i, i +1) pour tout entier i tel que 1 < i < n— 1. Tous ces
éléments appartiennenta H.D’apres b), H=6,,. O

1-

Nous allons en déduire la proposition intéressante qui montre qu’essentiellement,
le seul homomorphisme de &,, dans un groupe commutatif est fourni par la signature.

Pour étre complet, rappelons la definition de la signature d'une permutation. La mé-
thode la plus facile consiste a poser

e(0) = H M

1<i<j<n V7

C’est un nombre rationnel de valeur absolue 1 (toutes les paires {i, j} apparaissent au
numérateur et au dénominateur), donc vaut +1. Plus précisément, €(o) = (—1) @) on
i(0) désigne le nombre d’inversions de la permutation o, c’est-a-dire le nombre de
couples (i, j) avec i < j tels que o (i) > o (j).

On peut montrer directement que €(o1) = £(0)e(r), mais nous 'avons quasiment
fait p. 64 du paragraphe 3.4. Considérons en effet le polynome d = [] (X; — X;). Le

1<
méme calcul que dans loc. cit.,, ou ? f = f(Xo),-.-, Xo(n)) désigne l’actién d’'une per-
mutation o € S, sur un polynéme f € Q[Xj,...,X,] montre quel'ona ?d =¢(o)d. Le
fait que I'on a une action entraine que ¢ est un morphisme de groupes, G, — {+1}.
Une permutation o est dite paire ou impaire, suivant que £(o) =1 or —1. Les per-

mutations paires forment un sous-groupe 2, ¢ G,,, appelé groupe alterné. C'est le
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noyau de €, donc un sous-groupe distingué. La permutation o = (1, 2) n’a qu'une in-
version (pour le couple (1,2)), donc (o) = —1. En particulier, la signature est un ho-
momorphisme surjectif et le groupe alterné est d’indice 2 dans le groupe symétrique.
Puisque deux transpositions sont conjuguées, la signature d'une transposition quel-
conque vaut —1.

PROPOSITION 4.6.3. — Soit A un groupe commutatif et f: S, — A un homomor-
phisme de groupes. Si f # 0 (’homomorphisme qui envoie toute permutation sur
l’élément neutre de A), il existe un unique élément a € A # {0} tel que 2a =0 et tel que
pour tout 0 € S, f(o) =0 si e(o) =1 et f(o) = a si €(o) = -1, ot €(0) désigne la
signature de la permutation o .

Démonstration. — Puisque les transpositions sont conjuguées dans &, et que A est
commutatif, elles ont méme image par f. Notons a cette image. Puisqu’'une transpo-
sition 7 vérifie 72 =id, ona 2a =2f(1) = f(r?) = f(id) = 0. D’autre part, si un élément
o de G, estproduitde m transpositions 7y,...,7,,0onaura f(o) = f(r))+-+f (T, =
ma.De méme, on a (o) = (—1)". Ainsi, si €(0) =1, m est pair et f(0) =0, tandis que
si €(0) =—1, m estimpairet f (o) =a. O

COROLLAIRE 4.6.4. — Le sous-groupe dérivé de S ,, est le groupe alterné *U,,, noyau de
la signature.

Démonstration. — Tout commutateur étant une permutation paire, le sous-groupe
dérivé D(G,,) est contenu dans 2,. Inversement, comme le sous-groupe dérivé est
distingué dans &,,, on peut considérer le groupe quotient A= GS,,/D(S,,). Tout com-
mutateur dans A est'image d'un commutateur dans &, par 'homomorphisme sur-
jectif canonique &, — A. Par suite, tout commutateur dans A est trivial et le groupe A
est abélien. D’apres la proposition 4.6.3, 'application map &, — A se factorise par la
signature, donc son noyau D(&,) contient ,,. On a donc I'égalité voulue. We there-
fore have equality. O

Nous allons maintenant jouer au méme jeu dans le groupe alterné. Cette fois-ci, tout
va reposer sur trois propriétés :

— les 3-cycles engendrent 2, ;

— le carré du 3-cycle (123) est égal au 3-cycle (132) ;

- si n > 5, les 3-cycles sont conjugués dans 2,,. (Ils le sont bien str toujours dans
6 n .)

LEMME 4.6.5. — Le groupe 2, est engendré par les cycles de longueur 3.

Démonstration. — Les transpositions engendrent G, et tout élément de 2, est pro-
duit de transpositions, en nombre nécessairement pair. Il suffit ainsi de montrer que
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tout produit de deux transpositions est un produit de 3-cycles. Or, la formule
(12)(13)=(132)
traite le cas de deux transpositions ayant un point commun, tandis que la formule
(12)(34)=(12)(23)(23)(34)=(123)(243)

regle celui de deux transpositions de supports disjoints. O

PROPOSITION 4.6.6. — Si n > 5, fout homomorphisme du groupe alterné dans un
groupe commutatif est nul.

Démonstration. — Comme annoncé, montrons que les 3-cycles y = (123) et
0 = (abc) sont conjugués dans 2, des que n > 5. Considérons une permutation
quelconque o de G, telle que o(1) = a, 0(2) = b et 0(3) = c. Conformément aux
calculs faits plus haut pour le conjugué d’'une permutation par une autre, cette
transposition conjugue les deux 3-cycles :

oyo !t =6.

Si o appartient a 2, les deux 3-cycles sont conjugués dans 2{,,. Dans le cas contraire,
montrons comment modifier o sous I'hypothése que n > 5. Lidée est simple : il suffit
de multiplier ¢ par une transposition 7 telle que Tyt~ ! = y. Par exemple, T = (45)
convient. (C’estla qu’on utilise que n > 5 : on a di faire intervenir deux éléments hors
du 3-cycle (123).) Alors, on a

oDy ' =cayr o t=oyo™ =5,

ce qui prouve que y et § sont conjugués par ot €2,,.

Supposons maintenant n > 5 et considérons un homomorphisme f: 2, — A ou
A est un groupe commutatif. Puisque tous les 3 -cycles sont conjugués, ils ont méme
image a dans A. D’autre part, le carré du 3-cycle (123) est le 3-cycle (132). Cela
montre que f((132)) =2f((123)), d'ou a = 2a et a = 0. Ainsi, f est nul sur les 3-
cycles. Or, ceux-ci engendrent 2{,,. Donc f =0. O

On en déduit immédiatement les deux corollaires.

COROLLAIRE 4.6.7. — Si n > 5, le sous-groupe dérivé de 2, est encore U,,.
COROLLAIRE 4.6.8. — Sin>5,%U, et G, nesont pas résolubles.
Remarque 4.6.9. — On peut démontrer plus généralement que pour tout entier n > 5,

le groupe 2,, est simple, voir I’exercice 4.16.
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4.7. Groupes de matrices

Soit k un corps. On note T le sous-groupe des matrices diagonales dans GL(n, k),
B celui des matrices triangulaires supérieures et U celui des matrices triangulaires su-
périeures n’ayant que des 1 sur la diagonale.

PROPOSITION 4.7.1. — Le groupe U est nilpotent. Le groupe dérivé de B est contenu
dans U. En particulier, B est résoluble.

Démonstration. — Un calcul montre que D(B) c U. Par suite, si on montre que U
est nilpotent, U est résoluble, D(B) aussi comme sous-groupe d'un groupe résoluble,
donc B aussi.

Montrons que U est nilpotent. Soit (C™), la suite centrale descendante de U : C=
U et C™"! = [C™, U] est le sous-groupe engendré par les commutateurs cuc 'u~!
avec u € U et ce C™. On identifie matrices n x n et endomorphismes de k. On note
(e1,...,e,) labase canonique et pour 1 < i < n, V; =vect(ey,...,e;), Vi =0 pour i <0.

Soit pour m > 0, N, 'ensemble des endomorphismes u de k" tels que pour tout
i, u(Vi)© Vi_yu.Si u€ Ny, et ve Ny, alors uo v € Ny, p. Comme Ny, =0 pour m 2> n,
en particulier, les endomorphismes de N,, sont nilpotents des que m > 1.

Montrons par récurrence sur m que si une matrice c¢ appartienta C™, alors il existe
Y € Nip+1 tel que ¢ =id +y. Il en résultera que C” = {id}. En particulier, U est nilpotent.

C’est vrai pour m = 0 par définition de U. Si c’est vrai pour m —1 > 0, considérons
un commutateur cgc~ g1 avec c€ C™"! et g€ U. Ecrivons ¢ =id+u avec u € N, et
g =id+v avec ve N;. Alors, on a

g_1 =(d+v) '=id-v+1*—... et ¢ l=@Gd+w '=id-u+u?—-....
En particulier, il existe v' € N, et u' € Ny, tels que
gl=id-v+v et ¢ l'=id-u+u'.
Alors,
clgl=(d—u+u)id-v+0)
=id-u+v -v+uv-u'v+v -uv+u'v
=id—u—v+élément w de Ny, 41
(on a utilisé que Ny, € Ny,4+1 puisque m > 1) tandis que
cg =(id+u)(id+v) =id+u+ v+ élément w' de N,,;;.
En faisant le produit, on voit que
cgclg = ({d+u+v+w)id-u-v+w)

=id+w+w +w+v+w)—u-v+w)
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est la somme de id et d'un élément de N, . La proposition est ainsi démontrée. [

La réciproque suivante est fondamentale pour la théorie algébrique des équations
différentielles.

THEOREME 4.7.2 (Lie, Kolchin). — Tout sous-groupe connexe résoluble de GL(n,C) est
conjugué a un sous-groupe de B.

La démonstration utilise le lemme (classique) suivant.

LEMME 4.7.3. — Toute famille de matrices qui commutent deux a deux peut étre mise
sous-forme triangulaire dans une base convenable. En particulier, tout sous-groupe
commutatif de GL(n,C) est conjugué a un sous-groupe de B.

Démonstration. — Onraisonne par récurrence sur l'entier n.Le cas n =1 étant trivial,
supposons n>1.

Soit G une famille de matrices n x n a coefficients complexes qui commutent deux a
deux. Si tout élément de G est scalaire, le résultat est manifestement vrai. Sinon, consi-
dérons un élément h de G distinct de I'identité et soit V' un espace propre de h, de
valeur propre A € C. (En particulier, d =dim V € {1;...;n—1}.) Pour tout ge G,on a

hg(v) =gh(v) = g(Av) = Ag(v),

donc g(v) € V. Ainsi, G laisse stable V. Cela signifie qu'’il existe une base (ey,...,e;) de
C” telle que (ey,..., e4) soit une base de V et dans laquelle les matrices de G s’écrivent
par blocs (%1 ;2) ol g1 € GL(d,C) et g € GL(n—d,C). Les matrices g5 commutent deux
a deux (calcul par bloc du produit de deux matrices), de méme que les matrices g.
Par récurrence, il existe une base fi,..., f; de vect(ey,..., e;) dans laquelle toutes ces
matrices g soient triangulaires supérieures. De méme, il existe une base f;.1,..., f, de
vect(eg+1,---,en) dans laquelle toutes les matrices g» soient triangulaires supérieures.
Dans la base (fi?..., ) de C", toutes les matrices de G sont triangulaires supérieures.

O

Démonstration du théoréme de Lie-Kolchin. — Soit V un sous-espace vectoriel de C"
qui est stable par tous les éléments de G, avec 0 < dim V < n. Alors, on peut faire un
changement de base de C" qui commence par une base de V. Dans cette base, les élé-
ments de G ont une matrice triangulaire par blocs : (gol gL;) L'application G — GL(V)
telle que g — g; a pour image un sous-groupe résoluble de G. Quitte a bien choisir la
base de V, on peut supposer par récurrence que toutes les matrices g; sont triangu-
laires supérieures. De méme, quitte a bien choisir une base de C"/V, on peut supposer
que toutes les matrices g sont triangulaires supérieures. Dans la base de C" obtenue,

les matrices de G sont triangulaires supérieures.
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Cette réduction nous permet de supposer (par récurrence sur 7) qu aucun sous-
espace vectoriel de C" (sauf 0 et C") n'est stable par tous les éléments de G. On va mon-
trer que cela implique n=1.

Raisonnons maintenant par récurrence sur le plus petit entier m tel que D"(G) =
{1}.

Si DY(G) ={1}), i.e. si G est commutatif, le lemme 4.7.3 affirme que 'on peut choisir
une base de C" dans laquelle la matrice de tout élément de G est triangulaire supé-
rieure. Si P € GL(n,C) est la matrice de changement de bases correspondante, on a
ainsi P~1GP c B. La droite Ce; étant stable par P, la droite C(Pe;) est stable par G,
doun=1.

Supposons maintenant que 1'on ait démontré que n =1 si D" 1(G) = {1} et consi-
dérons un sous-groupe G < GL(n,C) un sous-groupe tel que D" (G) = {1} mais H =
D™ 1(G) est un sous-groupe distingué commutatif non trivial.

Par récurrence, il existe ainsi une base de C" dans laquelle les matrices de H sont
triangulaires supérieures. On effectue ce changement de base en supposant désormais
H c B.Le premier vecteur e; de cette base est un vecteur propre de tout élément h € H.
Soit alors V < C”" le sous-espace vectoriel engendré par tous les vecteurs v € C" qui
sont vecteurs propres de chaque & € H. Puisqu’il contient ey, il n’est pas nul. Montrons
qu’il est stable par G. En effet, si h€ H et g€ G, on apour ve V propre pour H,

h(g(v)=gg 'hgw)=g(g ' hg)(v)
=8 g-114 (1)) carg 'hge H
=Ag-11,48 V)

donc est vecteur propre pour H. Ainsi, g(v) € V et par linéarité, V est stable par G.
D’apreés la premiére réduction cela implique que V = C". Autrement dit, C"” possede
une base de vecteurs propres pour H : dans cette base, toute matrice de H est diago-
nale. On effectue illico ce changement de base.

Fixons un élément h € H, h # 1. Comme H est un sous-groupe distingué, pour tout
geGettout he H, g-'hg appartient 2 H. Or, g~ hg est une matrice qui a mémes
valeurs propres que & etil n'y a qu'un nombre fini de telles matrices dans H. L'appli-
cation G — H qui a g associe g~! hg est une application continue du groupe connexe
G dans un ensemble fini. Elle est nécessairement constante. Puisque I'élément neutre
de G apourimage h, on en déduit que g~ hg = h pour tout élément g € G. En d’autre
termes, gh = hg pour tout g € G. Par suite, H est contenu dans le centre de G.

Soit W un espace propre de h (comme h # 1, 0 < dimH < n). Pour tout g € G,
g laisse stable W, car g et h commutent, donc G laisse stable le sous-espace vecto-
riel W. Par la premiére réduction, cela entraine que W = C", donc qu’il existe 1, € C*
tel que h = A,id.
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Le déterminant d'un commutateur est égal a 1. Comme m—1>1,on adonc Hc
SL(n,C) et A, =1 pour tout h € H. Par conséquent, H est un groupe fini. D’apres le

lemme ci-dessous, H est connexe, donc H = {1}, contradiction. O
LEMME 4.7.4. — Le sous-groupe dérivé d'un sous-groupe connexe de GL(n,C) est
connexe.

Démonstration. — Lensemble S de tous les commutateurs de G estl'image de G x G

par I'application continue (g1, £2) — 81828, 1g2‘ 1. Par suite, S est connexe.

Soit S,, I'ensemble des produits s;...s,,, avec s; € S et m > 1. C’est 'image de S
par 'application continue (gi,...,8m) — &1 ..-&mn- Puisque S est connexe, S™ et S, le
sont aussi.

Puisque l'inverse d'un commutateur en est encore un, on a D(G) = {eju U S,.

m>1
Comme les S,, ont la matrice identique en commun, D(G) est connexe, ainsi qu’il
fallait démontrer. O
Exercices
Exercice4.1. — a) Si m et n sont deux entiers premiers entre eux, montrer que (Z/ mnZ)*

estisomorphe a (Z/mZ)* x (Z/nZ)*.

b) En déduire que si (Z/nZ)* est cyclique, il existe un nombre premier p et un entier m > 0
telsque n=p™,ou n=2p™,ou n=4.

¢) En utilisant I'exercice 3.14, montrer la réciproque.

Exercice 4.2. — Rappelons que H désigne le corps (non commutatif) des quaternions. Soit G
le sous-groupe {+1;+i;+j;+k} de H*. Montrer que tout sous-groupe de G est distingué bien
que G ne soit pas abélien.

Exercice 4.3. — Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Montrer que H estle noyaud'un
homomorphisme de G dans un groupe abélien si et seulement si H contient le sous-groupe
dérivé de G.

(Remarque : commencer par montrer directement qu'un sous-groupe contenant le sous-
groupe dérivé est distingué.)

Exercice4.4. — a) Soit G un groupe et soit A, B deux sous-groupes distingués de G tels
que ANB={e}.Si a€ A et be B, montrer que aba 'b~! = e, et donc que a et b commutent.
En déduire que le sous-groupe AB < G engendré par A et B est isomorphe au produit direct
AxB.



EXERCICES 93

b) Soit G un groupe fini et soit (A;);<;<, une famille de sous-groupes de G. Notons n; =

.
card A; ; on suppose que les entiers n; sont premiers deux a deux et que [] n; = cardG. Mon-
i=1

.
trer que G est isomorphe au produit direct [] A;.
i=1
Exercice 4.5 (Produit semi-direct). — a) Soit A et B deux groupes, et soit ¢: B — Aut(A) un
morphisme de groupes (en d’autres termes, ¢ définit une action de B sur A par des automor-
phismes de groupes).
Munissons I'ensemble produit G = A x B de la loi de composition donnée par

(a,b)-(d',b") = (ap(b)(a),bD").

Montrer que c’est une loi de groupe. Le groupe G, muni de cette loi, est appelé le produit semi-
direct de A et B (pour I'action ¢) et est en général noté Ax, B.

b) Montrer que l'application G — B donnée par (a,b) — b est un morphisme de groupes
surjectif. Montrer que son noyau est isomorphe a A. Montrer que I'application B — G donnée
par b— (¢(b)(e), b) estun morphisme de groupes.

¢) Pour tout g = (a, b) € G, on définit o(g): A— A par o(g)(x) = ap(b)(x). Montrer que o(g)
est une permutation de A et que 'application o: G — G(A) est un morphisme de groupe in-
jectif.

d) Soit G un groupe, A un sous-groupe distingué de G, B= G/A etsoit 7: G — B ’homomor-
phisme canonique. Soit f un morphisme de groupes f: B — G tel que n(f (b)) = b pour tout
b € B (on dit que f est une section de m). Montrer qu'’il y a un unique morphisme de groupes
¢: B — Aut(A) tel que ¢(b)(a) = f(b)af(b™!) pour tout a € A et tout b € B. Montrer alors que
G estisomorphe a Ax, B.

Exercice 4.6. — Soit n un entier > 2 et posons ( = exp(2in/n). Considérons le polygone
régulier a n cotés I' dans le plan R*> dont les sommets sont les points A; de coordonnées
(cos(2km/n),sin(2kn/n)), 1 < k< n. Soit O l'origine du plan.

On note D, le groupe des transformations affines du plan qui préservent (dans leur en-
semble) les sommets de I'.

a) Montrer que D, contient le groupe cyclique d’ordre n engendré par la rotation r de
centre O et d’angle 27/n. Montre qu’il contient aussi la symétrie orthogonale s par rapport a
I'axe Ox.

b) Soit g € D,,. Montrer que g(0) = O et que det(g) € {+1}. Side plus det(g) =1 etsi g fixe un
sommet de I', montrer que g =id. En conclure que D, est engendré par r et s.

¢) Montrer que srs=r"" etque D, estisomorphe au produit semi-direct (Z/nZ) x,{+1}, ol
@: {x1} — Aut(Z/ nZ) est'application donnée par ¢(&)(m) = em.
Exercice 4.7. — Soit G un groupe dont I’ordre est une puissance d’'un nombre premier p.

a) Soit X un ensemble fini sur lequel G agit. Soit X¢ I'ensemble des points fixes de G c’est-

a-dire 'ensemble des x € X tels que g-x = x pour tout g € G. Montrer que

card(X) = card(X®) (mod p).
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b) Si g€ G, soit ¢g: G — G défini par h— ghg™'. Montrer que g — ¢, définit une action de
G sur lui-méme (action par conjugaison).

¢) Soit Z le centre de G. Montrer que Z # {1}.

Exercice 4.8 (Premier théoréeme de Sylow). — Soit G un groupe fini, p un nombre premier.
Soit p" la plus grande puissance de p qui divise I'ordre de G.

a) Soit X 'ensemble des parties de G de cardinal p”. Montrer que le cardinal de X n’est pas
multiple de p.

b) On considere I'action de G sur X par translation a gauche :si AcG, g-A={ga;ac A}.Si
A€ X, montrer que son stabilisateur H = {g € G; gA = A} est un sous-groupe de G de cardinal
<p'.

¢) Montrer qu'il existe une partie A € X dont l'orbite sous G est de cardinal non multiple
de p. (Utiliser la question a) de I'exercice 4.7.) En déduire que le stabilisateur de A est est un

sous-groupe de G de cardinal p” (p-sous-groupe de Sylow).

Exercice 4.9 (Deuxiéme théoreme de Sylow). — Soit G un groupe fini, p un nombre premier,
p" la plus grande puissance de p qui divise cardG.
Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G, c’est-a-dire un sous-groupe de G d’ordre p".

a) Soit H un sous-groupe de G d’ordre une puissance de p. Considérer 'action de H par
translation a gauche sur’ensemble G/P des classes a droites modulo P (autrement dit 'action
définie par h-gP = (hg)P). En déduire qu'il existe g € G tel que pour tout h€ H, hgP = gP,
puis que Hc gPg™t.

b) Montrer que deux p-sous-groupes de Sylow quelconques sont conjugués.

Exercice 4.10. — Soit G un groupe.

a) Onpose D° =G et pour tout i, on définit D'*! comme le sous-groupe dérivé de D'. Mon-
trer que G est résoluble si et seulement s’il existe n tel que D" = {1}.

b) On pose C° = G et pour tout i, on définit C'*! comme le sous-groupe engendré par les
commutateurs ghg 'h~! avec g€ G et he C' (suite centrale descendante). Montrer que G est
nilpotent si et seulement s'il existe n tel que C" = {1}.

Exercice4.11. — a) Montrer qu'un sous-groupe ou un quotient d'un groupe nilpotent est
encore nilpotent.

b) Soit G un groupe, H un sous-groupe de G contenu dans le centre de G. Remarquer que H
est distingué dans G. Si G/H est nilpotent, alors G est nilpotent.

¢) Montrer qu'un groupe fini dont 'ordre est une puissance d'un nombre premier est nil-
potent. (Utiliser I'exercice 4.7.)

Exercice 4.12. — a) Soit G un groupe fini, H un sous-groupe distingué de G et soit 7 le
morphisme surjectif canonique G — G/H. Soit p un nombre premier et soiut P un p-sous-
groupe de Sylow de G. Montrer que PN H est un p-sous-groupe de Sylow de H et que n(P) est
un p-sous-groupe de Sylow de G/H.
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b) Soit G un groupe fini, C < G un sous-groupe contenu dans le centre de G. Soit P, P’ deux
p-sous-groupe de Sylow de G tels que PNC = P'nC et PC = P'C.Pour tout g € P, montrer qu’il
existe 7m(g) € P’ et c(g) € C tels que g = m(g)c(g). Montrer que 'application g— c(p)(P'nC)
de P dans C/(P'nC) est bien définie et que c’est un morphisme de groupe. Montrer qu’elle
envoie tout élément sur I’élément neutre. En conclure que P = P’.

¢) Soit G un groupe fini nilpotent. Montrer par récurrence sur le cardinal de G que G aun
unique p-sous-groupe de Sylow.

d) Soit G un groupe fini nilpotent. Montrer que G est isomorphe au produit de ses p-sous-
groupes de Sylow, pour p divisant 'ordre de G. (Utiliser I'exercice 4.4.)

e) Inversement, montrer que tout groupe fini qui est de la forme [[P,, pour P, un groupe
P

d’ordre une puissance du nombre premier p, est un groupe nilpotent.

Exercice 4.13. — Cet exercice propose une démonstration du fameux théoréme de Wedder-
burn : tout corps fini est commutatif. Soit donc F un corps fini, qu’on ne suppose pas commu-
tatif.

a) Soit Z le centre de F c’est-a-dire 'ensemble des a € F tels que pour tout x € F, ax = xa.
Montrer que Z est un sous-corps commutatif de F. On note g son cardinal. Montrer qu'il
existe un entier n > 1 tel que card F = g".

b) Soit x € F. Montrer que 'ensemble C, des a € F tels que ax = xa est un sous-corps de F.
Montrer que son cardinal est de la forme g, ol n, est un entier qui divise 7.

¢) Si x € F*, calculer en fonction de n, le cardinal de la classe de conjugaison C(x) de x
dans F* (I'ensemble des éléments de F* qui sont de la forme axa™b).

d) Si x ¢ Z, en déduire que le cardinal de C(x) est un multiple de ®,(q). (®,, désigne le n-
ieme polyndme cyclotomique.)

e) Montrer al’aide del’équation aux classes que g" — g est multiple de ®,(g) . En déduire que
n=1 et que F est commutatif.

Exercice 4.14. — Soit G un sous-groupe transitif de &,,. Pour i € {1,...,n}, notons G; I'en-
semble des g€ G tels que g(i) =i.

a) Montrer que G; est un sous-groupe de G et que (G: G;) = n.

b) Montrer que L’il G; # G. (Majorer le cardinal du membre de gauche.) En déduire qu'’il existe
i=1

un élément de G qui agit sans point fixe sur {1,...,n} (Jordan, 1872).

Exercice 4.15. — Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Pour tout g € G, no-
tons f(g) le nombre de points fixes de g.

a) Montrer la formule de Burnside suivante : il y a exactement

! Y f@

cardG ;e

orbites de G dans X. (Compter de deux manieres le nombre d’éléments (g,x) de G x X tels
que g-x = x, ensommant d’abord sur g € G, puis sur x€ X.)
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b) Montrer que

1
Y fl@*=2.

cardG ;i
(Considérer 'action de G sur X x X .)

¢) Supposons que I'action de G sur X soit transitive. En sommant sur g € G I'expression
(f(g) —1D(card X — f(g)), montrer qu’il y a au moins cardG/card X elements de G qui n'ont
pas de point fixe dans X. (Cette amélioration du résultat de 'exercice 4.14 est du a Cameron et
Cohen.)

Exercice 4.16 (Simplicité de 2(,, pour n > 5). — Le but de cet exercice est de démontrer que
le groupe alterné 2, est simple pour n > 5.

a) Soit N un sous-groupe distingué de 2(;. Montrer de la facon suivante que N contient un
3-cycle.

1) On suppose que N contient une double transposition, disons o = (1, 2)(3, 4). Montrer
que la permutation 7 = (1, 5)(3, 4) est conjuguée a ¢ dans 2,. Remarquer que ot est un 3-
cycle dans N.

2) On suppose que N contient une permutation d’ordre 5, disons o = (1, 2, 3, 4, 5). Montrer
alors que 7=(2, 3,1, 4, 5) est conjuguée a o et conclure que N contient le 3-cycle (4,1, 2).

b) Montrer que 25 est simple.
¢) Soit n > 6 et supposons par récurrence que 2,_; est simple. Soit N un sous-groupe dis-
tingué de 2, telque N#{1} et N#%,,.

Soit 0 € N, 0 #id ; montrer que n # o(n).

d) (suite) Soit o € N\ {id}. On considere deux entiers i # j, distincts de n et o(n) et on intro-
duit la permutation 7 = (i, j)(n, 0(n)). Montrer que ¢’ = 07071~ ' € N mais que ¢'(n) = n. En
déduire que ¢’ =id.

1

e) (suite) En utilisant I'égalité To7~! = o, montrer que o2(n) = n et que

{o(D),o(N}=1i, j}
En conclure que o = (n, 0(n)), ce qui contredit 'hypotheése o € 2,,. Par suite, N n’existe pas et
2, est simple.
Exercice 4.17. — Soit n un entier, avec n > 5, et soit G un sous-groupe du groupe symé-
trique &,,. Notons d = (5,,: G) l'indice de G dans &,,.

a) Si G est un sous-groupe distingué de &,,, montrer que G =%, ou G = &,,. (Utiliser que
2, est simple, exercice 4.16.)

b) Montrer qu’il existe un morphisme de groupes &, — G, dont le noyau est contenu
dans G.

¢ SiG#%U, et G#£G,, montrer que d > n.
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Applications

Nous étudions dans ce chapitre comment utiliser la théorie de Galois pour
obtenir une réponse « satisfaisante » au probleme de la constructibilité a la
regle et au compas. Par des méthodes analogues, nous discutons de la résolu-
tion par radicaux. Nous montrons enfin comment la théorie de Galois permet
de comprendere les résolutions explicites des équations de degrés 3 et 4.

5.1. Constructibilité a la regle et au compas

Revenons au probléme de la constructibilité a la regle et au compas. On s’intéressera
ici des nombres complexes constructibles a partir de 'ensemble {0; 1}. Rappelons que
d’apres le théoreme de Wantzel (théoreme 1.4.1), il s’agit des nombres complexes z
pour lesquels il existe une suite d’extensions de Q, Q = Ky < K; € K; < --- < K, telles
z € K, et telles que que pour tout i, [K;: K;_1] =2.

THEOREME 5.1.1. — Un nombre algébrique z € C est constructible (a partir de {0;1})
si et seulement si l'extension de C engendrée par z et ses conjugués est de degré une
puissance de 2.

Pour comprendre un peu ce qui se passe, commencons par démontrer la proposi-
tion suivante.

PROPOSITION 5.1.2. — Soit z € C un nombre constructible. Alors, tout conjugué de z
est constructible.
Démonstration. — Soit Q = Ky € Kj < --- < K, une suite d’extensions quadratiques

telles que z € K;,. Soit Q c K, < L une extension galoisienne. Si z’ est un conjugué de
z, il existe un élément o € Gal(L/Q) tel que o (z) = Z'. (C’est essentiellement le contenu
dela démonstration de la proposition 3.3.2. Voir 'exercice 3.5.) Posons K ]’ = 0(Kj) pour
0 < j < n.Clestunsous-corps de L et pour tout j, [K]’. : KJ"—1] =2.Puisque z' € K}, cela
montre que z' est constructible. O
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Soit maintenant z € C un nombre algébrique constructible et soit L |'extension de
Q engendrée par les conjugués de z. D’apres la proposition précédente, tout élément
de L est constructible. Or, le théoréme de I’élément primitif affirme qu’il existe a € L tel
que L=QJa]. Cet élément a est ainsi constructible, ce qui implique qu’il est de degré
une puissance de 2. Par suite, [L: Q] est une puissance de 2, ce qu'’il fallait démontrer.

Réciproquement, supposons que [L: Q] soit une puissance de 2. Comme c’est une
extension galoisienne, cela signifie que son groupe de Galois G = Gal(L/Q) est d’ordre
une puissance de 2. D’apres le lemme 5.1.3 suivant, il existe une suite de sous-groupes
{1} = Gy € G, c --- € G, = G chacun étant d’indice 2 dans le suivant. Il correspond a
cette suite de sous-groupes une suite d’extensions quadratiques Q = L6 c L6n-1 c-.. c
L% = L. Tout élément de L est donc constructible, et en particulier z, ce qu'il fallait
démontrer.

LEMME 5.1.3. — Soit G un groupe fini dont l'ordre est une puissance de 2. 1l existe alors
une suite de sous-groupes {1} = Gy c Gy c --- < G, = G tels que pour tout j, (Gj:Gj-1) =
2.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur 'ordre de G. D’apres I'exercice 4.7,
le centre Z de G est distinct de {1}. Remarquons que Z et G/Z sont d’ordres des puis-
sances de 2. Si Z # G, on obtient par récurrence une suite de sous-groupes dans Z,
ainsi qu'une suite de sous-groupes de G/Z qu’on raboute pour obtenir la suite de sous-
groupes voulue. Si Z = G, c’est-a-dire si G est commutatif, on introduit le sous-groupe
2G < G. Si 2G était égal a G, on aurait 2'G = G pour tout m, ce qui contredit le fait
que tout élément de G soit annulé par 'ordre de G. Par récurrence, 2G contient une
suite de sous-groupes, chacun d’indice 2 dans le suivant. De plus, V = G/2G est un
groupe abélien fini annulé par 2, donc est un (Z/2Z)-espace vectoriel de dimension
finie. Le choix d'une base (ey,...,e;) de V fournit les sous-groupes voulus, a savoir
vect(e)) cvect(e,e)c---c V. O

5.2. Cyclotomie

Ce nom est la concaténation de deux racines grecques et signifie a peu pres « couper
le cercle ». Considérons un polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle unité. Ses
sommets divisent le cercle unité en n arcs de méme longueur. En identifiant points
du plan et nombres complexes, et en supposant qu'un des sommets est 1, ces som-
mets correspondent aux racines n-iemes de 'unité. C’est pourquoi le mot cyclotomie
est attaché a tout domaine des mathématiques qui est relié aux racines de 'unité : les
corps cyclotomiques sont engendrés par une racine de 'unité, les racines du n-ieme
polyndme cyclotomique sont les racines primitives n-ieémes de l'unité. ..
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Obéissons donc au titre de ce paragraphe et étudions en termes de théorie de Galois
I'équation X" =1.

THEOREME 5.2.1. — Soit K un corps et soit n un entier strictement positif. Supposons
que la caractéristique du corps K ne divise pas n. Soit K c L une extension de décom-
position du polynome X" — 1. C'est une extension galoisienne et son groupes de Galois
est isomorphe a un sous-groupe du groupe (Z/ nZ)* .

Plus précisément, il existe un unique homomorphisme de groupes injectif

¢: Gal(L/K) — (Z/ nZ)*
tel que pour toute racine n-iéme de l'unité { € L et tout o € Gal(L/K), on ait

o) =2,

Démonstration. — Fixons une racine primitive n-iéme de 'unité, ¢. Puisque le poly-
nome X" —1 est séparable, I'extension K c L est galoisienne. Les racines de X" —1 sont
les (™, pour 0< m< n-1,donc L=K(().

Soit o € Gal(L/K) ; I'image o({) est une racine n-iéme de I'unité, donc est de la
forme (", pour un entier m dont la classe modulo n est bien définie. En outre, si
ag)*=1,0na ¢¥=1, donc o(() est encore une racine primitive, si bien que m est
premier a n. Cela définit une application ¢: Gal(K({)/K) — (Z/nZ)*.

Soit 6 une racine n-iéme de I'unité et soit a un entier tel que 6 ={“. On a

c@)=0lN=0=(™*=(""=0",

et o(0) = 0¥, Cela montre en particulier que 'application ¢ ne dépend pas du choix
de la racine primitive . De plus, si o et T appartiennent a Gal(L/K), on a

(P90 = gor(() = o((PT) = (PP = (DY)

si bien que ¢ est un homomorphisme de groupes.
Enfin, si ¢(0) =1,0na o(() =(; puisque L= K({), o =id et ¢ estinjectif. O

Nous avons démontré au chapitre 1, exemple 1.4.7 qu’il n'est pas possible de
construire a la regle et au compas un polyone régulier a 9 cotés. Cependant, C.-
E Gauss avait montré que 'on peut construire un polygone régulier a 17 cotés, ainsi
qu'’il I'a écrit dans son agenda mathématique, le 30 mars 1796. Il avait a peine 19 ans.

Plus généralement, le résultat suivant précise exactement les polygones réguliers
que I'on peut construire a la régle et au compas.

THEOREME 5.2.2 (Construction des polygones réguliers). — Un polygone régulier a n
cotés est constructible a la régle et au compas si et seulement si n est produit d'une puis-
sance de 2 et de nombres premiers de Fermat distincts.
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3
g
|
i

Rappelons qu'un nombre premier de Fermat est PIERRE DE FERMAT 1601 1665

100z 31504 v1 F=1

un nombre premier de la forme F,,, = 22" 4 1l,oum
est un nombre entier. Parmi ceux-ci,ilya 3, 5, 17,
257 et 65537, correspondant a m = 0,...,4. Fermat
avait conjecturé qu’ils sont tous premiers mais Eu-
ler a montré que F; est divisible par 641. (Exercice:
le faire ; montrer aussi que si n n’est pas une puis-
sance de 2, 2" + 1 n’est pas un nombre premier.) En fait, les cinq nombres premiers de
Fermat que nous avons cités sont les seuls que I’on connait! On sait aussi que Fg, ..., Fig
ne sont pas premiers.

X+ Yr=Zn

y ; o
n'a pas de solution pour des entiers n =

Démonstration. — Soit P I'’ensemble des entiers n > 3 tels que I’on puisse construire,
a laregle et au compas, un polygone régulier a n c6tés. Dit autrement, un entier n > 3
appartient a P si et seulement si le nombre algébrique exp(2iz/n) est constructible.
Ses conjugués sont des racines n-iemes de l'unité.

Les trois remarques ci-dessous réduisent I’étude de ce probleme au cas ol n est un
nombre premier, ou le carré d'un nombre premier.

a)SineP,alors2ne?®.

Si un polygone régulier a n cotés est tracé, il suffit en effet, pour chaque aréte AB,
de tracer la perpendiculaire a AB passant par le centre O du polygone : elle coupe le
secteur angulaire AOB en deux parties égales.

b) Si n€ P, alors tout entier m > 3 qui divise n appartienta P.
Pour construire un polygone régulier a m cotés, il suffit de dessiner un polygone
régulier a n cotés et de joindre un sommet sur (n/m).

c) Si m et n sont deux entiers premiers entre eux qui appartiennent a P, leur produit
appartienta P .

Si m et n appartiennent a P, les deux nombres complexes exp(2ix/m) et
exp(2im/n) sont constructibles. Puisque m et n sont supposés étre premiers entre
eux, il existe deux entiers u et v tels que um+ vn = 1. Alors,

u v
exp(2in/ mn) = exp (2in(— + —)) = (expin/n))" (expin/m))"
n o m
est constructible, ce qui entraine que 'ona mn € P.
Pour démontrer le théoreme, il nous reste maintenant a montrer que les nombres
premiers dans P sont les nombres premiers de Fermat, et que P ne contient le carré

d’aucun nombre impair. D’apres le théoreme 5.1.1, ces deux énoncés se raménent aux
deux suivants, ou p désigne un nombre premier impair.
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d) Le nombre complexe exp(2in/p) est un nombre algébrique de degré p—1 sur Q.
Lextension de Q engendrée par les racines p -iemes de l'unité est de degré p—1.

Soit P le polyndme minimal de exp(2in/p). C’est un polyndme unitaire a coeffi-
cients entiers et il divise (X?—1)/(X—1) =1+ X +---+ XP~! sibien qu'il existe Q € Z[X]
tel que

XP -1

X-1
Posons a = degP, b = degQ ; en particulier, ona a+ b = p—1. Comme exp(2in/p)
n’est pas un nombre rationnel, ona a > 2.

Modulo p, on a X” -1 = (X - 1)”. Par unicité de la décomposition en fac-
teurs irréductibles sur (Z/pZ), il existe des polynomes A et B € Z[X] tels que
PX)=(X-1%+ pAX) et Q(X) = (X—1)” + pB(X). Par suite,

XP -1

X-1
Evaluons maintenant en X = 1 les deux membres de cette égalité. Supposons que 'on
ait b > 1;il vient la relation p = p?AB(1), ce qui est une contradiction manifeste, étant
donné que AB(1) est un entier. Par suite, b=0et a=p—1.

La derniere assertion résulte de ce que Q(exp(2ir/p)) est 'extension de Q engen-
drée par les racines p-iémes de 'unité.

= P(X)Q(X).

= P(X)Q(X) = (X - 1)’ + p(A) (X - )Y + BX) (X - 1)%) + p> AX) B(X).

e) Le nombre complexe exp(2in/ p®) est un nombre algébrique de degré p(p—1) sur Q.
La démonstration est analogue. Le polyndme (X P 1)/(XP —1) ne s'annule pas en
exp(2in/p?). Si P est le polynome minimal de exp(2in/p?), il existe un polyndéme Q €
Z[X] tel que
xr* -1
Xpr -1
Puisque X g X- 1)’72 modulo p, il existe des polyndmes A and B € Z[X] vérifiant
P=(X-1D%4+pAet Q= (X-1)"+ pB, avec a =degP > 2 et b = degQ. En évaluant
en X =1 I'égalité

= P(X)Q(X).

XV -1 2 a b 2

XP_1 =X-1D)" P+ p((X— D*BX)+(X-1) A(X)) + p~ A(X)B(X),
on obtient comme ci-dessus que b =0, si bien que le degré de exp(2in/ pz) sur Q vaut
a= p2 -p. O
Remarque 5.2.3. — Ces deux derniers énoncés d) et e) sont des cas particuliers d'un

théoreme général de Gauss selon lequel le degré de exp(2in/n) est égal a I'indicatrice
d’Euler ¢(n) (exercice 2.5). Joint au théoreme 5.2.1, il en résulte que le groupe de Galois
de I'extension Q c Q(exp(2in/n)) estisomorphe a (Z/nZ)*.

Le cas particulier ou n = p” est une puissance d'un nombre premier p est en gé-
néral démontré a 'aide du critere d’Eisenstein (exercice 1.10). Appliqué au polynome
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®,r(Y +1) et au nombre premier p, ce critere permet en effet de montrer que @, est
irréductible.

COROLLAIRE 5.2.4 (Gauss, 1801). — Le polygone régulier a 17 cotés est constructible a
la regle et au compas.

Expliquons maintenant comment C.-E Gauss résolvait explicitement I'équation
X' =1. Soit { une racine primitive 17-ieme de I'unité dans C. Lextension Q < Q({)
est galoisienne et son groupe de Galois est isomorphe au groupe (Z/17Z)*. La
remarque fondamentale de Gauss est que ce groupe est cyclique, engendrée par
exemple par la classe de 3, dont les puissances modulo 17 sont successivement

1,3,9,10,13,5,15,11,16,14,8,7,4,12,2,6,1...

Soit 0 € Gal(Q(()/Q) le générateur correspondant et posons
7
a=Y o @) =0+ + P+
k=0

7
a = Z 0_2k+1(() :(3 +(10+(5+(11 +(14 +(7+(12 +(6.
k=0

Ona o(ap) = a; et o(ay) = ay. Par suite, ay et a; sont les deux racines d'une équation
de degré 2 dans Q[X]. Précisément, ona ay+ a; = —1 et apa; = —4 si bien que

-1+v17
ay, dy = ———-

Le choix des signes dépend du choix de (. Si { = exp(2in/17), un calcul numérique
montre que ay = (—1++/17)/2.

Posons ensuite K; = Q(\/ﬁ). Le groupe de Galois de I'extension K; < Q({) est en-
gendré par 0. On définit, pour 0 < i <3,

3 .
bi=Y "),
k=0
si bien que o(b;) = b;4+; si i =0,1,2 et a(bs) = b;. En particulier, by et b, sont per-

mutées par o2, donc sont les deux racines d’'une équation de degré 2 a coefficients
dans K;.Ona by + b, = ay et byb, = —1 d’outI’'on déduit que

1 1 1
bo, bgzé(aoi\/ag+4) :—Z+Z\/17J_r\/34—2m7.

Un calcul numérique montre que by est obtenu avec le signe +. De méme,

1 1 /
b1, bz:_z_L_Z 17+1/34+2Vv17.
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Posons alors K; = Q(v 34 —2v/17). Lextension K, < Q({) est galoisienne, de groupe
de Galois engendré par o*. Définissons, pour 0 < i <7,

=0 )+ Q).

Les expressions ¢y et ¢; sont permutées par o*, donc sont les deux racines d’'une équa-
tion de degré 2 a coefficients dans K, . Concretement, cy+cs = ap et cocy = by d’ottl’on

déduit les relations
1
Co, C4 = E(ao +1\/ai—4by).

Le calcul numérique, avec { = exp(2in/17), montre que ¢y = 2cos(27/17) est obtenu
avec le signe +, d’ou la formule étonnante :

1 1 1
2cos(2m/17) = —§+ 5\/ 17+ § 34-2v17

1 /
+§\/68+ 12v 17—2\/34—2\/ 17+2\/34—2\/ 17v17-16\/34 +2V17.

5.3. Extensions composées

Dans ce paragraphe, on s'intéresse a la situation suivante. Soit K un corps; soit Q
une cloture algébrique de K et soit E, F deux extension de K contenues dans Q. On
note EF le sous-corps de Q engendré par E et F. C’est par définition l'extension com-
poséede E et F.On s’intéresse aussi al'intersection ENF, ce que I'on peut représenter
par le diagramme :

E

RN

K— EnF EF — Q.

/

F

LEMME 5.3.1. — Si l'extension K c E est galoisienne, l'extension F c EF est galoi-
sienne. Si de plus U'extension K c F est galoisienne, les extensions K < EF et Kc ENF
sont galoisiennes.

Démonstration. — Supposons que K c E est une extension de décomposition d'un
polyndéme séparable P € K[X] (en I'occurrence, cela signifie que E est engendrée par
les racines de P dans Q). Alors, F c EF est une extension de décomposition de P sur
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le corps F, donc est galoisienne. Si K c F est elle-méme une extension de décomposi-
tion d'un polyndéme séparable Q € K[X], K c EF est alors une extension de décompo-
sition du polynéme PQ ou, mieux, du polynéme séparable ppcm(P, Q). En particulier,
I'extension K c EF est galoisienne. Nous venons de démontrer les deux premieres as-
sertions.

Pour démontrer la derniere, il suffit de vérifier d’apres la proposition 3.2.7 que tout
K-homomorphisme o: ENnF — Q vérifie 0 (ENF) = ENF.Un tel K-homomorphisme
o s’étend d’apres le théoréme 3.1.6 en un K-homomorphisme 7: EF — Q. Comme
I'extension K c E est galoisienne, 7(E) = E. De méme, 7(F) = F. Ainsi, T(ENF) c ENF.
Comme 7 est un isomorphisme de K-espaces vectoriels, 7(ENF) a méme degré sur K
que ENF,d oul’égalité t(ENF) = ENnF.Par définition de 7,onadonc 0 (ENF) = ENF,
ainsi qu’il fallait démontrer. O

Supposons que K c E est une extension galoisienne et montrons comment identi-
fier Gal(EF/F) aun sous-groupe de Gal(E/K). Un élément o € Gal(EF/F) est un auto-
morphisme de EF qui est 'identité sur F. En particulier, o|x =idx et o € Gal(EF/K).
Comme K c E est galoisienne, o(E) = E, sibien que o définit un élément de Gal(E/K),
noté i(o). Lhomomorphisme i ainsi construit est le composé des deux homomor-
phismes naturels

Gal(EF/F) — Gal(EF/K) — Gal(E/K).
PROPOSITION 5.3.2. — Cet homomorphisme i est injectif, dimage Gal(E/ENF).

Démonstration. — Si o € Gal(EF/F) définitl'identité sur E, o (x) = x pour tout x dans
F etpour tout x dans E, donc o(x) = x pour tout x dans le corps engendré qui est EF.
Ainsi, o =id, ce qui prouve 'injectivité de 'homomorphisme i.

Son image i(Gal(EF/F)) est un sous-groupe H de Gal(E/K) et correspond a un
sous-corps E de E de sorte que H = Gal(E/E™). Par définition, E” est 'ensemble
des x € E tels que pour tout o € Gal(EF/F), o(x) = x. Comme 'extension F c EF est
galoisienne, un tel x appartienta F. Ainsi, EH=EnFet H=Gal(E/ENF). O

On en déduit immédiatement un corollaire sur les degrés des diverses extensions :
COROLLAIRE 5.3.3. — Supposons que lUextension K c E soit galoisienne. Alors,
[EF:F]l=[E:ENnF].
En particulier, [EF : K] = [E: F][F: E] si et seulementsi K=ENF.

Démonstration. — En effet, [EF : F] est le cardinal de Gal(EF/F), qui est celui de
i(Gal(EF/F)) =Gal(E/EnF), lequel vaut [E: EN F]. O

Dans le cas ol les deux extensions K c E et K c F sont galoisiennes, nous allons
déterminer le groupe de Galois de EF sur K en termes des groupes Gal(E/K) et
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Gal(F/K). On considére tout d’abord 'homomorphisme
j: Gal(EF/K) — Gal(E/K) x Gal(F/K)

déduit des deux homomorphismes surjectifs Gal(EF/K) — Gal(E/K) et Gal(EF/K) —
Gal(F/K). (Ils existent bien car les extensions K c E et K c F sont galoisiennes.) Si
o € Gal(EF/K) induit I'identité sur E et sur F, il induit I'identité sur le corps engendré
par E et F dans Q, donc o =id et j est injectif.

Dans le cas ou K = ENF, le corollaire 5.3.3 affirme que [EF : K] = [E: K][F : K], si
bien que j, étant injectif, est nécessairement surjectif.

Dans le cas général, rappelons que 'extension K ¢ ENF est galoisienne. Composons
j avec les homomorphismes surjectifs

m: Gal(E/K) x Gal(F/K) — Gal(E/K) — Gal(En F/K)
et
75: Gal(E/K) x Gal(F/K) — Gal(F/K) — Gal(En F/K).

Par construction, ;o j et 72 0 j sont tous deux égaux a '’homomorphisme naturel
Gal(EF/K) — Gal(En F/K)

attaché a la sous-extension galoisienne K < EN F de K c EF. 1l en résulte que I'image
de j est contenue dans le sous-groupe G de Gal(E/K) x Gal(F/K) formé des (01,02)
tels que my(01) = m2(02).

Si 'on montre que card G = card Gal(EF/K), il en résultera que j est un isomor-
phisme de Gal(EF/K) sur G. Soit A le sous-groupe de Gal(En F/K) x Gal(En F/K)
formé des couples (o,0), pour o € Gal(En F/K) (sous-groupe diagonal). Par défini-
tion, G est'image réciproque de A dans Gal(E/K) x Gal(F/K) par 'homomorphisme
surjectif

(71, m2): Gal(E/K) x Gal(F/K) — Gal(En F/K) x Gal(En F/K).
On a alors
cardG = card Gal(E n F/K) x cardKer (71, 712)
=[ENF:K] x cardKerm; x cardKerm,
=[ENF:K]|x[E:EnF]x[F:ENF]
=[F:K]x[E:ENnF]=[EF:K]
= card j(Gal(EF/K)).

Nous avons ainsi démontré le théoreme :

THEOREME 5.3.4. — Considérons l'extension composée K c EF de deux extensions ga-
loisiennes K c E et K c F contenues dans une cloture algébrique de K .
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Lextension K c EF est alors galoisienne, de groupe de Galois isomorphe au sous-
groupe de Gal(E/K) x Gal(F/K) formé des couples (0,1) tels que o et T aient méme
image dans Gal(E N F/K). Dans le cas particulier ot EN F = K, le groupe Gal(EF/K)
s'identifie ainsi au produit Gal(E/K) x Gal(F/K).

5.4. Extensions cycliques

Par définition, une extension cyclique est une extension galoisienne dont le groupe
de Galois est cyclique, isomorphe a Z/ nZ si n est le degré de 'extension.

Si K estun corps, notons p,(K), ou u, pour abréger, le groupe des racines n-iemes
de l'unité dans K. Dans ce paragraphe, nous supposerons généralement que p, est
d’ordre n. Alors, il est cyclique, engendré par une racine primitive. Si K est de caracté-
ristique p, cela implique aussi que n n’est pas un multiple de p. Dans ce paragraphe,
on détermine les extensions cycliques de degré n d’un tel corps.

Commencons par un exemple (en fait /'exemple...).

THEOREME 5.4.1. — Soit K un corps, n un entier supérieur ou égal a 2. On suppose
que card u,(K) = n.

Soit a€ K* et soit K c L une extension de décomposition du polynéme X" — a. Soit x
une racine de P dans L.

Lextension K c L est galoisienne. Lapplication i: 0 — i(0) = 0(x)/ x définit un mor-
phisme de groupe injectif de Gal(L/K) dans 11,(K). Soit d le plus petit entier > 1 tel que
x% € K ; alors d divise n et l'image du morphisme i est égal a puq(K).

En particulier, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) si m>1 estundiviseur de n, a nest pas une puissance m-ieme dans K ;
(ii) le polynéme X" — a est irréductible dans K[X] ;
(iii) Gal(L/K)=Z/nZ.

Démonstration. — Les racines de P = X" — a dans L sont de la forme (x, avec ( €
Un(K). Puisque card 1, (K) = n, la caractéristique de K ne divise pas n, si bien que
P'({x) = n(x)"' = nal/((x) #0. Les racines de P sont toutes simples, le polynéme P
est séparable et se factorise dans L[X] en

P=X"-a=[] X-(x).
Cepin
Lextension K c L est en outre galoisienne. Remarquons aussi que L= K(x).
Tout K-automorphisme o de L est déterminé par I'image o (x) de x, qui est une ra-
cine de P. Par suite, o(x)/x est une racine n-ieme de l'unité. En posant i(o) = o(x)/x,
on définit ainsi une application i: Gal(L/K) — u,.
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Remarquons que i est un homomorphisme de groupes : si o(x) = ux et 7(x) = vx
oll u, Ve Uy, alors
(007)(x) =0(vx) = vo(x) = uvx,

puisque v € K,d’ ot i(oo1) = i(0)i(7).'image de i dans y, estun sous-groupe, néces-
sairement de la forme p4 pour un entier d qui divise n.On a [L: K] = card Gal(L/K) =
d, et d estle degré du polynome minimal de x sur K (rappelons que L = K[x]). Re-
marquons aussi que Gal(L/K) = u4(K) =Z/dZ.

Soit m un entier. On a x™ € K si et seulement si o(x™) = x™ pour tout o € Gal(L/K).
Puisque o(x) = i(o)x, cela est vérifié si et seulement si i(0)™ = 1 pour tout
o € Gal(L/K), donc si et seulement si (" = 1 pour tout { € i(Gal(L/K)). Comme
i(Gal(L/K)) = uq(K), on a donc démontré que x™ € K si et seulement si d divise m.
En particulier, x? e Keta=x"=xH" est une puissance (n/d)-iéme dans K.
Inversement, si 'on suppose que a n’est une puissance m-ieme dans K pour aucun
entier m > 1 divisant n, alors d = n et P = X" — a est irréductible dans K[X]. En
revanche, si a = b pour un certain b € K et un diviseur e > 1 de n, I'égalité

P=X"-a=X""-b"=(X"-p)(Xx™ VX" Dpt... 4 p
montre que P n’est pas irréductible dans K[X]. O

Réciproquement, soit K — L une extension finie, galoisienne de groupe de Galois
Z/nZ. Notons o un générateur de Gal(L/K). Au vu de la démonstration précédente,
on cherche un élément x € L tel que L= K[x] et tel que o(x)/x soit une racine n-ieme
de l'unité. Soit { € 1, une racine primitive n-ieme de I'unité et définissons, pour t € L,
la résolvante de Lagrange

x=t+{ o+ + ).

D’apres I'exercice 3.11, les éléments de Gal(L/K) sont linéairement indépendants sur
K. Par suite, on peut choisir ¢ tel que x # 0. Alors,

o) =0+ o)+ + {0 () ={x
puisque ¢ =1id. Par récurrence, pour tout k € {0;1;...; n— 1},
ok (x) :(kx.

Il en résulte que pour tout k, o¥(x") = x*. Comme Gal(L/K) = {id;o;0%;...;6" 1}, a=
x" appartienta K.

Les o*(x) = (*x, pour 0 < k < n—1 sont les n racines, distinctes, du polynéme
X" — a et I'extension K c K(x) en est une extension de décomposition. Le groupe
Gal(L/K) opere transitivement sur ses racines; cela entraine que ce polynéme est irré-
ductible. Par suite, [K(x) : K] = n et comme [L: K] = n, on a nécessairement L= K(x).
Autrement dit, K c L est une extension de décomposition du polyndéme irréductible
X" — a et x est un élément primitif de cette extension. (Voir aussi I'exercice 3.7).
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Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant :

THEOREME 5.4.2. — Soit K un corps, n un entier supérieur ou égal a 2 tel que
cardu,(K) = n.

Soit K c L une extension galoisienne de groupe de Galois isomorphe a Z/ nZ. Alors, il
existe a € K tel que K c L soit une extension de décomposition du polynome irréductible
X"—a.

5.5. Les équations de degrés inférieur a 4

Nous allons maintenant analyser les équations
de degré < 4 alalumiere de la théorie de Galois. Le
principe est que les 3 groupes G,, G3 et &4 pos-
sedent une suite de sous-groupes distingués dont
les quotients successifs sont cycliques d’ordres 2
ou 3. On a en effet, le symbole d’inclusion signifiant
ici que chaque groupe est distingué dans le suivant,
et écrivant au-dessus I'ordre du quotient,

{1}:%2262:2/22;

3 2 2
{1} 2((123)) <?U3 < G3;

Felix Klein (1849-1925)

2 2 3 2
{1} <{;(12) B4} 1 V4 <R, <Gy,

ou 'on a désigné par V, le groupe de Klein; c’est le sous-groupe de 2{4 constitué des
quatre permutations

id, (12)34), (13)(24, (14)(23)

(produits de deux transpositions de supports disjoints et I'identité). C’est un groupe
isomorphe a (Z/ 27)2.

Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que des corps dont la caractéristique n'est
ni2,ni3.

Considérons un tel corps K et soit P un polynéme unitaire dans K[X] de degré
n < 4. Soit K c L I'extension de décomposition de P contenue dans une cloture al-
gébrique Q fixée de K. (Toutes les extensions que nous considérerons dans ce para-
graphe seront contenues dans Q.) On note xj,X,...,X, les racines de P dans L et
G = Gal(L/K). C’est naturellement un sous-groupe de S ,.

Les intersections avec G des sous-groupes de &, que nous venons d’écrire défi-
nissent une suite de sous-groupe distingués de G dont les quotients successifs sont
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cycliques d’ordre < 3, voire triviaux. Il leur correspond une suite d’extensions galoi-
siennes. On a déja expliqué comment il correspond au sous-groupe 2, € S, I'exten-
sion engendrée par une racine carrée du discriminant de P.

Commencons par le degré 2, alors P = X?+aX + b pour a, b € K. Le discrimi-
nant de P vaut A = b%® —4ac. Si c’est un carré dans K, G = {1} : P a ses deux ra-
cines dans K. Sinon, L = K(VA) est de degré 2 sur K. On peut ordonner les racines
de sorte que x; —xp = V/A. Larelation x; + x, = a permet d’en déduire x; = (a+ VA)/2
et xo = (a—VA)/2.

Supposons maintenant que P soit un polynome séparable de degré 3 dans K[X] :
P=X>+a1 X*+ @mX + a.

Le changement de variables Y = X + a;/3 nous permet de supposer que la somme de
ses racines est nulle, c’'est-a-dire que P est de la forme P = X3 + pX + q. Son discrimi-
nant est alors D = —4p% —274?. Considérons alors la suite d’extensions

KEKWMEL

ou chaque extension est soit triviale, soit galoisienne de groupe de Galois le groupe cy-
clique dont le cardinal est indiqué au-dessus du symbole d’inclusion. Si le polynéme P
est irréductible, on peut déja en déduire le groupe de Galois de L sur K. En effet, le de-
gré de 'extension K c L est alors un multiple de 3. Par suite, Gal(L/K) vaut &3 si A
n’est pas un carré et 23 si A est un carré.

Pour déterminer les racines de P, il nous faut commencer par adjoindre vA. Lex-

tension qui reste, K(v/A) & L est ou triviale si le corps K(v/A) contient les trois racines
de P, ou cyclique de groupe de Galois Z/3Z.

Pour pouvoir procéder comme au paragraphe 5.4 (qui concernait la théorie générale
des extensions de groupe de Galois cyclique), adjoignons a4 K(v/A) les racines cubiques
de l'unité p et p?. Ce sont les racines du polynome X? + X + 1. Rappelons qu’on peut
supposer

1 1 1 1
=——+-V=3, pP=—--=V-3
P=7372 =372

o1 v/—3 désigne une racine carrée de —3 dans K(v/A, p). En particulier, p — p> = v/-3.
Onnote K' = K(p) et L' = L(p).

Lextension obtenue K'(v/A) c L' est ou bien triviale, ou bien cyclique d’ordre 3.
On peut écrire deux résolvantes de Lagrange correspondant a la permutation circulaire
1,2,3):

a=x +px2+p2x3 et f=x+pxs +p2x2.
Calculons explicitement o et 83 :

al = xio’ + xg + xg + 6X1 X X3 +3p(x12x2 + x22x3 + xgxl) +3p2(x1x§ + xzxg + xgxf)
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et % est donné par la formule obtenue en échangeant p et p?. Le premier terme de
ces expressions est une fonction symétrique des racines et s’exprime ainsi en fonction
de p et g : on a de fait

xf + xg + xg +6X1X0Xx3 = (X1 + X2 + JC3)3 —3(xfx2 +...)
= —3()61)62()61 +X2) +.. )
= —3X1XZ(—X3) — ...
= 9X1X2X3 = —9q.
Les deux autres termes ne sont pas des fonctions symétriques des trois racines, et ne
peuvent pas I'étre puisque sinon, a et 2 seraient (toujours) des éléments de K'. On

sait cependant qu'ils appartiennent a3 K'(v/A) et il s’agit d’en donner une formule!
Comme A a deux racines carrées, on pose

VA = (21— Xx2) (] — X3) (X2 — x3) = (x12x2 + x§x3 + xgxl) - (xlxg + x2x§ + xg,xf).
Sil’'on note
A= JCIZJCZ + x§x3 + x§xl et B= x1x§ + x2x§ + xgxf,
on a ainsi les relations
A+B=3q et A-B=VA,
d’ou
3 1 3 1
A==g+-VA et B==g--VA.
2 2 2 2
On reporte ceci dans les formules pour a2 et 82, ce qui donne
a®=-9g+3pA+3p°B
3 1
=-9qg+ —q(3p + 3p2) + 5\/&3;0 - 3,02)
=2+ JVIVA

et

p=-2q-2VaVa

De plus, o(a) = p~'a et o(B) = p~2B, si bien que o(apf) = af et af est un élément
de K'. Explicitement, on a
af = (x; + pxz + p*x3) (X1 + p° X2 + PX3)
= xf + x22 + x§ +(p+ pz)(xlxg + Xp X3 + X3X1)
= (X + X +x3)% + (p+ /o2 —2) (X1 X2 + X2 X3 + X3X1)

=-=-3p.
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Pour en déduire des formules explicites pour x;, x» et x3, il reste a remarquer que
I'on dispose d'un systeme de Cramer de trois équa-
tions a trois inconnues :

X1+Xx2+x3=0
x1+px2+p2x3:a

X1+ X0+ px3 = B

On aalors: | X
X1 §a+§/3
{ %= %pza +3PP
X3 %pa+%p2ﬁ

Ce sont les « formules de Cardan» (1545). (Pour la petite histoire, Jérome Cardan les
avait achetées a Tartaglia moyennant la promesse de ne pas les diffuser, promesse rom-
pue avec la parution en 1545 de I’ Ars magna sive de regulis algebraicis liber unus. Aupa-
ravant, Scipione del Ferro, italien comme Cardan, avait découvert comment résoudre
les équations de degré 3, mais ne divulgua sa méthode que sur son lit de mort, et en-
core, partiellement!)

Sil'on veut résoudre en pratique une équation du troisieme degré, on peut ignorer
tout ceci et ne retenir que la chose suivante : une des racines s’écrit x = u + v avec
uv =—pl3. 1l reste a développer

0:(u+v)3+p(u+v)+q:u3+v3+3uv(u+v)+p(u+v)+q:u3+v3+q,

si bien que 13 et v® sont solutions de I'équation du second degré

3

X2+ gx-2 <o
27
4
On en déduit u® moyennant une racine carrée du g> + — p> = —A/27 puis u grace a

une extraction de racine cubique, d'ou x = u— p/3u. (Ceci marche bien si p # 0, mais
le cas p =0 n’est pas sorcier.)

Remarquez aussi que si x;, x» et x3 sontdes nombres réels, A est unréel strictement
positif, donc les formules de Cardan nécessitent le passage par les nombres complexes.
C’est ce qu’'on appelle le casus irreductibilis et il n’y a pas de moyen d’y échapper (voir
I'exercice 7.2).

Expliquons enfin la résolution des équations de degré 4. Soit P = X*+pX?+gX+r un
tel polyndme. (Un changement de variables affine permet effectivement de supposer
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que le coefficient de X> est nul.) Rappelons la chaine de sous-groupes distingués dans
64 .
2 2 3 2
{1} <{1;(12)34)} <V, <2y < Gy,

d’ou une chaine d’extensions galoisiennes
2 3.2 2
KcK(VA)cK cKyclL,

les chiffres au-dessus du symbole d’inclusion signifiant que I'extension est ou bien cy-
clique du degré correspondant, ou bien triviale. Une approche analogue a celle menée
pour les polyndmes de degré 3 est donc possible.

On introduit d’emblée les résolvantes correspondant a I'extension K c K; . En effet,
les trois expressions

01=(x1+x2)(x3+x1), O2=(x1+x3)(x2+x4) et O3=(x1+x4)(x2+ x3)

étant invariantes dans leur ensemble par permutations des indices, ce sont les trois
racines d'un polynéme Q € K[X].

Exercice 5.5.1. — Montrer que Q(X) = X —2pX? + (p* —4nNX + ¢°.

Supposons que 0, 0, et 03 soient connues, par exemple a 'aide des formules de
Cardan. Alors, les relations (x; + x2) (x3 + x3) = 01 et (x; + x2) + (x3 + x4) = 0 montrent
que x1+x» estuneracine carrée de —0, soit y/—6;.De méme, x; +x3 et x;+x4 sontdes
racines de —0, et —6s3. Il faut prendre garde au fait que les trois racines carrées /—0;
ne peuvent pas étre prises arbitrairement (le degré de '’extension K c L divise 4). On
a en effet

V=01V =021/ =03 = (x1 + x2) (x1 + X3) (X1 + X4)
= xf’ + xf(xg + X3+ X4) + X1 X2 X3 + X1 Xp X4 + X1 X3X4 + X2 X3X4 = —(.

Si g = 0, I'équation quartique est « biquadratique » et se résout facilement. Si
au contraire g # 0, les 6; sont non-nuls et cette formule montre que /—603 =

—ql+\/—01y/—0,. Alors,

2xX1=3x1+x+ X3+ X4 = \/—91 + \/_92 + \/_93

et des formules analogues pour x, x3 et xs.

Supposant que P est irréductible dans K[X], déterminons maintenant les divers
groupes de Galois possibles.

Remarquons d’abord que le degré de I'extension K(v/A) € K; estou 1 ou 3, car elle
est galoisienne et son groupe de Galois est un sous-quotient de 2,/ V, = Z/3Z. Cela
montre que le polyndme Q ne peut avoir de facteur irréductible de degré 2 sur K(v/A).
Il est donc, ou scindé, ou irréductible dans K(v/A).

Dans ce dernier cas, le degré [L: K] est multiple de 3 et d’apres le lemme de Cauchy
(proposition 4.2.3, mais il est possible de le montrer directement dans ce cas), Gal(L/K)
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contient un élément d’ordre 3, donc un sous-groupe d’ordre 3. Mais il y a exactement
quatre sous-groupes d’ordre 3, notés H,...,Hy, ou H; est le sous-groupe engendré
par un 3-cycle qui fixe i. (Par exemple, H; est engendré par la permutation (2, 3, 4).)
Si g € &4 envoie i sur j, ona gH; g ! = H; ; puisque Gal(L/K) agit transitivement
sur {1,2,3,4}, Gal(L/K) contient tous les H; des qu'’il en contient un, donc il contient
tous les 3-cycles, donc tout 2,. Autrement dit, si Q est irréductible sur K (V/A), alors
Gal(L/K) contient 4.

Side plus A estun carré dans K, ona Gal(L/K) c®,, d’oul’égalité. Si A n’est pas un
carré dans K, on a Gal(L/K) = S;,.

Supposons maintenant que la résolvante Q soit scindée dans K(v/A), c’est-a-dire
que K; = K(v/A). Puisque P est irréductible, [L: K] est multiple de 4. De plus, [L: K]
divise 8, d’ou [L: K] =4 ou 8.

Si A estun carré dans K, on a Kj = K et Gal(L/K) c V,. Puisqu’aucun sous-groupe
strict de V, n’agit transitivement sur {1,2,3,4}, on a nécessairement Gal(L/K) = V,
dans ce cas.

Si A n'estpasuncarrédans K,ona [Kj : K] =2,dou [L: K] =4 si L estengendré par
I'une des racines carrées des —0;, et [L: K] = 8 sinon. Dans le premier cas, Gal(L/K)
est un sous-groupe transitif d’'ordre 4 de &, qui n'est pas contenu dans 2. Seul le
groupe cyclique engendré par une permutation circulaire est possible. Dans I'autre cas,
Gal(L/K) est d’ordre 8 et est isomorphe au groupe dihédral D,. (Remarque : c’est 'un
des 2-sous-groupes de Sylow de G, il est engendré par un 4-cycle (a, b, c, d) et la
transposition (a, c).)

5.6. Résolubilité par radicaux

Ce paragraphe explique le lien, découvert par Galois, entre résolubilité par radicaux
d’'une équation et le fait que son groupe de Galois est résoluble. Cela généralise plu-
sieurs résultats :

— le théoreme 5.1.1 concernant la constructibilité a la regle et au compas (d'un coté,
un groupe d’ordre une puissance de 2 est résoluble ; de I'autre, les nombres construc-
tibles sont contenus dans une extension quadratique itérée) ;

— la résolution explicite des équations de degrés 2, 3 ou 4 que nous avons exposés
au paragraphe précédent (les groupes G,, G3 et G4 sont résolubles) ;

— le théoreme d’Abel (voir le corollaire 5.6.5 ci-dessous) selon lequel I'équation gé-
nérale de degré n > 5 n’est pas résoluble par radicaux.

Pour simplifier, nous ne considérerons dans ce paragraphe que des corps de caracté-
ristique zéro.
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DEFINITION 5.6.1. — Soit E un corps de caractéristique nulle et soit E c F une exten-
sion finie.

On dit que l'extension E c F est radicale élémentaire d’exposant n s'il existe un élé-
ment x € F tel que F = E[x] tel que x" € E.

On dit que l'extensio E c F est radicale s'il existe une suite de sous-corps E = Ey C
Ey, c---c E, =F telle que pour tout i € {1;...;n}, l'extension E;_; c E; soit radicale
élémentaire.

On dit enfin que l'extension E c F est résoluble par radicaux, ou simplement réso-
luble, s'il existe une extension finie F  F' telle que l'extension E c F' soit radicale.

PROPOSITION 5.6.2. —  a) Soit E c F une extension finie et soit K un corps tel que
Ec KcF. Silextension E c F est radicale, l'extension K c F ['est aussi. Si l'extension
E c F estrésoluble, les extensions E c K et K c F sont résolubles.

b) Soit Ec F, et E c F> deux extensions finies isomorphes. Si E c I} est une extension
radicale (resp. résoluble), alors E c F, l'est aussi.

c) Soit Q un corps contenant E et soit Ec F et E c F' deux extensions radicales
(resp. résolubles) contenues dans Q. Alors, I'extension composée E < FF' est radicale
(resp. résoluble).

d) Soit E c F une extension finie radicale (resp. réosluble). Sa cloture galoisienne
(dans toute cloture algébrique) E c F8 est encore radicale (resp. résoluble).

Démonstration. — a) est évident sur la définition.

b) Supposons l'extension E c F; radicale. Soit E = Ey c E; € --- € E,, = F; une
suite d’extensions telles que E;_; c E; soit radicale élémentaire. Soit o: F; — F> un
E-isomorphisme. Pour tout i, 'extension o(E;_;) < o(E;) est radicale élémentaire :
si E; = E;_1(x;), avec x;” € E;_1,ona o(E;) =0(Ei—1)(o(x) et o(x;))™ € 0(E;_1). Par
suite, 'extension o (E) c o(F)) estradicale, ce qu'’il fallait démontrer.

Supposons I'extension E c F; résoluble et soit F; une extension de F; telle que I'ex-
tension E c F| soit radicale. Si Q désigne une cloture algébrique de F, il existe d’apres
le théoréme 3.1.6 un homomorphisme o': F| — Q tel que o’|f, = 0. Par suite, I'exten-
sion E c 0'(F)) estradicale et I'extension E c F; est résoluble.

¢)Soit E=EycEyc---cE,=F et E=E|CE, C"'CE;z' = F' deux suites de corps
telles que les extensions E;_; c E; et El’._1 c E; soient radicales élémentaires. Si y; est
un élément de E; tel que E; = E;_,(y;) et dont une puissance appartienta E; ,,ona
F E; =F E;_l (yi) sibien que I'extension FEl’._1 cF E; est radicale élémentaire. Ainsi, on
a la suite d’extensions radicales élémentaires

E=FycF c---cE,=FcFE cFE,c---cFE, =FF

et I'extension E c FF' est radicale.
Supposons les deux extensions E c F et E c F' résolubles, et soit Fc Let F' c L' des
extensions telles que E c L et E c L' soient radicales. Les corps F et F' sont contenus
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dans un méme surcorps Q de E, qu'on peut remplacer par sa cloture algébrique et
donc supposer algébriquement clos. Il existe un F-homomorphisme o: L — Q et un
F'-homomorphisme o’: L' — Q. D’apres b), les extensions E c (L) et E < o’(L') sont
radicales, donc 'extnesion E < o(L)o’(L') I'est aussi. Puisque E ¢ FF' c o(L)o'(L)),
I'extension E c FF' est résoluble.

d) Soit Q une cloture algébrique de F. La cloture galoisienne de |’extension
E c F est le sous-corps de 2 engendré par les o(F), o décrivant 'ensemble des
E-homomorphismes de F dans Q. D’apres b), chacune des extensions E < o(F)
est radicale (resp. résoluble). D’aprés le ¢) et une récurrence immédiate, I’extension
E cJ]o(F) estradicale (resp. résoluble). O

g

THEOREME 5.6.3. — Soit E un corps de caractéristique zéro. Une extension galoisienne
E c F est résoluble si et seulement si son groupe de Galois Gal(F/E) est résoluble.

Avant de passer a la démonstration, rappelons la théorie de Galois des extensions ra-
dicales élémentaires (théoreme 5.4.1) et sa réciproque, le théoreme 5.4.2, qui entraine
que les extensions galoisiennes de E de groupe de Galois Z/nZ sont radicales élémen-
taires (rappelons que 'on a supposé que card u,(E) = n.)

PROPOSITION 5.6.4. — Soit E un corps tel que card u,(E) = n.

Si E c F est une extension radicale élémentaire d'exposant n, elle est galoisienne et
Gal(F/E) est un sous-groupe de Z/nZ. (Il existe donc un entier d divisant n tel que
Gal(F/E)=Z/dZ.)

Réciproquement, si E c F est une extension galoisienne de groupe de Galois Z/nZ,
elle est radicale élémentaire d’exposant n.

La démonstration du théoréme 5.6.3 requiert quatre étapes.

a) Soit E c F une extension galoisienne, radicale, et supposons que E contienne une
racine de l'unité d’ordre [F : E], alors Gal(F/E) est un groupe résoluble.

On démontre ceci par récurrence sur le degré [F : E]. Soit E c E; c --- < F une
suite d’extensions radicales élémentaires (non triviales). Notons G = Gal(F/E) et H =
Gal(F/Ey). L'extension E; c F est radicale et galoisienne. Comme [F : Ej] et [E; : E]
divisent [F: E], E contient une racine de I'unité d’ordre [F: E;] et d’ordre [E; : E]. Par
récurrence, le groupe H = Gal(F/E;) est résoluble. D’apres la proposition précédente,
I'extension E c E; est galoisienne, de groupe de Galois cyclique. Autrement dit, H est
un sous-groupe distingué de G et G/ H = Gal(E/E;) estun groupe fini cyclique. D’apres
la proposition 4.5.2, c¢), le groupe G est résoluble.

b) Soit E c F une extension galoisienne, résoluble, alors Gal(F/E) est résoluble.
Soit F c F; une extension finie telle que 'extension E c F; soit radicale. Soit Q
une cloture algébrique de F; et soit E c L la cloture galoisienne de I'extension E c F;
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dans Q, de sorte que I'extension E c L est radicale et galoisienne. Soit aussi K I'exten-
sion de E engendrée par une racine primitive de 'unité d’ordre [L: E] dans Q.

D’apres la proposition 5.6.2, ¢), 'extension K < KL est radicale et galoisienne.
Puisque son degré [KL: K] divise [L: E], le a) implique que Gal(KL/K) est un groupe
résoluble. D’autre part, I'extension E c K est galoisienne et son groupe de Galois est
un sous-groupe de (Z/NZ)*, ou N = [L: E] (voir le paragraphe 5.2). Ainsi, Gal(KL/K)
est un sous-groupe distingué de Gal(KL/E) et le quotient Gal(KL/E)/Gal(KL/K),
isomorphe a Gal(K/E), est cyclique. Puisque le groupe Gal(KL/K) est résoluble, il
résulte de la prop. 4.5.2, c), que le groupe Gal(KL/E) est résoluble. Comme E c F est
une extension galoisienne, avec F c KL, Gal(F/E) est un quotient de Gal(KL/E), donc
est un groupe résoluble.

¢) Supposons que Gal(F/E) soit un groupe résoluble et que E contienne une racine de
l'unité d’ordre |F : E] . Alors U'extension E c F est radicale.

On démontre ceci par récurrence sur [F: E]. Le groupe G = Gal(F/E) est résoluble.
D’apres la propositino 4.5.3, il posséde un sous-groupe distingué H tel que G/H soit
cyclique. Il existe ainsi un entier d > 1 divisant [F : E] tel que G/H soit isomorphe
a Z/dZ. Ainsi, 'extension E c FH est galoisienne, de groupe de Galosi Z/dZ ; d’apres la
proposition 5.6.4, cette extension est radicale élémentaire. (Remarquer que E contient
une racine primitive d-iéme de I'unité.) Lextension F/ c F est galoisienne et son
groupe de Galois est égal 3 H, donc est résoluble (proposition 4.5.2, a). Puisque [F : F]
divise [F : E], F! contient une racine primitive de 'unité d’ordre [F : F¥]. Par récur-
rence, I'extension F c F estradicale. Celaimplique que I'extension E c F est radicale.

d) Si le groupe Gal(F/E) est résoluble, I'extension E c F est résoluble.

Soit Q une cloture algébrique de F et soit K le corps engendré dans Q2 par une
racine primitive de I'unité d’ordre [F : E]. L'extension E c K est radicale, galoisienne
et son groupe de Galois est abélien. L'extension K c KF est galoisienne et son groupe
de Galois, isomorphe a un sous-groupe de Gal(F/E), est résoluble. Comme [KF : K]
divise [F : E], K contient une racine de I'unité d’ordre [KF : K] et le ¢) entraine que
I'extension K < KF est radicale. Ainsi, I'’extension E < KF est radicale et I'extension
E c F estrésoluble. O]

Résoudre I'« équation générale de degré n » sur un corps K signifie donner des for-
mules qui résolvent toute équation de degré n. De maniere plus précise, on veut ré-
soudre I'équation X" + a1 X n=l4...+a, dans laquelle ay, ..., a, sont des indétermi-
nées. C’est une équation polynomiale sur le corps K(a,...,a,) des fractions ration-
nelles en n indéterminées. D’apres I'exercice 3.10, le groupe de Galois d'une extension
de décomposition est le groupe symétrique G,,. Puisque ce groupe n’est pas résoluble
si n > 5 (corollaire 4.6.8), le théoreme 5.6.3 entraine que 1'équation générale de de-
gré n n'est pas résoluble par radicaux, un résultat qu’avait pressenti le mathématicien
italien P. Ruffini in 1799 et qu’a prouvé N. Abel en 1826.
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COROLLAIRE 5.6.5 (Abel). — Soit K un corps.
Si n > 5, l'équation générale de degré n,

X"+ X" '+ +a,=0,

vue comme équation polynomiale sur le corps
K(ay,...,a,) des fractions rationnelles a coefficients
dans K en n indéterminées, n'est pas résoluble par
radicaux.
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Dans la suite, et dans certains exercices, vous verrez des exemples explicites d’équa-
tions polynomiales (sur le corps des nombres rationnels) qui ne sont pas résolubles
par radicaux.

5.7. Comment (ne pas) calculer des groupes de Galois

Les groupes de Galois qu’on veut étudier dans la pratique sont définis par un poly-
néme séparable P, irréductible ounon, a coefficients dans un corps K, et’extension L
a laquelle on s’intéresse est 'extension de décomposition de P, engendrée sur K par
les racines xj, ..., x, de P dans une cloture algébrique de K. Comme on I'a vu au para-
graphe 3.3, le groupe de Galois G = Gal(L/K) est de maniere naturelle un sous-groupe
du groupe des permutations des racines {xi,..., x,}, donc s’identifie a un sous-groupe
du groupe symétrique S ,,.

Le premier théoréme de ce paragraphe montre que si I'on sait factoriser les poly-
nomes a plusieurs indéterminées a coefficients dans K, on peut déterminer explicite-
ment le groupe G.

Le groupe G = Gal(L/K) agit sur 'anneau L[Yj,...,Y,] coefficient par coefficient,
donc aussi sur le corps des fractions rationnelles L(Yy,...,Y},;) qui est son corps des
fractions. Il agit aussi sur 'anneau des polynémes L[X, Y1,..., Y,]. Pour simplifier les
notations, nous écrirons Y comme abréviation de Y1,..., Y. Par exemple, nous écri-
rons L[ Y] pour L[Y,...,Y,] et L(Y) pour L(Yy,...,Y,).

Pour tout 0 € &,,, posons

fg = leU(l) +---+ anU(n) € L[Y].
LEMME 5.7.1. — a) Pour tout élement T du groupe de Galois Gal(L/K), on a

7€) =& 1.

b) Lextension K(Y) < L(Y) est galoisienne, de groupe de Galois G.
¢) Deplus, { =x1 Y1+ + x, Yy, en est un élémént primitif.
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Démonstration. — Soit Te G;ona

n n n
1€e) = ) Tx) Yoty = ) %) Yoy = ) Xj Yoiz1(j)) = Eor-ts
i=1 i=1 j=1
ce qui démontre a).
b) Si R=P/Qe L(Y), on peut écrire

P
P 1@ g

- 67.5@\{1} 7(Q) B E[T(Q)

Le dénominateur D de cette derniére fraction appartient a K[Y] puisqu’il est inva-
riant par tout 7 € G. Soit N = RD son numérateur, alors R est invariant sous G si et
seulement N l'est. Par suite, L(Y)® = K(Y), et il résulte du lemme d’Artin (Prop. 3.2.8)
que l'extension K(Y) c L(Y) est galoisienne de groupe de Galois G.

¢) Posons ¢ =¢g=x1 Y1+ -+ x,Y,. Pour tout 7€ G, 7({) = ¢,-1, si bien que 7 =id
est le seul élément de G tel que 7(¢) = ¢. Cela montre que I'extension K(Y) c L(Y) est
engendrée par €. O

Il résulte du lemme que le polyndme minimal de ¢ sur K(Y) est égal a

M(T) = [T(T-7(&) = [[(T-¢&0).
1eG 1eG

Il appartient a K[Y, T], est unitaire en T et est irréductible dans K(Y)[T], donc est
irréductible dans K[Y, T] car 'anneau K[ Y] est factoriel.

THEOREME 5.7.2. — Définissons un polynéme en des indéterminées X, Y1, ..., Y, parla
formule

Rp= ] (T-&) =[] (T-aYeq)+-+ X Yom))-

ge6G, e,
C'est un polynoéme séparable a coefficients dans K .
Soit M l'unique facteur irréductible de Rp dans K(Y)[T| qui est unitaire en T et
divisible par T —¢ dans L(Y)([T]. Alors, M = M; et une permutation o € S, appartient
a G si et seulement si

M(T) Yl;---;Yn) :M(T) YO‘(I)!---)YO‘(H))-

Démonstration. — Tout T € G définit une permutation des racines de Rp, puisque
7(¢y) =41, dolt T(Rp) = Rp pour tout 7 € Gal(L/K) et les coefficients de Rp appar-
tiennent a K.

Puisque M et Mg ont un facteur commun X —¢ dans L(Y)[T], il résulte du corol-
laire 2.4.3 qu’ils ont un facteur commun dans K(Y)[T]. Etant tous deux unitaires et
irréductibles, ils sont égaux et

M(T,11,...,Y,) = H (T—(a Yo+ + X, Y ().
1€G
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Enfin,sic € G,,0ona

M(T, Yo1),--+» Yom)) = 11; (X—x1 Yooy =+ — Xn Yeony)
TE
=[] XY= = xnYe(m)-
1€Go
si bien que
MX,Ysq),.., Yom) = MX, 11,...,Y,)
si et seulement si Go = G, c’est-a-dire 0 € G. O

Malheureusement, I'utilisation concrete de ce théoréme est quasiment impossible.
Par exemple, méme si K = Q est le corps des nombres rationnels, factoriser des poly-
nomes en plusieurs variables de degré élevé (degRp = n!) est d'une complexité phéno-
ménale et cette approche échoue, méme sur les systemes de calculs les plus rapides qui
soient disponibles. En revanche, nous en déduirons au paragraphe suivant une consé-
quence théorique fondamentale sur le comportement du groupe de Galois d'un poly-
nome par spécialisation de ses coefficients.

Remarquez que le polyndme Rp défini dans le théoréeme est symétriqueen Yi,..., Y,
et qu’il est indépendant de la numérotation des racines. En revanche, son facteur irré-
ductible M dépend de cette numérotation, ainsi que le groupe de Galois vu comme
sous-groupe du groupe symétrique. Explicitons cette dépendance.

Soit P € K[X] un polynéme séparable de degré n et soit K — L une extension de
décomposition de P. Soit R I'ensemble des racines de P dans L. Une numérotation
de R est une bijection v: {1,...,n} — R; elle définit un homomorphisme injectif
Ayv: Gal(L/K) — &, tel que

vl (8)(D) =gv(i)), geGallL/K), iefl,..., n}.
Notons G, = 1, (Gal(L/K)) son image. Remarquons aussi que le polynome Rp vérifie

Rp(D) = [] (T-GorpyYr+-+ Xg-100 V)

geS,
= I1 (T-(v Y1+ +v(n)Yy)),
numérotations v
ol le dernier produit est sur I’ensemble de toutes les numérotations des racines de P.
Notons aussi Rp, le polyndme minimal de ¢ = v(1) Y; +---+v(n) Y, introduit plus haut,
de sorte que
Rev(T,Y1,..., Yn) = [[ (T - (v V1 + - +T(v(m) V)

1€eG

=[] (T-WleM)Y+---+v(e(n)Yy)).

oeGy

Si p est une autre numérotation, il existe une permutation o € G, telle que u(i) =
v(o(i)) pour tout i € {1,..., n}. Alors, ou bien Rp, et Rp, sont premiers entre eux, ou
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bien ils ont un facteur commun auquel cas ils sont nécessairement égaux, puisqu'’ils
sont tous deux irréductibles et unitaires. Ce cas se produit lorsque o € G, . Ainsi, Rp
est le produit des polynomes Rpyos, Ol 0 parcourt les représentants dans S, des
classes a gauche de G, . Les plongements du groupe de Galois dans &,, définis par les
numérotations p et v satisfont la relations

Au(g) = U‘l/lv(g)a.

En particulier, G, = 0~ 1G,o est conjugué a G, dans &,,.

5.8. Spécialisation des groupes de Galois

Avant de donner une définition générale, explicitons deux exemples importants.

a) Soit P un polynome unitaire a coefficients entiers et soit G le groupe de Galois
d’'une extension de décomposition de P sur Q. Pour tout nombre premier, on peut ré-
duire le polynome P modulo p, d’ott un nouveau groupe de Galois G, correspondant
a une extension finie de Z/ pZ.

b) Soit P € Q(t)[X] un polyndéme a coefficients dans le corps Q(¢) des fractions ra-
tionnelles. Pour tout nombre rationnel a qui n’est pas un pole des coefficients de P,
on peut évaluer le polynéme P en ¢ = a, d’'ou un polynéme P, € Q[X] et un groupe de
Galois G, .

Nous allons voir que les groupes de Galois de ces équations spécialisées sont, de
maniere assez naturelle, des sous-groupes du groupe G.

DEFINITION 5.8.1. — Une place du corps K est une application ¢: K — kU {oo}, ot k
est un corps, qui vérifie les propriétés suivantes :

— si p(x) et @(y) nesont pas tous deux oo, p(x+y) = @(x)+@(y), avec la convention
a+oo=o00 pour ack;

— si {p(x), ()} # 10,00}, p(xy) = p(x)p(y), avec la convention aco = oo pour a#0.

Exemple 5.8.2. — Reprenons les deux exemples précédents.

a) Soit p un nombre premier. Soit x = a/b un nombre rationnel, mis sous forme
d’une fraction irréductible. Si p divise b, posons ¢, (x) = co. Si p ne divise pas b, soit
¢p(x) le quotient dans Z/ pZ des classes de a et b. Lapplication ¢,: Q — (Z/ pZ) U{oco}
est une place.

b) Soit a € Q. Une fraction rationnelle a une « valeur » en a, éventuellement oo si a
est un podle. Lapplication ¢, : Q(f) — QU {oo} ainsi définie est une place.

Si ¢: K — ku{oo} est une place, soit A= ¢~ !(K) 'ensemble des x € K tels que ¢(x) #
00, et m = ¢~ 1(0). La définition d’une place implique que A est un sous-anneau de K,
appelé anneau de valuation de ¢ . (Exercice: le vérifier ! Voir aussi |’exercice 5.15.) Dans
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les deux exemples ci-dessus, tout idéal de A est engendré par une puissance de p, ou
de X — a. En particulier, dans ces deux cas, 'anneau A est un anneau principal.

FIxons une place ¢: K — kU{oo} du corps K. Notons A 'anneau de valuation de ¢.
Soit P € K[X] un polynéme unitaire de degré n. Supposons que P € A[X] et que son
discriminant A € A vérifie ¢(A) # 0, de sorte que le polyndme ¢(P) € k[X] est sépa-
rable.

Soit G le groupe de Galois d'une extension de décomposition L de P sur K, et soit
H le groupe de Galois d'une extension de décomposition k < ¢ du polynéme ¢(P).

LEMME 5.8.3. — Le polynome Rp appartienta A[T, Y] et Ryrp) = ¢(Rp).

Démonstration. — Considérons d’abord le polyndme

R= [] (T-(} Xo)¥:))

geS, i=1
vu comme polynéme en T, Y,...,Y, acoefficients dans Z[Xj, ..., X,]. On écrit ainsi
R= Y RiX,... XYy . v}
I:(iOr-“vin)

Le polyndme R est symétrique en Xj,...,X,, donc chacun de ses coefficients R; est
symétrique. Il existe donc pour tout I un polynéme R; € Z[S;,...,S,] tel que

Ri(X1,...,Xn) = Ri(S1(X), ..., Sn(X)).

Ecrivons P= X"+ @y X" ' +---+ a, et notons xj,..., X, les racines de P dans L, de
sorte que a; = (—l)ij(xl,...,xn). On a alors

Rp=Y Ri(~ay,...,~D)"a) TOYV ... Y,".
1
Puisque les coefficients a; appartiennent au sous-anneau A, Rp € A[T, Y].
De plus, ona @(P) = X"+ @(a)) X" ! +---+¢(a,), etle méme argument montre que

Ropy =Y. Ri(—g(@),..., (- 1)"pla) TPV ...V,
1

Par suite,
QRp) =) @Ri(=ay,...,D)"a) TPV ... V" = Ry(p)
1
est le polynome attaché a ¢(P), ce qu’il fallait démontrer. O
LEMME 5.8.4. — Pour toute numérotation v des racines de P dans L, le polynéme Rp,

appartienta AT, Y].

Démonstration. — Sil’anneau A est un anneau factoriel, par exemple dans les deux
exemples ci-dessus, cela résulte du théoreme 2.4.7. C’est vrai dans le cas général, car
«un anneau de valuation est intégralement clos », mais nous ne le démontrerons pas
ici, voir |'exercice 5.16. O
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Nous avons vu que les facteurs irréductibles dans k[T,Y] du polynome R,
sont de la forme Ryp),, ol p est une numérotation des racines de ¢(P) dans /.
Puisque Rp, divise Rp, les lemmes précédents montrent que ¢(Rp,) divise Ry p)
dans k[T, Y]. Nous dirons qu'une numérotation v des racines de P et une numérota-
tion u des racines de ¢ (P) sont compatibles si Ry p) , divise ¢(Rpy).

THEOREME 5.8.5. — Fixons une numeérotation v des racines de P, d’oit un homomor-
phisme injectif A,: Gal(L/K) — G,, d'image G, .

a) 1l existe une numérotation p des racines de ¢(P) qui est compatible avec v. Elle
définit un plongement du groupe de Galois H dans &, ; son image H, est un sous-
groupe de G, .

b) Soit u' une numérotation des racines de ¢ (P) et soit o I'unique permutation € S ,,
telle que p' (i) = u(o (i)) pour i €{l,...,n}. Alors, u' est compatible avec v si et seulement
si 0 € Gy. Dans ce cas, Hy = 0‘1Hpa est conjugué a Hy, dans G, .

Cela montre que «le» groupe de Galois H de I'équation spécialisée ¢(P) est, de
facon presque naturelle, un sous-groupe du groupe de Galois G de I'’équation P. De
plus, si le groupe G est abélien, ou s'il s’avere que le groupe H est normal dans G,
alors le groupe de Galois de I’équation spécialisée est un sous-groupe canonique du
groupe de Galois de 'équation originale.

Démonstration. — Les facteurs irréductibles du polynome ¢(Rp,) € k[T, Y] divisent
Repp), donc sont de la forme R,p), pour certaines numérotations u des racines
de @(P) in ¢. Ces numérotations sont précisément celles qui sont compatibles avec v.

Plus précisément, si I'on désigne par N I'’ensemble des numérotations des racines
de ¢(P) qui sont compatibles avec v, on a la formule

PRpy) = [[(T— (DY +--+p(n)Yy)
HEN

dans /[T, Y]. Soit ¢ € G, ; alors,
:RP,V(Tr YO’(I))"-) YO’(I’Z)) = :RP,V(Ty Yl)-'-) Yn)r
d’oty, appliquant ¢ aux deux membres,

[T(T =@ Yo+ +p(0) Youm) = [T (T= @@ Y1+---+ p(m) Yn)).

HEN HEN
En écrivant (i) = puo o~ 1(0 (i), on obtient la relation No~! = N ; en d’autres termes,
N = NG, est une classe a droite modulo G, . Puisque le cardinal de N est celui de G,,
ona N = uG, pour tout pu€ N.

Fixons une telle numérotation . Le polynéme Ry p) , divise ¢ (Rpy). En regardant

les factorisations de ces polynomes dans ¢[T, Y], onvoit que uH, < N = uG, . Par suite,
H, cGy.
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Soit ¢’ une autre numeérotation et soit o € S, telle que ¢’ = poo.La numérotation
1’ est compatible avec v si et seulement sil'on a u’ € N, donc si et seulement si o €
Gy.Onavuqu’alors, Hy, = O'_IHNO'. Les sous-groupes H,s et Hy, sont ainsi conjugués
dans G, . O

Montrons maintenant comment, sur deux exemples, utiliser ce théoreme pour ob-
tenir des renseignements sur le groupe de Galois d'un polynéme a coefficients ration-
nels. Rappelons une remarque faite a la fin du paragraphe 3.5 sur les corps finis. Nous
appelons type d'une permutation de {1,...,n} la partition de n qu’elle définit (voir
p- 85).

LEMME 5.8.6. — Soit P un polynome unitaire séparable a coefficients dans un corps
fini k. Notons ny,...,n, les degrés des facteurs irréductibles de P dans k[X]. Soit k —
¢ une extension de décomposition de P ; l'automorphisme de Frobenius F € Gal(¢/k)
induit une permutation des racines de P dans ¢ dont le type est précisément (ny, ..., n;).

Rappelons aussi (prop. 4.6.1) que la classe de conjugaison de cette permutation est
caractérisée par ces entiers (n,,..., n,).Ainsi, ce lemme et le théoréme 5.8.5 permettent
d’exhiber des classes de conjugaison d’éléments du groupe de Galois. Dans certains cas,
cela peut suffire a déterminer le groupe de Galois!

Exemple 5.8.7. — Commencons par le polynéme P = X°—X—1. Notons G son groupe
de Galois sur Q, considéré comme sous-groupe du groupe des permutations des 5 ra-
cines, identifié a G5.

Etudions la réduction modulo 2 du polynéme P. Il n’'a pas de racine dans F», mais il
en a deux dans F,. En effet, le pgcd de X°—X—1et X*-X vaut X2—X -1, sibien que
P aun facteur de degré 2, et 'autre facteur est de degré 3. En particulier, P mod 2 est
séparable sur F, et son groupe de Galois sur F, est engendré par un élément de Gs
de type (2,3). D’apres le théoréme 5.8.5, G contient une permutation de ce type, donc
aussi son cube qui est une transposition.

Regardons maintenant modulo 3. En calculant les pgcd de P et X3 — X, resp. XY — X
(les systéemes de calcul formels sont bien utiles dans ce genre de situations...), on
constate que P mod 3 n’a pas de racine dans F3, ni dans Fg. (Exercice : le faire a la
main, en utilisant par exemple que I'on a x* € {0,+1} pour tout x € Fg.) Par suite, le
polynome P mod 3 est irréductible sur F;. D’apres le théoreme 5.8.5, G contient un
5-cycle. Incidemment, cela montre que le polynéme P est irréductible.

Il résulte maintenant de la proposition 4.6.2 que G est égal au groupe symé-
trique G5. Au passage, cela fournit un exemple explicite d'une équation polynomiale a
coefficients entiers qui n’est pas résoluble par radicaux, puisque son groupe de Galois,
G5, n'est pas résoluble.
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Exemple 5.8.8. — Montrons de méme que le groupe de Galois, noté G, du polynome
P =X°+20X-16 sur Q est égal au groupe alterné 5. Modulo 2 ona P = X° quin’est
pas séparable. Regardons ce qui se passe modulo 3. Ona P = X°>— X -1 modulo 3,
et ainsi que nous I'avons vu dans I'’exemple précédent, P mod 3 est irréductible. De
meéme, le groupe G contient un 5-cycle.

Modulo 7, P = X° — X — 2 et ses racines dans F; sont 2 et 3. De plus, on a

P=(X-2)(X-3)(X3-2X?-2X+2) (mod?7).

Le polyndéme X3 —2X?-2X+2 n’a pas de racine dans F; (le vérifier!), donc est irréduc-
tible puisqu’il est de degré 3. Cela implique que G contient un 3-cycle.

Modulo 23, on obtient une factorisation en un polynéme de degré 1 et le produit de
deux polyndémes de degré 2, d’oli une permutation de la forme (1)(2, 3)(4,5) — une
double transposition — dans G.

La considération d’autres nombres premiers ne semble pas apporter de renseigne-
ment supplémentaire sur G. Nous savons déja que I'ordre du groupe est multiple de
2, 3 et 5, donc de leur ppcm 60. Puisque c’est un sous-groupe de S5, son ordre divise
5!=120.

Nous devons alors utiliser une information d'un autre type. Remarquons que le dis-
criminant de P est égal a

5% x (—16)* + 4* x 20° = 1024000000 = 2'65° = (285%)2

(voir I'exercice 3.21), donc est un carré dans Q. D’apres la proposition 3.4.2, cela im-
plique que G est un sous-groupe de 25. Comme card®2s =60, on adonc G =2s.

Dans des cas plus compliqués, réduction modulo des nombres premiers et consi-
dération du discriminant ne suffisent plus et on doit introduire des résolvantes plus
générales (voir le paragraphe 3.4).

Exemple 5.8.9. — Les systemes de calcul formel, tels MAGMA, PARI/GP ou MAPLE
peuvent calculer des groupes de Galois, au moins si le degré de I’équation n’est pas
trop grand. Voici par exemple la sortie d'une session (verbeuse) de MAPLE qui calcule
le groupe de Galois du polynéme £° —5¢ + 12 sur le corps des nombres rationnels.

> infolevel[galois]:=2;

> galois(t~5-b*t+12);

galois: Computing the Galois group of t75-5%t+12

galois/absres: 64000000 = ¢(8000)"2

galois/absres:  Possible groups:  {"5T2", "5T1", "5T4"}

galois/absres: p=3 gives shape 2, 2, 1

galois/absres:  Removing  {"5T1"}

galois/absres:  Possible groups left:  {"5T2", "5T4"}

galois/absres: p=7 gives shape 5

galois/absres: p =11 gives shape 5
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galois/absres: p = 13 gives shape b

galois/absres: p = 17 gives shape 2, 2, 1
galois/absres: p = 19 gives shape 5

galois/absres: p = 23 gives shape &

galois/absres: p =29 gives shape 2, 2,

galois/absres: p =31 gives shape 2, 2,

galois/absres: p = 37 gives shape &

galois/absres: p = 41 gives shape 5

galois/absres: The Galois group is probably one of  {"5T2"}
galois/respol: Using the orbit-length partition of 2-sets.
galois/respol: Calculating a resolvent polynomial...
galois/respol: Factoring the resolvent polynomial...

galois/respol: Orbit-length partition is 5, 5
galois/respol: Removing  {"5T4"}
galois/respol: Possible groups left:  {"5T2"}
"5T2", {"5:2", "D(5)"}, "+", 10, {"(1 4)(2 3)", "(1 2 3 4 5)"}

Pour pouvoir comprendre ces lignes, il faut savoir qu’a conjugaison pres, il y a cinq
sous-groupes transitifs dans G5. Ce sont

a) le groupe cyclique Cs, engendré par le 5-cycle (1,2, 3,4, 5), isomorphe a Z/5Z
et noté dans ce contexte 5T1;

b) le groupe diédral Ds, engendré par (1,2, 3,4,5) et (2,5)(3,4), désigné par 5T2;

¢) le groupe métacyclique Mo, défini comme le normalisateur 5T3 de C; dans Gs,.
De cardinal 20, il est isomorphe au groupe des applications F5 — F5 de la forme x —
ax+b pour a€F; et beF;s;

d) le groupe alterné 25, de cardinal 60 et noté 5T4;

e) le groupe symétrique tout entier, S5, noté 5T5.

(En fait, tous les algorithmes utilisables pour calculer des groupes de Galois requiérent
la liste des sous-groupes transitifs de G,,. Cete liste est connue jusqu'a n = 31. Les
notations 5T1, etc. viennent de cette classification.)

On calcule d’abord le discriminant. C’est un carré (64000000 = (8000)2), donc le
groupe est un sous-groupe du groupe alterné, ce qui exclut les groupes M et G5 (res-
pectivement 5T3 et 5T5). Alors, le program réduit notre polyndme modulo de petits
nombres premiers et calcule a chaque fois sa factorisation sur le corps fini correspon-
dant, donc le type d'une permutation du groupe de Galois. Il vérifie simplement dans
la liste des sous-groupes qui n’ont pas encore été exclus ceux qui contiennent une telle
permutation. En fait, tous les éléments non-triviaux du groupe engendré par un 5-
cycle sont eux-mémes des 5-cycles, si bien que le groupe Cs (5T1) est éliminé d’emblée
en réduisant modulo p = 3. Cependant, on n'obtient aucune information nouvelle en
réduisant modulo les nombres premiers jusqu’a 41.
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MAPLE indique alors que le groupe est vraisemblablement égal au groupe D5 (5T2).
En effet, le théoréme de densité de Cebotarev, un énoncé profond et difficile en théo-
rie algébrique des nombres, affirme que toutes les classes de conjugaison d’éléments
du groupe de Galois vont apparaitre si 'on réduit modulo des nombres premiers de
plus en plus grands, et qu’elles vont apparaitre « proportionnellement » a leur cardinal.
En fait, le type d’'une permutation détecte seulement sa classe de conjugaison dans
le groupe symétrique, si bien qu’'un résultat antérieur di a Frobenius est suffisant. La
table 1 indique le nombre de permutations d’'un type donné dans chacun des cinq
groupes transitifs de G5. Dans notre cas, les types qui apparaissons sont (2,2), 4 fois,
et (5), 7 fois. Sile groupe avait été A5 (5T4), le type (3,1, 1) serait probablement apparu,
si bien que MAPLE suggere que le groupe est Ds.

Cs (6T1) Ds (6T2) My (5T3) 25 (5T4) s (5TH)

1,1,1,1,1 1 1 1 1 1

2,1,1,1 10
3,1,1 20 20
2,2,1 5 5 15 15
4,1 10 30
3,2 20
5 4 4 4 24 24
total 5 10 20 60 120

TABLE 1. Nombre de permutations de type donné dans les sous-groupes de G5

Comme Ds est un sous-groupe de s, il reste a vérifier si G est, a conjugaison pres,
un sous-groupe de Ds. Cela nécessite 'utilisation d’'une résolvante telle que le poly-
nome

X1 X + X0 X3+ X3 X4 + Xy X5+ X5 X,

dont le stabilisateur est exactement Ds. (Voyez-vous pourquoi ? Rappelez-vous que Ds
est le groupe de symétrie du pentagone régulier.) En calculant les racines complexes
du polynéme ¢°> —5¢ + 12 avec une assez grande précision, on peut évaluer la résol-
vante précédente a toutes les permutations des racines. Certaines de ces évaluations
sont des entiers et la proposition 3.4.5 entraine que le groupe de Galois est Ds. En fait,
un calcul en virgule flottante ne démontre pas réellement que les nombres obtenus
sont des entiers, seulement qu'’ils le sont a la précision du calcul. Cependant, des ré-
sultats tels que le théoreme de Liouville (exercice 1.2) permettent de montrer que ce
sont effectivement des entiers.
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5.9. Léquation générique et le théoreme d’irréductibilité de Hilbert

Dans ce paragraphe, j'explique quelques faits concernant la variation du groupe de
Galois d'une équation polynomiale dépendant d'un parametre Les trois théoremes ci-
dessous constituent ce qu'on appelle en général le « théoréme d’irréductibilité de Hil-
bert».

Soit P un polyndéme unitaire a coefficients dans le corps Q(T) des fractions ration-
nelles. Supposons que P soit irréductible en tant que polynéme de Q(7)[X]. Nous al-
lons commencer par montrer que pour « beaucoup » de valeurs ¢ € Z, le polynéme
P(t,X) n’a pas de racine dans Q. Nous montrerons ensuite qu’en fait, pour « beau-
coup » d’entiers ¢, P(t,X) estirréductible. Rappelons (théoreme 5.8.5) qu’essentielle-
ment, le groupe de Galois sur Q du polynéme P(¢,X) est un sous-groupe du groupe de
Galois sur Q(T) dupolyndéme P(T, X).Le théoreme 5.9.7 affirme que pour «beaucoup »
d’entier ¢, ces groupes sont en fait égaux!

C’est un théoréme d’arithmétique, et non d’algebre, qui repose sur des propriétés
du corps Q. Il est évidemment faux si 'on remplace Q(T) par C(7) : il existe des po-
lyndémes irréductibles P € C(T)[X] de degré > 1. Cependant, comme C est algébri-
quement clos, pour tout ¢, le groupe de Galois du polynome P(¢,X) est réduit a {1}.
Le cceur des arguments arithmétiques se situe dans la démonstration de la propo-
sition 5.9.1, au moment précis ou la valeur absolue d'un entier non nul est minorée
par 1. Notez qu'une telle minoration était aussi le point crucial dans la démonstration
de la transcendance de e et 7 (théorémes 1.6.3 et 1.6.6). Cependant, les arguments qui
permettent de déduire de cette proposition les théoremes 5.9.4, 5.9.6 et 5.9.7 sont de
nature algébrique.

PROPOSITION 5.9.1. — Soit e un entier > 1 et soit ¢ = Y. a,u~"° une série de
n=-—ng

qui n'est pas un polynéme en u. (En d'autres termes, cette série a un co-
efficient a,, # 0, avec ou bien n >0, ou bien n non multiple de e.) On suppose que ¢(u)
converge pour |u| = By. Notons N(B) le nombre des entiers u € [By, B] tels que ¢p(u) € Z.
Alors, il existe a < 1 tel que N(B)/B% reste borné lorsque B — co.

Laurenten u~''¢

Dans la suite, nous utiliserons la notation grand-O et écrirons N(B) = O(B%) pour
dire que N(B)/B% est borné lorsque B tend vers I'infini.

Démonstration. — 1l suffit de traiter séparément les parties réelle et imaginaire de ¢ :
I'une au moins n’est pas un polynéme. On suppose ainsi que ¢ est a coefficients réels.
Remarquons que ¢ définit une fonction C* sur l'intervalle ]By,+oo[, ses dérivées
étant obtenues par dérivation terme a terme. On voit ainsi que pour m > ng/e, ¥
décroit vers 0 au voisinage de l'infini. Comme ¢ n’est pas un polynome, ¢! n’est
pas identiquement nulle. Lorsque u — oo, @™ (u) est alors équivalent a son terme
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de plus haut degré, qui est de la forme cu™ pour ¢ #0 et u> 0. Pour u assez grand,
disons u > By, onaainsi ¢;u* < | (w)| < couH.

Soit S 'ensemble des entiers > By tels que ¢(u) € Z. Considérons m + 1 éléménts
de S, uy<--- < uy, avec uy > B;, et introduisons le déterminant

1 1
U ... Um
p=| : )
wt oo Ul
pup) ... @(um)

C’est le déterminant d’'une matrice a coefficients entiers, donc D est entier. D’aprés le
lemme 5.9.3 ci-dessous, il existe un réel ¢ € ] ug, u;,[ tel que

1
_ (m)
D=—¢™ ) [ (wi—u)).
i>j
Comme uy > B, (p(m) () #0,donc D #0. Comme D est entier, |D| > 1, d’ou1la mino-

ration

m! m!
[Twi-up)>r——>

_5”,
i>j lom @)~ e

et, a fortiori,
|
1 2 m-
(U — Ug) ™2 > — .
&
Il existe ainsi des réels b > 0 et § > 0 tels que chaque fois que uy < --- < u,, sont des
éléments de S avec uy > B;, on ait

(5.9.2) Um > 1o+ buP.

Posons maintenant @ = 1/(1+ ) et découponsl'intervalle [By, B] en [By, B*]u[B%, B].
Lintervalle [By, B*] contient au plus B% éléments de S. Pour B assez grand,
BY > B; et la minoration (5.9.2) implique que lintervalle [B% B] contient
au plus (m/b)B'™%F = (m/b)B* éléments de S. En définitive, pour B > B¢,

N(B) < (14+ m/b)B%, ainsi qu'il fallait démontrer. O
LEMME 5.9.3. — Soit I un intervalle de R, f: I — R une fonction de classe C" et
Xo, ..., X des éléments de 1. Alors, il existe ¢ € I tel que
1 1
Xo ... Xp
. C @)
b= [ - xp).
x(l)’l—l -1 n: i>j
fxo) ... f(xn)
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Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas ot les x; sont tous distincts. Considérons
Xp comme un parametre et notons D(xy) le déterminant ci-dessus. Si A € R, soit

n
F4: I — R la fonction définie par Fa(x) = D(x) — A [] (x — x;). La fonction F4 s’annule
i=1
en Xxi,..., X, ; choisissons A pour qu’elle s’annule aussi en xj.
D’apres le lemme de Rolle, sa dérivée s’annule alors n fois sur I, puis sa dérivée
seconde n —1 fois, etc. Enfin, il existe au moins un réel ¢ € I tel que Fﬁxn) (&) = 0. De

plus,

0 1 1
X0 Xn
FP@©=D"@&)-Anl=| : L |- An!
0 x1 x1
FO@ fx) ... fl)
1 1
X ... X
-l " - A,
xln.‘1 x,’}"l
(n)
d’ ou A:(—l)”w [T (xi—x) et
n! s>

n (n)
D(xo) = A ] (xo - xi) = ! ‘(6) [ TG —xp.

i=1 LN

Le lemme est donc démontré. O

THEOREME 5.9.4. — Soit P un polynéme unitaire de Q(T)[X]. Soit N(B) le cardinal
de l'ensemble des entiers t € [0, B] tel que P(t,X) a une racine dans Q. Si P n'a pas de
racine dans Q(T), il existe a < 1 tel que, lorsque B tend vers l'infini, N(B) = O(B%).

LEMME 5.9.5. — Soit n le degré de P. Il existe un entier e > 1 et n séries de Laurent
X1,...,Xn a coefficients complexes, de rayon de convergence non nul, tels que pour tout
nombre complexe t de module assez grand, les n racines complexes de P(t°,X) soient
les xj(1/1), pour 1< j< n.

Démonstration. — Puisque nous cherchons les racines de P(t¢,X) pour ¢ grand,
faisons d’abord le changement de variable ¢ = 1/u. Soit R un dénomina-
teur commun des coefficients du polynéme P(1/U,X) € Q(U)[X], de sorte que
R()P(1/U,X) € Q[U, X]. En multipliant ce polynéme par R(U)" !, on boit qu'il existe
un polynéme Q € [U, Y], unitaire et de degré n par rapport a la variable Y/, tel que
P(1/U,X)R(U)" = Q(U,R(U)X). D’'apres le théoreme de Puiseux (théoréeme 2.6.1), il
existe un entier e > 1 et des séries entieres yj,...,y, de rayon de convergence non
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nul telles que, pour |u| petit, les racines du polyndme Q(u®,Y) soient les y;(u), pour
1< j< n.Posons x;j(u) = R(u)"°y;(u). En développant R(u)”° en série de Laurent au
voisinage de u = 0, on voit que les x; sont des séries de Laurent qui convergent pour
|u| petit, mais u # 0. Effectuons de nouveau le changement de variabless t = 1/u ; les
x;(1/t) sont les racines de P(t¢ X), pourvu que |¢| soit assez grand. O

Démonstration du théoreme 5.9.4. — Soit D € Z[T] un dénominateur commun
des coefficients de P, de sorte que P(T,X)D(T) € Z[T,X]. 1l existe un polynéme
Q € Z[T, X], unitaire et de degré n en X tel que P(T,X)D(T)" = Q(T,D(T)X). Le poly-
noéme Q n’a pas de racine dans Q(T) (si R(T) était une telle racine, alors R(T)/D(T)
serait une racine de P dans Q(T)). De méme, si D(¢) #0, le polynébme P(t,X) € Z[X] a
une racine dans Q si et seulement si le polynome Q(¢, X) a une racine dans Q. Il suffit
donc de démontrer le théoréme pout le polynome Q ce qui nous permet de suposer
que P e Z[T, X].Alors, pour tout t € Z, le polynéme P(t,X) est unitaire et a coefficients
entiers. D’apres |'exercice 1.5, ses racines dans Q ne peuvent étre que des entiers.
Notons xi,..., X, les séries fournies par le lemme 5.9.5. Comme P n’a pas de racine
dans Q(T), aucune de ces séries n'est un polyndéme. Il suffit maintenant d’appliquer a
chacune d’entre elles la proposition 5.9.1 et d’ajouter les majorations obtenues, d’ou la
majoration requise pour N(B). O

THEOREME 5.9.6. — Soit P € Q(T)X] un polynome unitaire a coefficients dans Q(X),
irréductible. Soit N(B) le cardinal de I'ensemble des t € [0, Bl N Z tels que t soit un péle
d'un coefficient de P, ou bien tels que P(t,X) soit réductible dans Q[X]. Alors, il existe
a <1 tel que N(B) = O(B%).

Démonstration. — Comme dans la démonstration du théoreme précédent, on sup-
pose que PeZ[T, X]. Soit x,...,x, les séries données par le lemme 5.9.5. Si ¢ est assez
grand, tout facteur unitaire de P(t,X) est de la forme
Pi(n) = [[(X - x (7,
iel

ou [ est une partie de {1,..., n}. Il suffit ainsi de montrer que, si I # @ et [ #1{1,...,n},
I’ensemble des ¢ € [0, B] N Z tels que P;(t) appartient a Z[X] est de cardinal O(B%). Or,
le polynome P; peut-étre considéré comme polyndéme a coefficients dans le corps K
des séries de Laurent convergentes en T-1¢ et c’est un facteur de P dans ce corps.
Comme P estirréductible dans Q[7, X], le polynome P; n’appartient pas a Q(7)[X] et
au moins un de ses coefficients, disons ¢j, n'est pas un polynéme en 7. La proposi-
tion 5.9.1 implique alors que I'’ensemble des ¢ € [0, BN Z tels que () est entier est
de cardinal O(B%) pour un certain a < 1. Le théoreme est donc démontré. O

Plus généralement, le théoréme suivant affirme que le groupe de Galois sur Q du
polynéme P(¢,X), avec t € Z, coincide tres souvent avec le groupe de Galois sur Q(T)
du du polynéme P(T, X).
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THEOREME 5.9.7. — Soit P € Q(T)[X] un polynome unitaire a coefficients dans Q(T).
Soit G son groupe de Galois sur Q(T). Soit N(B) le cardinal de l'ensemble
des t € [0,B] nZ tels que, ou bien t est un pole de P(T,X), ou bien le groupe de
Galois du polynome P(t,X) sur Q soit un sous-groupe strict de G. Alors, il existe a < 1
tel que N(B) = O(BY).

Démonstration. — Comme dans la démonstration du théoréme 5.9.6, on suppose que
les coefficients de P sont des polynémes en T. Notons n le degré de P en la va-
riable X. Soit Q(T) — K une extension de décomposition du polynéme P et soit x € K
un élément primitif. Si N = cardG, alors N =[K:Q(T)] et N est aussi le degré du poly-
néme minimal Q de x sur Q(T). A priori, Q est un polynéme de Q(T)[X]. Cependant,
si D € Q[T] est un dénominateur commun des coefficients de Q, le polyndme mini-
mal de Dx est égal au polynome D(T)NQ(T, D(T)~'X) donc appartient a Q[T, X]. Cela
nous permet de supposer que Q € Q[T, X].

Sur Q(7), les polyndmes P et Q ontla méme extension de décomposition, donc one
le méme groupe de Galois, méme si en tant que groupes de permutations, ils ont l'air
distincts (ils n’agissent pas sur le méme ensemble).

D’apres le lemme suivant, il existe une partie finie S c Q tel que pour tout ¢ ¢ S,
les polynomes Q(z, X) et P(¢,X) sont séparables ont une extension de décomposition
commune K;. D’apres le théoréeme 5.8.5, le groupe de Galois Gal(K;/Q) peut étre
considéré comme un sous-groupe de Gal(K/Q(T)), donc [K;: Q] < [K: Q(T)] = N.
D’apres le théoreme 5.9.6 appliqué au polyndme Q, il existe @ < 1 tel que le nombre
des t € [0,BINZ tels que t ¢ S et Q(t,X) soit irréductible est un O(B%). Pour de
tels £, [K; : Q] > N, donc on a I'égalité [K; : Q] = N et Gal(K;/Q) est isomorphe
a Gal(K/Q(T)). O

LEMME 5.9.8. — Soit P € Q(T)[X] un polynome unitaire en X, soit Q(T) — K une ex-
tension de décomposition de P. Soit y € K un élément primitif de polynéme minimal
Qe Q(T)[X]. Il existe une partie finie X < Q tel que pour tout t ¢ Z, les polynémes Q(t, X)
et P(t,X) sont séparables ont une extension de décomposition commune.

Démonstration. — Notons xi,..., X, les racines de P dans K. Il existe des polyndmes
A; € Q(T)[Y] tels que pour tout i, x; = A;(y), soit encore

n
P(T,X) = | [(X—Ai(T, ).
i=1
Remplagant y par une indéterminée Y, cela implique que Q(7,Y) divise les coeffi-
cients du polynéme

P(T,X)- [[(X = AT, V)
i=1
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car ces coefficients s’annulent en Y = y et Q est le polyndme minimal de y. Il existe
ainsi un polynome R e Q(T)[X, Y] tel que
n
(5.9.9) P(TX) = H(X—Ai(T, Y)+R(T,Y)Q(T,Y).
i=1

De méme, il existe un polynéme B e Q(T)[X;,...,X,] telque y = Q(T, xy,..., x,) . Pour
la méme raison, Q(T7,Y) divise les coefficients du polynome Y —B(T, A; (Y), ..., An(Y)),
si bien qu'’il existe un polynéme S e Q(T)[Y] tel que

(5.9.10) Y=B(T, A (T,Y),...,An(T,Y))+ S(T,Y)Q(T,Y).

Enfin, le polynome Q est scindé dans K, donc il existe des polynémes C; € Q(T)[Y]

tels que I'on ait
N
QUT,X) = [[(X=Ci(T, y).

i=1
Comme précédemment, il en résulte I'existence d'un polynéme U € Q(T)[X, Y] tel que

N
(5.9.11) Q(T,X) = [[(X - Ci(T, Y)) + U(T, X, )Q(T, Y).
i=1
Les coefficients des polynémes PBQ,A;,..., A, B,Cy,...,Cn,R,S appartiennent
a Q(T). Soit X 'ensemble des ¢ € Q tels que ou bien ¢ soit un pdle de I'un de ces
coefficients, ou bien le discriminant de P s’annule en ¢, ou bien celui de Q s’annule
en t. Par définition, pour tout ¢ ¢ Z, les polynémes P(¢,X) et Q(¢,X) sont séparables
et les relations précédentes restent vraies une fois évaluéesen T = t.
Soit £ € Q\ Z. Pour démontrer le lemme, il suffit maintenant de montrer que le poly-
noéme P(t,X) est scindé dans toute extension ot Q(t,X) l'est, et réciproquement.
Soit ainsi L une extension de Q dans laquelle Q(¢,X) ait une racine 7n. Pour i €

n
{1,...,n}, posons &; = A;(t,n). La relation (5.9.9) montre que P(t,X) = [] (X—-¢&;), donc
i=1

P(t,X) estscindé dans L.

Réciproquement, soit L une extension de Q dans laquelle le polynéme P(t,X) est
scindé. Notons ses racines ¢1,...,¢& 5. Soit 77 une racine de Q(¢,X) dans une extension L’
de L. Les racines de P dans L' sont données par les A;(¢,1), pour 1 < i < n, donc il
existe une permutation o € G, tells que A;(¢,1) = {s(;) pour tout i. Larelation (5.9.10)
entraine que

n=B(,{e1)s--»Sam)-
Par suite, n € L et Q(¢,X) a une racine dans L. Alors, la relation (5.9.11) entraine que

N
Q(t,X) = [ X—C;(t,m) estscindé dans L. O
1

1=
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Exercices

Exercice 5.1. — a) Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G tel que (G: H) =2.
Montrer que H est distingué dans G.
b) Quellieny a-t-il avec le lemme 5.1.3?

¢) Plus généralement, si (G : H) est égal au plus petit facteur premier de G, montrer que H
est distingué dans G.

Exercice 5.2. — Soit K c E et K c F deux extensions finies de degrés premiers entre eux,
contenues dans une extension Q de K. Montrerque ENF =K etque [EF: K] =[E:K][F:K].

Exercice 5.3. — Soit a et § deuxracines distinctes dans C du polynéme X3-2. Soit E = Q(a),
F=Q(pB).

a) Montrer que I'extension composée EF est I'extension de décomposition du polynéme
X3 -2 sur Q.

b) Montrer que ENnF =Q, bien que [EF: Q] # [F: Q] [E: Q]. (Cela montre que I'hypotheése du
corollaire 5.3.3 imposant que I'une des extensions est galoisienne ne peut pas étre supprimée.)

Exercice 5.4. — Cet exercice est la suite de I’exercice 1.13. On y avait montré que les deux ra-
cines réelles du polynome P = X* — X — 1 ne sont pas toutes deux constructibles a la régle et au
compas.

a) Montrer qu’en fait aucune racine de P n’est constructible a la regle et au compas.

b) Quel est le groupe de Galois de 'extension engendrée par les racines de P ?

Exercice 5.5. — Soit p un nombre premier, P € Q[X] un polyndéme irréductible de degré p
ayant 2 racines complexes conjuguées, x;, X, et p—2 racines réelles, x3, ..., X,. On note K =
Q(x1,...,Xp) le corps engendré par les racines de P dans C et on identifie Gal(K/Q) a un sous-
groupe de G,,.

a) Montrer que la permutation 7 = (12) appartient a Gal(K/Q). (Penser ala conjugaison com-
plexe.)

b) Montrer que Gal(K/Q) contient un p-cycle o.

c) Montrer que o et T engendrent &,,. En déduire que Gal(K/Q) =&,,.

d) Application: P = X°—6X +3. (Pour l'irréductibilité de P, utiliser I'exercice 1.10.)

Exercice 5.6 (Extensions d’Artin-Schreier). — Soit p un nombre premier. Soit K un corps de
caractéristique p et a un élément de K. On suppose que le polynéme P = X? — X — a n'a pas
de racine dans K. Soit K c L une extension de décomposition de P.

a) Si x estune racine de P dans L, montrer que les autres racinesde P sont x=x+1, x+2,
o X+p-—1.

b) Montrer que P estirréductible dans K[X]. (Si Q est un diviseur de P de degré d, considé-
rer le terme de degré d—1 de Q.)

¢) (Autre démonstration de l'irréductibilité de P.) Si x+ u (pour 1 < u < p) est une autre
racine du polynéme minimal de x sur K, montrer qu’il existe o € Gal(L/K) telque o (x) = x+u.
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En déduire qu'il existe o € Gal(L/K) tel que o(x) = x+1 et que toutes les racines de P sont des
conguguées de x. Conclure.

d) Montrer que L= K[x] et que le groupe de Galois de L/K estisomorphe a Z/pZ.

Exercice 5.7 (Extensions cycliques de degré p en caractéristique p)
Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soit L une extension finie de K, galoisienne de
groupe de Galois Z/ pZ. Soit o un générateur de Gal(L/K).
p-1 .
a) Montrer qu’il existe x € L telque ) o'(x)=1.
i=0
p-1

Onposealors a= Y. ic'(x).
i=o

b) Calculer o(a). En déduire que a ¢ K mais que a = a” — a appartienta K.

¢) Montrer alors que L= K[a] et que X” — X — a est le polynd6me minimal de a sur K.

Exercice 5.8. — Dans cet exercice, nous allons déterminer a I’aide de la réduction modulo des
nombres premiers le groupe de Galois sur Q du polynéme P=X"-X -1,

a) Montrer que P n’a pas de racine dans le corps fini Fg. En déduire qu'il est irréductible en
tant que polynéme de F,[X].

b) Montrer que les seules racines de P dans Fy sont les racines du polynome X2+ X —1 et
qu’elles sont simples. En conclure que sur F3, P se scinde en le produit de deux polyndmes
irréductibles de degrés 2 et 5.

¢) Montrer que le groupe de Galois de P sur le corps des nombres rationnels contient un 7-
cycle et une transposition. En déduire que c’est le groupe symétrique S;.

Remarque. —

En fait, pour tout entier n, le groupe de Galois sur Q du polynéme X" — X —1 est égal
a G,,. Pour de petites valeurs de n, vous pouvez tenter de le prouver par des méthodes
analogues. Si les calculs sont trop difficiles, n'hésitez pas a utiliser des programmes de calcul
formel, ils savent factoriser des polyn6mes modulo des nombres premiers. Par exemple,
la réponse a la premiere question est obtenue en moins d'une milliseconde en entrant
factormod(x~7-x-1,2) dans PARI/GP, ou Factor (x~7-x-1) mod 2 dans MAPLE.

Exercice 5.9 (Une autre démonstration du théoréme 5.4.2). — Soit K c L une extension fi-
nie de degré n > 2. Supposons qu’elle soit galoisienne et que son groupe de Galois est engendré
par un élément o € Gal(L/K). Supposons de plus que card 2, (K) = n.

a) Montrer que o: L — L est un morphisme de K-espaces vectoriels et que ses valeurs
propres sont des racines n-iémes de 'unité.

b) Montrer que L est la somme directe des espaces propres L; = {x € L; o(x) = {x}, pour
(e u,(K).

c) Si y € L; \ {0}, montrer que 'application x — x/y est une application K -linéaire injective
L( - Ll .

d) Montrer que L, = K et en déduire que dimL; = 1 pour tout { € u,(K). En particulier, si {
est une racine primitive n-iéme de I'unité, il existe x € L* tel que o(x) ={x.
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Exercice 5.10. — Soit K c E une extension cyclique, extension de décomposition d'un poly-
noéme irréductible de degré n. On suppose que card i, (K) = n; on fixe une racine primitive
n-ieme de 'unité dans K. Soit aussi ¢ un générateur de Gal(E/K). On note xi,Xy,..., X, les
racines de P dans E.

Si0< j<n,onpose

aj=x+{o(x)++ " Ve V().

a) Montrer que «, € K. Montrer que pour tout j € {1;...;n—1}, a;? appartienta K.
b) Montrer que E est engendrée parles a;;.

¢) Si n est premier, en déduire qu’il existe j € {1;...;n—1} telque E=K(¢ (x;.’).

Exercice 5.11. — Soit K un corps et considérons le polyndéme P = X" —a, ot a € K*. Suppo-
sons de plus que 7n ne soit pas multiple de la caractéristique de K, de sorte que P est séparable.

a) Soit L une extension de décomposition de K. Montrer que L contient une racine primitive
n-ieme de I'unité, {. Posons K; = K({) et u, = u,(Ky).
b) Si m € Z est premier a n, montrer que I'application ©— u™ estun automorphisme de y,, .

Inversement, montrer que tout automorphisme de y, est de cette forme. En déduire un iso-
morphisme de groupes (Z/nZ)* = Aut(u,,).

¢) Montrer que les extensions K c Kj et K; < L sont galoisiennes et identifier leurs groupes
de Galois a des sous-groupes A de (Z/nZ)* et B de p, . (Fixer x € L tel que x" = a et considérer
I'action de Gal(L/K) sur x et {.)

d) Montrer que I'isomorphisme de la question b) se restreint en un morphisme de groupes
¢: A— Aut(B) et démontrer que Gal(L/K) estisomorphe au produit semi-direct A, B.

e) On suppose de plus que [Kj : K] est premier a n et que P est irréductible dans K[X].
Montrer que P est encore irréductible dans K;[X] et que B = u,,.

f) Application numérique: K = Q and P = X" —2. Montrer que Gal(L/K) est d’ordre 42 et qu'il
est isomorphe au groupe des permutations de Z/7Z de la forme n— an+ b pour ac (Z/72)*
et beZ/7Z.

Exercice 5.12. — Cet exercice propose une démonstration via la théorie de Galois du théo-
reme fondamental de l'algebre.

Soit R c K une extension galoisienne du corps des nombres réels qui contient le corps des
nombres complexes C. Soit G = Gal(K/R) soit P un 2-sous-groupe de Sylow de G. On pose
cardP =2".

a) En utilisant le fait que R n’a pas d’extension finie de degré impair, montrer que G = P.

b) Soit P; = Gal(K/C). D’apres le lemme 5.1.3, il existe une suite de sous-groupes
{I}ZPHC'”CPZCPICP

telle que (Pj; : P;) =2 pour tout j.On pose K; = K¥i. Montrer que I'extension K; K, est
une extension quadratique. En utilisant que tout nombre complexe est un carré, montrer que
n=1,donc que K=C.
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Exercice 5.13. — Dans cet exercice, on va démontrer le théoreme 5.1.1 sans aucune théorie
des groupes, en utilisant a la place des idées utilisées dans la deuxieéme démonstration du théo-
reme fondamental de I'algébre.

Soit z un nombre algébrique, et supposons que le degré de I'extension de Q engendré par
ses conjugués zi,...,z4 SOit une puissance de 2.

Remarquer que d est une puissance de 2. Par récurrence sur d, montrer comme suit que z
est constructible.

a) Fixons c € Q et posons z; ;. = z; + zj + ¢z;zj et Q. = [[ (X - z; ;). Montrer que Q. est un
i<j

polyndme a coefficients rationnels et que les degrés de ses facteurs irréductibles dans Q[X]

sont des puissances de 2. Montrer que I'un au moins de ces degrés divise d/2. En déduire qu’il

existe i < j tels que z; + z; + cz;z; soit constructible.

b) Montrer qu'il existe i et j tels que z; +z; et z;z; soient constructible. En déduire que z; et
zj sont constructibles.

¢) Montrer que z est constructible.

Exercice 5.14. — Soit n un entier, n > 5. Soit K < L une extension galoisienne finie de
groupes de Galois G,,.

a) Montrer qu’il existe une seule extension quadratique K < Kj, avec K; < L. Quel est le
groupe de Galois de I'extension K; c L ? (Utiliser I'exercice 4.17.)

b) Montrer que le degré de tout élément de L\ K; est au moins 7.

Exercice 5.15. — Soit K un corps et soit ¢: K — kU {oo} une place de K. Rappelons que I'an-
neau de valuation de ¢ est défini comme I'ensemble A= {x € K; ¢(x) # oo}.

a) Montrer que pour tout x € K*, ou bien x, ou bien 1/x appartient 3 A (c’est la définition
générale d'un anneau de valuation).

b) Soit m = (,0‘1(0). Montrer que m est un idéal de A et qu’'un élément a € A est inversible
dans A sietseulementsi ag m.

¢) En déduire que m est 'unique idéal maximal de A, que A/m est un corps et que ¢ induit
un homomorphisme de corps A/m — k.

d) Dans les deux exemples du texte (exemple 5.8.2), montrer que I'idéal m est engendré par
un élément 7. Montrer de plus que tout idéal de A est engendré par une puissance de 7. (In
fait, on peut poser 7 = p dans le cas a) et 7 = X—a dans le cas b).) En particulier, dans ces deux
cas, 'anneau A est un anneau principal.

Exercice 5.16. — Soit K un corps et soit A un sous-anneau de K Fixons une cloture algé-
brique Q de K. On dit qu'un élément x € Q est entier sur A s’il existe un polynéme unitaire
Pe A[X] tel que P(x) =0.

a) Soit x et y des éléments de Q2 qui sont entiers sur A. Soit P et Q € A[X] des polynémes
unitaires tels que P(x) = Q(y) = 0. On écrit

P=[]X-x) et Q=[]X-y)
i=1

j=1
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ou les x; etles y; sont des éléments de 2. Montrer que les coefficients du polynome R =
[1(X - x; — y;) appartiennent a A. (Ecrire R = [TQ(X — x;) et utiliser le théoréme sur les poly-
ij i

nomes symétriques.) En déduire que x+ y est entier sur A. Prouver de méme que xy est entier
sur A.

b) Montrer que 'ensemble des éléments de Q qui sont entiers sur A est un sous-anneau
de Q.

¢) On suppose que A est un anneau de valuation. Montrer qu'un élément de K est entier
sur A si et seulement s’il appartient a A. (“Un anneau de valuation est intégralement clos.”)

d) Soit P et Q deux polynémes unitaires de K[X].On suppose que P € A[X] et que Q divise P
dans K[X]. Montrer que les coefficients de Q sont entiers sur A.

e) (suite) Si A estun anneau de valuation, en déduire que Q € A[X]. (“Lemme de Gauss pour
les anneaux de valuation.”)






6

Equations différentielles

Dans ce chapitre, je montre comment certains aspects de la théorie des équa-
tions différentielles linéaires a coefficients, disons polynomiaux, peuvent étre
algébrisés. Il y a méme une « théorie de Galois des équations différentielles »
dont jexpliquerai quelques idées. Je termine par un théoreme dii a J. Liouville
qui contient le fait que la primitive de la fonction e na pas d’expression al-
gébrique élémentaire.

6.1. Corps différentiels

DEFINITION 6.1.1. — Soit A un anneau. Une déri-
vation sur A est un homomorphisme de groupes abé-
liens D: A — A qui vérifie la formule de Leibniz :
pour tous a et b dans A,

e R %
1Z 1646-1716 DEUFSCHLAND ¢

D(ab) = aD(b) + bD(a).

anadedaad

Un anneau différentiel est la donnée d'un anneau A et d’'une dérivation de A. Quand
l'anneau est un corps, on parle plutot de corps différentiel. On note souvent D(a) = a’,
D(D(a)) = a”, et si n >0 estentier, D"(a) = a"™.

Exemples 6.1.2 (Exemples d’anneaux différentiels). — ) L'anneau des fonctions
C* sur un intervalle I de R a valeurs, disons complexes, muni de la dérivation usuelle
des fonctions : D(f) estla dérivée de f.

b) Si X est une variété différentielle, une dérivation sur I'anneau des fonctions C*°
sur X est aussi appelée un champ de vecteurs sur X.

¢) Lanneau des fonctions analytiques réelles sur un intervalle ouvert de R, muni de
la dérivation usuelle.

d) L'anneau des fonctions holomorphes sur un ouvert Q de C, muni de la dérivation
f=1r.

e) Lanneau k[T] des polyndmes en une indéterminée sur un corps k muni de la
dérivation formelle P— P'.
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f) (exemple idiot) N'importe quel anneau A avec la dérivation nulle D =0.

Exemples 6.1.3 (Exemples de corps différentiels). — a) Le corps k(T) des frac-
tions rationnelles en une indéterminée sur un corps k, muni de la dérivation formelle
des fractions rationnelles P — P’.

b) Le corps des fonctions méromorphes sur un ouvert connexe de C, muni de la
dérivation usuelle.

Dans un anneau (ou un corps) différentiel, on a les relations familieres suivantes :

LEMME 6.1.4. — Soit (A, D) est un anneau différentiel, soit a, b des éléments de A.
a) D1)=0;
b) pour toutentier n>1, D(a™) = na 'D(a) ;

1, D"(ab) = ¥ (1)D*(@D™ k() ;

VoWV

C) pour tout entier n

d) si b est inversible, D(alb) = (bD(a) — aD(b))/b*. En particulier, D(1/b) =
—D(b)/ b>.

Démonstration. —  a) Appliquons la dérivation D aux deux membres de 'égalité
1x1=1.0nobtient 1D(1)+D(1)1 = D(1),d’ou D(1) = 0. Plus généralement, D(n-1) =0
pour tout neZ.

b) Montrons cette relation par récurrence sur n. Elle est vraie pour n = 1. Si elle
vaut pour n, alors

D@ =D(ax a™ = aD(a") + a"D(a)
=a(na” D) +a"D(a) = (n+1)a"D(a)

d’ou la formule pour n+1.
¢) Montrons cette formule par récurrence sur 7. Elle vaut pour n =1, et si elle vaut
pour n, alors

D"*!(ab) = D(D"(ab)) = D(Z (Z)D’“(a)D”"‘(b))
k=0

I
M=

Z)D(Dk(a)D”‘k(b))

T
o

n
k

[l
M=

) (Dk+1(a)Dn—k(b) +Dk(a)Dn+1—k(b))

k=0

n+1 n n (n
i1 \k—1 i=o\k
n+l

k=0 k
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n+1 n n
= —+ ,
vraiepour n>1et k> 1.

d) 1l suffit de dériver la relation b(a/b) = a ; on obtient

d’apres la formule classique

D(b);—; +bD(alb) = D(a),

d’ou b .
D(a) a D(a) — aD(b)
D(alb)= ———-D(b)— = ,
(alb) b (b) 2 2
ainsi qu'il fallait démontrer. La derniére relation découle du fait que D(1) =0. O

Un élément d’'un anneau différentiel est dit constant si sa dérivée est nulle.

PROPOSITION 6.1.5. — Soit (A, D) un anneau différentiel. Lensemble des a € A tels que
D(a) = 0 est un sous-anneau de A. Si (K, D) est un corps différentiel, l'ensemble des
a€ K tels que D(a) =0 est un sous-corps de K ; on l'appelle corps des constantes.

Démonstration. — Si a et b vérifient D(a) = D(b) =0,ona D(a+b) =D(a)+D(b) =0
et D(ab) = aD(b) + bD(a) = 0. On a vu que D(1) = 0. Ainsi, '’ensemble des a € A tels
que D(a) = 0 est un sous-anneau de A. Si a € A est inversible et vérifie D(a) =0, le
lemme précédent montre que D(1/a) = 0, donc 1/a est constant. En particulier, si
(K, D) 'ensemble des éléments x € K tels que D(x) =0 est un sous-corps de K. O

On note souvent AP, resp. KP, I’ensemble des constantes d'un anneau différen-
tiel (A, D), resp. d'un corps différentiel (K, D). Dans tous les exemples d’anneaux de
fonctions donnés plus haut, les constantes sont les fonctions (localement) constantes.
Pour les polyndmes en caractéristique p, il se passe quelque chose d’amusant.

PROPOSITION 6.1.6. — Soit k un corps. On pose A= k[T] et K = k(T) et on les munit
de la dérivation usuelle. Si k est de caractéristique 0, AP = KP = k. Si k est de caracté-
ristique p, AP = k[TP] et KP = k(TP).

N N

Démonstration. — Si P= Y. a,T", P'= Y na,T""!.Supposons P’ =0, c'est-a-dire
n=0 n=0

na, = 0 pour tout n. Si k est de caractéristique nulle, cela entraine P = ay. Si k est

de caractéristique p, cela implique seulement que a, =0 si n n’est pas multiple de p,
d’out P € k[TP]. Lautre inclusion est évidente.

Passons aux fractions rationnelles et soit R une fraction rationnelle telle que R’ = 0.
Ecrivons R = A/B ol A et B sont deux polynémes, B étant non nul et de degré mi-
nimal. On a alors BR = A, d’oli, en dérivant, B'R = A’. Le degré de B’ est stricte-
ment inférieur a celui de B, donc I'hypothese de minimalité entraine que B’ =0, d’out
A'=B'R=0.Si k est de caractéristique 0, A et B sont des polynémes constants. Si k
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est de caractéristique p, A et B sont des polynomes en T7, donc R € k(T?). Récipro-
quement, une telle fraction rationnelle est de dérivée nulle, cqfd. O

6.2. Extensions différentielles. Construction de dérivations

DEFINITION 6.2.1. — Un homomorphisme d'anneaux différentiels f: (A,Dy) —
(B,Dp) est un homomorphisme danneaux f: A — B tel que pour tout a € A,

f(Da(a)) = Dp(f(a)).
Si A et B sont des corps, on parle d’extension de corps différentiels ou d’extension
différentielle.

Quand il ne peut y avoir de confusion sur '’homomorphisme d’anneaux f: A — B,
on dit aussi que Dp étend Dy.

LEMME 6.2.2. — Soit f: (A,Ds) — (B,Dp) un homomorphisme d’anneaux différen-
tiels. Le noyau de f est stable par Dy .

En effet, si ae A esttel que f(a) =0,ona f(Da(a)) = Dp(f(a)) = Dp(0) = 0. On dit
que Ker f est un idéal différentiel.

Inversement, soit I un idéal différentiel d'un anneau différentiel (A, D,4) et mon-
trons comment munir 'anneau quotient B = A/I d’une structure d’anneau différentiel
telle que 'homomorphisme canonique 7: A — B soit un homomorphisme d’anneaux
différentiels. Par définition, '’homomorphisme de groupes abéliens

moDy: A— B

est nul sur I. Comme I est un sous-groupe de A et que A est abélien, il existe un
unique homomorphisme de groupes abéliens Dgp: B — B tel que Dp(m(x)) = m(Da(x))
pour tout x € A. Montrons que Dp est une dérivation. Soit a et b deux éléments de B.
Soit x et y dans A tels que a=n(x) et b=7n(y). Alors,

Dg(ab) = Dg(m(x)7(y)) = Dp(n(xy))
= (Dy(xy)) par définition de Dp
= 1(yDa(x) + xD(y)) car Dy est une dérivation
= (Y)n(Da(x)) + 1 (x)7(Da(y))
car 7 est un homomorphisme d’anneaux
= n(y)Dp(m(x)) + 7(x) Dp(7(y))
= bDg(a)+ aDg(b).
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THEOREME 6.2.3. — Soit (A, D4) un anneau et soit I un idéal différentiel de A. Il existe
alors une unique dérivation de Al I telle 'Thomomorphisme canonique A — A/l soit un
homomorphisme d'anneaux différentiels.

PROPOSITION 6.2.4. — Soit (A, D) un anneau différentiel intégre et soit K son corps des
fractions. Il existe une unique dérivation sur K qui coincide avec D sur A.

Ainsi, K a une structure de corps différentiel canonique.

Démonstration. — Vu les formules du paragraphe 6.1, on doit nécessairement poser,
si x € K estle quotient a/b de deux éléments de A,
D(a)b— aD(b)

b? '
Il faut vérifier que cette formule ne dépend pas du choix de la fraction a/b et qu’elle
définit une dérivation de K.Si r€ A\{0},on a

D(at)(bt)— (at)D(bt) _ D(a)bt?*+ abtD(t) — at*D(b) — atbD(t)
(bt)2 B b2 2
_D(a)b—D(b)a
b2
donc les formules pour D(a/b) et D(at/bt) fournissent le méme résultat. Par suite,
les formules pour D(a/b) et D(ad/bd) donnent le méme résultat, de méme que les
formules pour D(c/d) et D(bc/bd). Comme ad = bc, les formules pour D(a/b) et
D(c/d) sont égales et 'application D: K — K est bien définie.
Deplus,six=al/bet y=c/d,ona

ad+ bc 3 D(ad+ bc)bd — (ad + bc)D(bd)

D(x) =

Dix+y)=D
Gy =D ) R
D(ad)bd—adD(bd) _D(bc)bd—beD(bd)
= +
2 e

d b
= D(%) +D(b_;!) = D(alb) + D(c/d) = D(x) + D().

Ainsi, D est un homomorphisme de groupes abéliens. D’autre part,
ac, D(ac)bd—-acD(bd)

iy =Dl5,) P
abdD(c)+ bcdD(a)—acdD(b) —abcD(d)
- b2 d2
B bcdD(a) —acdD(b) abdD(c)—abcD(d)
- 2 * P
bD(a) —aD(b) cd dD(c)—cD(d) ab
= R— + _—
b? d? d? b?
45 4Dp(5)2 =pwy+Dyx
plat Ny T YT R

:D(
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ce qui prouve que D est une dérivation. O

Apres les anneaux quotients et le corps des fractions, expliquons comment
construire les dérivations d'un anneau de polyndmes.

THEOREME 6.2.5. — Soit (A, D) un anneau différentiel et soit B = A[T] l'anneau des
polynémes en une indéterminée sur A. Pour tout b € B, il existe une unique dérivation
Dy, de B telle que Dy(T) = b et telle que 'homomorphisme canonique A — A[T] soit un
homomorphisme d’anneaux différentiels.

n
Démonstration. — Soit P= Y. a; T* un élément de B. Si Dg est une dérivation de B
k=0
qui étend D, on a

n

Dp(P)= Y Dp(ayT") = Y (D(ap) T* + a1 Dp(T"))

k=0 k=0
n n
=Y D@ T+ (Y kar T ") Dp(T)
k=0 k=0

= PP(T) + P'(T)Dg(T),

o1 PP désigne le polynéme de A[T] obtenu en appliquant D aux coefficients de P.
Cela montre qu'une telle dérivation est déterminée par I'image Dp(T) de T. Récipro-
quement, soit b € B et montrons que la formule

n n
Dp(P) = PP(1)+bP' (1) Y. D(a)T*+b Y kap TF!
k=0 k=0

définit une dérivation de B qui étend la dérivation de A. L'application Dp est évidem-

m
ment un morphisme de groupes abéliens.. Si Q= Y. b, T* est un polynome, on a

k=0
m+n
PQ= Z Cka, Cr = Z aib;
k=0 i+j=k
et
m+n n
Dg(PQ) = Y. D(c)T*+b Y kepTF!
k=0 k=0
m+n L. n L.
=Y Y (Da)bj+Db)a;)T* +bY Y (i+jab T
k=0 i+j=k k=0i+j=k
= Z Z D(a,‘)bjTH] + bz Z iaibjTH]_l
i=0j=0 i=0 j=0
+. Y Db)a; T +b). Y jaib; T
i=0j=0 i=0j=0

=Dg(P)Q+ Dp(Q)B,
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ce qu’'on voulait démontrer. O

Un dernier cas, tres important pour la suite, concerne les extensions algébriques
(séparables).

THEOREME 6.2.6. — Soit (K, D) un corps différentiel et soit L une extension algébrique
finie, séparable, de K . 1l existe alors une unique dérivation sur L qui étende D.

Démonstration. — La démonstration est une version algébrique abstraite du calcul de
la dérivée d'une fonction définie implicitement.

Soit x € L un élément primitif et notons P = X" + a,_; X! +--- + ay son polyndme
minimal, d’ott un isomorphisme L= K[X]/(P).Si Dy, est une dérivation de L qui étend
celle de K, on obtient en dérivant la relation P(x) =0 que

0=D(0) = Dr(P(x))

n n
=Y Dlapx*+ Y karx*'Dy(x)
k=0 k=0

= PP(x) + P'(x) Dy (x).

(On a noté PP le polyndme obtenu en appliquant D aux coefficients de P.) Comme P
est un polynéme séparable et deg P’ < degP, P'(x) # 0. Ainsi, on a nécessairement

Dy (x) = —PP(x)/ P (x)

et il y a au plus une dérivation sur L qui étend celle de K.

Pour montrer l'existence d’une telle dérivation D;, nous allons utiliser le théo-
reme 6.2.3. Nous devons montrer qu’il existe une dérivation de K[X] telle que I'idéal
(P) en soit un idéal différentiel. Si D est une dérivation de K[X], on vient de voir que

D) = PP+ P(X)D(X).

Comme P est séparable, P et P’ sont premiers entre eux et il existe des polynémes U
et V € K[X] tels que UP + VP' = 1. Alors, le choix D(X) = — VPP définit une dériva-
tion D sur K[X] telle que

DP)=PP-vPPP =1 -P V)PP =wWwPP)pP

C’est un multiple de P. Si 'anneau K[X] est muni de cette dérivation D, I'idéal (P)
est donc un idéal différentiel. Uanneau quotient K[X]/(P) hérite alors d'une structure
d’anneau différentiel, d’ol1 une structure de corps différentiel sur L. O
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6.3. Equations différentielles

Soit (K, D) un corps différentiel. Les équations différentielles qui nous intéressent
sont de la forme

D"(f)+ ay D" ' (f)+---+aof =0,

ol ay,...,a, € K, 'inconnue étant f. Autrement dit, on ne s’intéresse ici qu'aux équa-
tions différentielles linéaires et homogenes. Comme en analyse, nous dirons qu'une
telle équation est d’ordre n. En fait, on considere plutot des équations sous forme ma-
tricielle :

Y =AY, Ae M, (K)
d’inconnue un vecteur colonne Y (la dérivée d’'un vecteur colonne est définie en déri-

vant chaque coordonnée).
Le méme procédé qu’en analyse permet de passer d'une équation du premier type a

une équation du second : si 'on introduit le vecteur Y ='(f, f/,..., f"*"1), on a
Y/ :t(f/ f// . f(n))
= t(f’,f”, . .,f(n—l)’ _an_lf(n—l) e aOf)
0 1 0
- ' Y.
0 1
_ao _al cese —an_l

On pourrait aussi considérer des équations différentielles matricielles d’ordre supé-
rieur. Elles se rameénent au premier ordre par un procédé analogue.

THEOREME 6.3.1. — Soit (K, D) un corps différentiel, de corps des constantes C. Len-
semble des solutions dans K" d'une équation différentielle Y' = AY , oit A€ M,,(K), est
un C -espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a n.

Démonstration. — Comme la dérivation D: K — K est C-linéaire, 'application ¢ de
K" dans lui-méme qui a Y associe ¢@(Y) = Y'— AY est C-linéaire. Son noyau est donc
un C -espace vectoriel.

Montrons qu’il est de dimension inférieure ou égale a n. Il suffit ainsi de montrer
que n+1 éléments de V sont linéairement dépendants sur C. Comme ils sont évi-
demment linéairement indépendants sur K, il suffit, pour terminer la démonstration,
d’établir le lemme suivant. O

LEMME 6.3.2. — Soit (K,D) un corps différentiel, de corps des constantes C. Soit
Yi,..., Yy, des solutions d’une équation différentielle Y' = AY . Si elles sont linéairement
indépendantes sur C, elles le sont sur K.



6.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 147

Démonstration. — Démontrons ce lemme par récurrence sur m. Si m = 1, le résul-
tat est évident (I’hypothése et la conclusion signifient juste que Y; # 0). Supposons le
vrai pour (m—1). Par récurrence, on peut supposer que Yi,..., Y;;,—1 sontlinéairement
indépendantes sur K. Considérons alors une relation de dépendance linéaire non tri-
viale sur K, a;Y; +---+ a, Yy, = 0. Nécessairement, a,, # 0, ce qui permet de diviser
cette relation par a,,. Nous pouvons ainsi supposer a,, = 1. Dérivons cette relation de
dépendance linéaire. On obtient ainsi

/

(ai i+a Yl’) +e (a1 Ym-1+ am-1 Y}é’z—l) + len =0,

soit encore
(@YVi++d, Ym1)+A@Yi++amYm-1+Yy) =0
et donc
ﬂin +"'+a;,n_1Ym_l :0.
C’est une relation de dépendance linéaire sur K en Yi,..., Y;,—1. Par hypothese, elle est

triviale et @; =--- = a,,_, = 0. Autrement dit, ai, ..., a,—1 sont dans C et V3,...,Yy,

sont linéairement dépendantes sur C, contradiction. O

On dispose d’'un outil tres utile pour détecter 'indépendance linéaire sur C : le
wronskien.

DEFINITION 6.3.3. — Soit (K, D) un corps différentiel. On appelle wronskien de n élé-
ments fi,..., fn € K le déterminant

fi o . fa
fl fl fl
W(fi,..., f) =det| 2 !
fl(n'—l) fz(n—l) n(n'—l)
THEOREME 6.3.4. — Soit (K, D) un corps différentiel de corps des constantes C. Des élé-

ments fi,..., [n de K sont linéairement dépendants sur C si et seulement si leur wrons-
kien est nul.

Démonstration. — C’est une variante de la démonstration précédente. Si fi,..., f
sont linéairement dépendantes sur C, on voit immédiatement que les colonnes
du wronskien sont liées. Par suite, W(fi,...,f,) = 0. Montrons la réciproque par
récurrence sur n. Si n =1 le résultat est clair. Supposons alors que W(fj,..., ;) =0
Si W(f,..., fn) =0, on conclut par récurrence que f5,..., f, sont linéairement dépen-
dantes sur C. Supposons donc que W(f,..., fy) # 0. Puisque W(f,...,f,) =0, les
colonnes du wronskien sont liées par une relation de dépendance linéaire non triviale
a coefficients dans K, soit

(%) alﬂ(”+a2f2(”+~--+anfn(”:0, 0<j<n-1
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Comme W(f,..., fn) #0, a; # 0 et on peut supposer en divisant par a; que a; = 1.
Dérivons alors les relations (x ;) pour 0 < j < n—2, on obtient alors

(j+1) (j+1) §)) (J+1) )]
I @y v @ ) o+ anfy T+ al £, =0,

et donc
A+ rdfd =0, o0<j<n-2.
Si elles n’étaient pas triviales, ces relations impliqueraient que W(fs,..., f;) = 0. Ainsi,

aé =...=a), =0etles a; sont tous constants. Nous avons ainsi démontré que fi,..., fu
sont linéairement dépendantes sur C. O

6.4. Extensions de Picard-Vessiot

De méme que nous avons construit une extension de décomposition d’'un polynéme
qui est une extension minimale contenant les racines de ce polynéme, nous allons
construire une extension minimale d'un corps différentiel dans laquelle une équation
différentielle d’'ordre n admet n solutions linéairement indépendantes.

Désormais, tous les corps que nous considérons sont de caractéristique 0.

DEFINITION 6.4.1. — Soit (K, D) un corps différentiel. On suppose que le corps C des
constantes de K est algébriquement clos et de caractéristique 0.

Soit (E) : Y' = AY une équation différentielle linéaire homogene a coefficients dans K,
ot Ae My(K). On dit qu'une extension différentielle (L, D) de K est une extension de
Picard-Vessiot pour cette équation si

a) (E) admet une base de solutions (Y1,...,Y;) dans L ;
b) L estengendré par les coefficients Y;; de cette base;
c) lecorps des constantes de L est égal a C.

THEOREME 6.4.2. — Toute équation différentielle admet une extension de Picard-
Vessiot. Deux telles extensions sont isomorphes (en tant que corps différentiels).

La démonstration est assez compliquée et nous ne prouverons que 'existence d'une
extension de Picard-Vessiot.

Démonstration de Uexistence d'une extension de Picard-Vessiot
Comme une extension de Picard-Vessiot est engendrée par les coefficients des solu-
tions, on commence par considérer 'anneau

R:K[Yllr---rYnn]

des polynémes en n? indéterminées. Si G désigne la matrice des Y; j» munisons I'an-
neau A de la dérivation D: A — A définie par D(G) = AG. Nous avons ainsi rajouté
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les solutions de I’équation différentielle (E). Il nous faut maintenant tenir compte de la
condition que ces solutions sont linéairement indépendantes, condition qui s’écrit G
inversible, donc det(G) inversible. On introduit ainsi I'anneau S = R[T]/(1 — T det(G))
dans lequel T représente 'inverse de det(G). On veut étendre la dérivation D de R a
S. Pour cela, il faut définir D(T) de sorte que I'idéal (1 — T det(G)) soit un idéal diffé-
rentiel. Or, d’apres 'exercice 6.2, la dérivée de det(G) vaut

D(detG) = Tr(Com(G)G),

ou Com(G) désigne la comatrice de G (transposée de la matrice des cofacteurs).
Comme D(G) = AG, on a ainsi

D(detG) = Tr(Com(G) AG) = Tr(AG Com(G)) = Tr(Adet(G)) = Tr(A) det(G).
Il vient alors
D - Tdet(G)) = —D(T)det(G) + TTr(A) det(G) = —det(G)(D(T) — TTr(A)).

Autrement dit, I'idéal (1 — T det(G)) est un idéal différentiel dés que D(T) = TTr(A).
Supposons cette relation vérifiée. On en déduit ainsi une structure d’anneau différen-
tiel sur 'anneau quotient S = K[ Yy, ..., Yun, T1/(1 — T det(G)) telle que D(G) = AG.

On n’est pas encore au bout de nos peines car en général, I'anneau différentiel S
que nous avons construit a beaucoup trop d’éléments constants (voir 1'exercice 6.4).
Soit I un idéal différentiel de S, maximal parmi tous les idéaux différentiels de S dis-
tincts de S. (Une récurrence transfinie analogue a celle du théoreme 2.5.3 montre qu'’il
en existe.) Lanneau différentiel S/I n'a pas d’idéal différentiel a part 0 et lui-méme.
D’apres le lemme 6.4.3 ci-dessous il est inteégre et le corps des constantes de son corps
des fractions L est égal a C. Cela prouve que (L, D) est une extension de Picard-Vessiot
pour I'équation différentielle Y’ = AY . O

LEMME 6.4.3. — Soit (K, D) un corps différentiel de caractéristique 0 ; notons C son
corps des constantes. Soit (A, D) une extension différentielle de (K, D). On suppose que A
n'a pas d’idéal différentiel autre que (0) et lui-méme.

a) Lanneau A est integre. Soit L son corps des fractions, muni de sa dérivation cano-
nique.

b) Le corps des constantes de L est contenu dans A.

c) Si A est une K -algebre de type fini et si C est algébriquement clos, le corps des
constantes de L est égal a C.

Démonstration. — a) Commencons par montrer que A ne contient pas d’élément nil-
potent autre que 0. Pour cela, considérons 'ensemble I des x € A dont une puissance
est nulle est réduit a {0}. C’est unidéal de A (voirI’exercice 2.10) et nous allons montrer
que c’est méme un idéal différentiel. Soit en effet x € I et soit n tel que x” = 0. Dérivons

cette relation. On trouve nx""'x' = 0, d’ot1 en divisant par n, x"!x’' = 0. Continuons



150 CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

a dériver; on obtient que (n—1)x""2(x")? + x"*'x” = 0, d’ol1 en multipliant par x’, que

(n—1)x""2(x")® = 0. Montrons ainsi par récurrence que x" *(x")?¢ =0 si 0 < k < n.
C’est vrai pour k=0 et k = 1. Si c’est vrai jusqu’au rang k — 1, on dérive la relation
x"k+1(x)2k=2 = 0 et on obtient

(n—k+1D)x" )+ 2k - xR =0,
On multiplie ceci par x’, d’ou1 la relation
(n—k+1x"*xH** =o.

Comme k < n, n—k+1#0 estinversible dans A (c’estla qu’on utilise le fait que K est
un corps de caractéristique 0), d’'ou x"k(x"2k = 0. Arrivé au rang n,ona (x)2" =0,
ce qui montre x’ € I. Ainsi, I'idéal I est stable par dérivation. Comme il n’est pas égal
a A (1 n’appartient pas a I), il est réduit a 0.

Soit maintenant un élément non nul a € A. Soit I 'ensemble des b € A tels que
ab=0.Si b€ I, on obtient en dérivant la relation ab =0 que ab’' +a'b =0, d’'ou en
multipliant par a que a?b’ = 0. Par suite, (ab’)?> = 0 et ab’ = 0 puisque A n’a pas
d’élément nilpotent non-nul. Ainsi, I est un idéal différentiel de A. Puisque a # 0,
I# A,donc I=0. Cela prouve que A est intégre.

b) Notons C’ le corps des constantes de L ; c’est un sous-corps de L qui contient C.
Considérons un élément x € C'. Soit I I'ensemble des a € A tels que ax € A. C'est
un idéal de A. Montrons qu'il est stable par dérivation. Si en effet ax = b€ A, on a
ax'+ad'x = b', et donc, puisque x' =0, a'x = 0. Cela prouve que a’' € I. Comme x
appartient au corps des fractions de A, I # (0). Il en résulte que I = A. En particulier,
lelet x=1x appartienta A.

c) D’apres le b), C' < A. Considérons un idéal maximal m de A. Uanneau A/m est
alors d'une part un corps, et d’autre part une K-algebre de type fini. Par suite, c’est
une extension algébrique de K. Comme tout homomorphisme de corps, '’homomor-
phisme C’" — A/m est nécessairement injectif et on peut ainsi identifier C' a son image
dans A/m. Par suite, tout élément de C’ est algébrique sur K. Comme C’ est formé de
constantes, tout élément de C’ est algébrique sur le corps C des constantes de K (voir
le lemme 6.4.4 ci-dessous). Puisque C est algébriquement clos, C' = C. O

LEMME 6.4.4. — Soit (K, D) — (L, D) une extension de corps différentiels; on note C le
corps des constantes de K. Soit x € L. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) x estalgébrique sur C ;
b) x estconstant et algébrique sur K.

Démonstration. — Supposons que x soit algébrique sur C. Il est a fortiori algébrique
sur K. Soit P = X"+ a,_1 X" 1 +---+ gy le polyndme minimal de x sur C. Dérivons la
relation P(x) = 0. On obtient alors P'(x)x’ = 0. Comme K est de caractéristique 0, P
est séparable et P'(x) # 0. Par suite, x' = 0.
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Supposons maintenant que x’ = 0 et que x soit algébrique sur K. Soit

P=X"+a, X" !+-.-+a son polyndbme minimal sur K. Dérivons encore la
n-1

relation P(x) = 0. Comme x' =0, il vient Y a}cxk = 0. Cette relation étant de degré

k=0
strictement inférieur a n, cela implique a; =0 pour tout k. Ainsi, P appartienta C[X]

et x est algébrique sur C. O

6.5. Le groupe de Galois différentiel. Exemples

Soit (K, D) un corps différentiel dont le corps des constantes C est algébriquement
clos de caractéristique nulle. Soit (L, D) une extension de Picard-Vessiot de K pour une
équation (E) : Y' = AY . Soit (13,...,Y,) une base du C-espace vectoriel V des solutions
de (E) dans L".

DEFINITION 6.5.1. — On appelle groupe de Galois différentiel de L sur K le groupe
des K -automorphismes différentiels de L, c'est-a-dire 'ensemble des automorphismes
o: L— L tels que

a) pourtoutxeK, o(x)=x;

b) pourtout ye L, a(y) =a(y).
On le note Gal” (L/K).

De méme que les groupes de Galois classiques sont des sous-groupes du groupe
symétrique, le groupe de Galois différentiel est un sous-groupe du groupe GL(V) des
automorphismes C-linéaires de V. (Remarque : GL(V) = GL,(C).)

PROPOSITION 6.5.2. — Si o € GalP(L/K). Pour toute solution Y de l'équation différen-
tielle (E), o(Y) est une solution de (E) et l'application o: V — V ainsi obtenue est un
isomorphisme de C -espaces vectoriels.

De plus, Uapplication p: GalP(L/K) — GL,,(C) définie par o — o|y est un homomor-
phisme de groupes, injectif.

Démonstration. — Soit o € Gal®(L/K). Soit Y = ‘y1,..., yn) une solution de (E). Par
définition, on a donc
oY) =0(Y)=0(AY) = Ao (Y)

car o est K-linéaire. Ainsi, o(Y) est une solution de (E). Cela définit une applica-
tion o|y: V — V qui est évidemment C-linéaire puisque C c K. Lisomorphisme ré-
ciproque est donné par o .

Il est évident que p est un homomorphisme de groupes de Gal”(L/K) dans GL(V).
Il reste 2 montrer qu'il est injectif. Or, si o € GalP®(L/K) vérifie p(o) = id, on a o(Y;) =
Y; pour tout j. Comme L est engendré sur K par les composantes des Y; et comme

olg =idg,ona o(y) = y pour tout y € L, ce qui prouve o =1id. Ainsi, p est injectif. [J
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Donnons maintenant quelques exemples.

Exemple 6.5.3 (Exponentielle). — Soit K = C(X), muni de sa dérivation usuelle et
considérons I'équation y’ = y. Nécessairement, une solution non nulle y dans une
extension différentielle de C(X) est transcendante sur C(X). Sinon, y serait solution
d’'une équation de degré minimal

Vi a1y @ =0, ap,...,an-1 € CX).

Comme y #0, ay # 0. Dérivons alors cette relation. On obtient

ny" 'y +(n-Dap_1y" %y +a,_,y" H+--+a)=0,

d’ou puisque y' =y,
ny"+(n-1ap-1+ 61;1_1)y”_1 +-+ (@ +a)y+a)=0,

ce qui est une autre équation algébrique de degré au plus n. Elles sont donc multiples
'une de l'autre et a; = nap.
Or, si A € C*, il n'existe pas de fraction rationnelle non nulle R telle que R’ = AR.

m
Soit R une telle fraction rationnelle et notons R = ¢ [[ P;" sa factorisation comme
j=1
produit de polynomes irréductibles unitaires P; distincts, avec des exposants n; €
Z\ {0}, et ce C*.On a alors

C’est une décomposition en éléments simples de R’/ R et ne peut étre constant 2 moins
que m =0, ce qui entraine A =0.

En particulier, aucune fraction rationnelle R # 0 ne vérifie R’ = nR et y est trans-
cendant sur C(X).

Le corps des fractions rationnelles en deux indéterminées, C(X, Y), muni de la déri-
vation définie par Y’ = Y, définit ainsi une extension de Picard-Vessiot. D’aprés I'exer-
cice6.1,ona,si Pe C(X,Y), larelation

opP oP

Pl=—+Y—.
X oY

L'espace vectoriel des solutions est de dimension 1, V = CY. (C’est un corollaire de
la construction.) Un automorphisme o de L fixant C(X) est défini parl'image de Y qui
doit étre dans V. Il existe donc p(0) € C* tel que o (Y) = p(0) Y. Inversement, si c€ C*,
I'application o.: P — P(X,cY) définit un automorphisme de C(X, Y) qui appartient
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bien a Gal®(L/K) :si Pe C(X,Y),

oP opP
P(X,cY) = &(X, cY)+ (CY)'E(X, cY)

—a—P(X cY)+cYa—P(X cY)
Cax Yy

2 v x, e,
0X oY
et o, est un automorphisme de corps différentiels.
En définitive, 'homomorphisme de groupes Gal®(L/K) — GL,(C) =C*, 0 — p(o),

est un isomorphisme.

Exemple 6.5.4 (Logarithme). — Supposons encore K = C(X) et considérons I'’équa-
tion y' = 1/X. Elle n'est pas homogeéne; comme en analyse, ses solutions vérifient
(Xy")' =0 et on se rameéne a I’équation homogene y”’ + (1/X)y' =0.

Déterminons une extension de Picard-Vessiot (L, D) pour cette équation. Il est
évident que toute constante est solution, et en particulier g = 1 est solution. Soit f
une solution non constante. Alors, (f,g) sont linéairement indépendantes sur C et
forment une base de I'espace vectoriel des solutions. Comme Xf" + f' = (Xf') =0,
¢ = X f' est une constante non nulle, si bien qu’on peut supposer que f’ =1/X, quitte
aremplacer f par f/c.

Montrons que f est transcendant sur C(X). Sinon, f satisferait une équation de
degré minimal

0=f"+a,_1+--+ag, ay...,a,-1€CX).

En dérivant, on obtient
0=nf" ' +((n-Dan1f"*f +a,_ f" N+ +(af +af)+a)=0,
d’ou
0=(n/X+a, )f" '+ +(@/X+ap)=0.
Cette relation est de degré strictement inférieur a n et est donc identiquement nulle.
En particulier, a,_, = -n/X.
Or, si A € C*, aucune fraction rationnelle de C(X) ne vérifie R' = A/X. Sa décompo-
sition en éléments simples
m
R=P+) Q;/P/,
j=1
ou P est un polyndome, m > 0, les P; sont des polynomes irréductibles distincts, Q;
est un polynome premier a P; dont le degré vérifie degQ; < n;degP;. Alors,
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ce qui est la décomposition en éléments simples de R’, a ceci prés que certains termes
peuvent étre nuls. Par unicité de la décomposition en éléments simples, on a

- P'=0: P estconstant:

— pour tout j tel que P; # X, Q}PJ- - n]-P}.Q]- = 0. Comme P; est irréductible et
comme il ne divise pas P}, il doit diviser Qj, ce qui est absurde;

- si Pj =X, posant Q= Q;. et m=nj,onaalors Q' X-mQ=-nX".Puisque m > 1,
X divise Q, ce qui est absurde.

Ainsi, R’ = 0, ce qui contredit I'hypothése R = A/X. Par suite, f est transcendant
sur C(X).

Alors, L= C(X,Y) muni de la dérivation donnée par Y’ = 1/X est une extension de
Picard-Vessiot pour I'équation xy” +y’ = 0. De plus, si P € L, sa dérivée est donnée par
P = 6_P + l@_P

0X XoY
(voir I'exercice 6.1).

La base (f,g) de V nous permet d’identifier GL(V) et GL,(C). Soit o € Gal”(L/K)
un automorphisme différentiel. Comme g =1€ K, on a o(g) = g. De plus, il existe a
et b € C tels que o(f) = af + bg. En dérivant, on obtient o(f)' = af’ = a/X, alors
que o(f") = 0(1/X) = 1/X. Nécessairement, a = 1 et I'image de ’'homomorphisme
GalP(L/K) — GL(C) est contenue dans le sous-groupe U des matrices de la forme
(51)-

Réciproquement, si ¢ € C, 'application o.: P — P(X,Y + ¢) définit un automor-
phisme différentiel : en effet, si P € C(X,Y), on a

oP)=PX,Y+c¢)
oP

=—(X, Y+ c)+(Y+c)'a—P(X Y +¢)
Sox oy

—(a—P+la—P)(X Y+o0)
~Gx Txay) T TE

=ag(P.

Ainsi, Gal®(L/K) = U. On remarque aussi que 'application b — (19) définit un iso-
morphisme de groupes C=U.

Exemple 6.5.5 (Extensions galoisiennes). — Soit (K, D) un corps différentiel. Suppo-
sons que le corps des constantes de K soit algébriquement clos et de caractéristique
zéro. Soit K — L une extension galoisienne de K. D’apres le théoréme 6.2.6, L possede
une unique dérivation D telle que '’homomorphisme K — L soit un homomorphisme
de corps différentiels. Montrons que I'extension K — L est une extension de Picard-
Vessiot associée a une certaine équation différentielle. Une constante de L, étant algé-
brique sur K, est d’aprés le lemme 6.4.4 algébrique sur le corps C des constantes de K.
Comme on a supposé que C est algébriquement clos, C est le corps des constantes
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de L. D’autre part, posons n = [L: K] et soit f un élément de L. La dimension du K-
espace vectoriel engendré par f, f', f”,... dans L est finie, inférieure ou égale a n. Cela
implique que f satisfait des équations différentielles non triviales.

Soit o un élément du groupe de Galois (usuel) Gal(L/K) et considérons I'application
D: L — L définie par D(x) = o0(D(071(x))). C’est une dérivation de L. C’est en effet
évidemment un homomorphisme de groupes abéliens; d’autre part,si x, ye L,ona

D(xy)=a(D0 ' (xy)) =a (Do (x)a ™ ()
=o(De ') o'W +Dle  (x) o (y)
=o(DE ' ))Noe ' ) +aDe PNalo™ (x)
=Dx)y+D(y)x.

Comme D est1'unique dérivation de L qui étend la dérivation de K,ona D = D, ce qui
signifie que pour tout x € L, o(D(x)) = D(o(x)). De plus, toute équation différentielle
satisfaite par f est aussi satisfaite par o(f).

Puisque 'extension K — L est galoisienne, il existe f € L tel que L= K[f]. Soit V le
sous- C-espace vectoriel de L engendré par les conjugués de f et soit (fi,..., fz) une
base de V formée de conjugués de f, avec f; = f. Construisons une équation diffé-
rentielle d’ordre d dont V est ’espace des solutions. On utilise le wronskien. Comme
fi,--., fa sontlibres sur C, W(fi,..., fg) # 0. D’autre part, développons le déterminant

fi e f1 Y
oy

W, f V)= ") 4 A+ A Y 4+ AgY D,
fl(d) fd(d) Y(d)

ol Y désigne une «indéterminée différentielle ». On obtient ainsi une équation diffé-
rentielle d’ordre d a coefficients dans L. Remarquez que Ay = W(fi,..., fa) #0.
Montrons qu’en fait A;j/ A4 € K pour tout j, si bien que I'équation différentielle

Ag- A
(E) y@ ZElyd-D . Dy
Aq Ag

est a coefficients dans K. Pour cela, nous devons montrer que pour tout j, 0 < j <
d, et tout o dans Gal(L/K), o(Aj)/o(Ag) = Aj/Az. Remarquons alors en manipu-
lant les d premieres colonnes du déterminant W(fi,..., fz,Y) qu’il ne dépend essen-
tiellement que de I'espace vectoriel engendré sur C par fi,..., f4. Plus précisément,
si P(f,g) € GL4(C) désigne la matrice de passage de la base g = (g1,...,84) a la base
f=(f,.... fa),
W(g,...,8a4, Y)=detPE,@W(f,..., fa, Y).

Si o estun élément de Gal(L/K), comme o(fy),...,0(f;) forment aussi une base de V,

on a ainsi

W (fi),...,o(fq),Y) =detP(c®),D W(h,..., fa, V),
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ce qui entraine en développant le déterminant que o(A;) = detP(f,a(f))A; pour
tout j €{0,...,d}. Alors, 0(A;j/Ag) = Ajl Ag, comme il fallait démontrer.

L'espace vectoriel des solutions de (E) dans L est de dimension d. De plus, L est
engendrée comme corps, donc comme corps différentiel, par fi,..., fz. Il n'y a pas
d’autres constantes que C dans L. Par suite, c’est une extension de Picard-Vessiot
de (E). De plus, 'homomorphisme naturel Gal®(L/K) — Gal(L/K) est un isomor-
phisme. Sa réciproque correspond essentiellement aux homomorphismes classiques
du groupe symétrique &, dans le groupe linéaire GL,(C) fourni par les matrices de
permutations.

6.6. La correspondance de Galois différentielle

Dans la théorie algébrique des équations différentielles, il y a des groupes de Galois,
ainsi qu'un analogue de la correspondance de Galois. Les démonstrations sont trop
difficiles pour étre présentées dans ce livre, mais j’aimerais vous donner quelques idées
des énoncés.

Fixons une extension de Picard-Vessiot K < L, dont le corps des constantes C est
supposé algébriquement clos et de caractéristique zéro, attachée a une équation diffé-
rentielle Y/ = AY, o A€ M,(K). Nous avons vu que son groupe de Galois différentiel
Gal® (L/K) peut étre considéré comme un sous-groupe de GL,(C).

Pour tout sous-groupe H c Gal”(L/K), nous pouvons introduire le sous-corps L c
L formé des x € L tels que o(x) = x pour tout o € H. Il est facile de vérifier que la
dérivation D: L — L envoie L danslui-méme, sibien que L estun corps différentiel.
Les extensions K c L et L* c L sont des extensions différentielles.

Il y a cependant un fait nouveau : les groupes de Galois différentiels ne sont pas
des sous-groupes arbitraires de GL,(C), ce sont automatiquement des groupes algé-
briques, ce qui signifie qu’il existe des polynomes P; € Clayy, ..., auy,] tels qu'une ma-
trice A = (a;;) € GL,(C) appartient au groupe de Galois différentiel si et seulement si
Pj(a11,...,ann) =0 pour tout j.

Alors, les principaux énoncés de la correspondance de Galois différentielle sont les
suivants.

— Pour tout sous-groupe H c Gal?(L/K), 'extension L < L est une extension de
Picard-Vessiot (pour la méme équation différentielle que I'équation K < L), et son
groupe de Galois différentiel s’identifie a H.

— Inversement, toute sous-extension différentielle K c E est de la forme L, pour
un certain sous-groupe algébrique H c Gal” (L/K).

- Si H < GalP(L/K) est un sous-groupe algébrique, 'extension différentielle K
LH est une extension de Picard-Vessiot (pour une certaine équation différentielle) si
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et seulement si H est un sous-groupe distingué de Gal”(L/K). Alors, Gal®(L/K) =~
GalP(L/K)/H.

Le probléme analogue a la résolution par radicaux est la résolution des équations
différentielles par quadratures, c’est-a-dire uniquement a 'aide de primitives. Pour
que la théorie soit agréable, on autorise aussi des extensions algébriques. Alors, on
démontre que pour qu'une équation différentielle soit résoluble par quadratures et
extensions algébriques, il faut et il suffit que la composante neutre™ du groupe de
Galois différentiel Gal”(L/K) est résoluble. C’est 1a qu’intervient le théoreme de Lie-
Kolchin 4.7.2 dans la théorie algébrique des équations différentielles.

6.7. Extensions élémentaires

Dans ce dernier paragraphe, je démontre un
théoreme de Liouville sur les fonctions dont une
primitive peut s’exprimer de maniere « élémen-
taire », par exemple en ne faisant intervenir que
des logarithmes ou des exponentielles. Liouville a
démontré de tels résultats dans une série d’articles
publiés autour des années 1830, mais ce n’est
qu’au milieu du xx°® siecle qu’Ostrowski a replacé le
théoreme de Liouville dans le cadre algébrique de la
théorie des corps différentiels. La théorie a ensuite
évolué vers un algorithme (Risch) pour calculer
les primitives, au moins lorsque c’est possible. Il
est implémentaé dans la plupart des systemes de
calcul formel.

Tous les corps que l'on considere sont de caractéristique nulle.

Joseph Liouville (1809-1882)

DEFINITION 6.7.1. — Soit (K, D) un corps différentiel et soit a € K. On dit qu'un élé-
ment t d’une extension différentielle est unlogarithme de a si a#0 etsi t' =a'la. On
dit que t est une exponentielle de a si t'/t=a’.

DEFINITION 6.7.2. — Soit (K,D) un corps différentiel. Une extension différentielle
(L,D) de (K, D) estdite élémentaire s'il existe t,,..., t;, dans L tels que

a) L=K(t,..., t,);

b) L n'a pas d’autres constantes que celles de K ;

et tels que pour tout j, l'une des trois assertions est vérifiée :

WSj C = G, c’est la composante connexe de I'identité dans le groupe de Galois différentiel, vu comme
sous-groupe de GL,(C). Pour un corps arbitraire C, on doit utiliser la topologie dite de Zariski.
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3a) t; estalgébrique sur K(t,...,tj-1) ;
3b) t; estun logarithme d’'un élément non nulde K(ty,...,tj-1) ;
3c) t; est une exponentielle d'un élément de K(ty,...,tj-1).

Exercice 6.7.3. — Si K c L est une extension élémentaire, vérifier que, avec les nota-
tions de la définition précédente, le corps K(f,..., ;) est, pour tout j, un sous-corps
différentiel de L.

THEOREME 6.7.4 (Liouville, 1835 ; Ostrowski, 1946). — Soit (K,D) un corps différen-
tiel et soit f € K. Si I'équation y' = f a une solution dans une extension différentielle
élementaire de K, il existe un entier n > 0, des constantes c,...,c, € K et des éléements
uy,...,Un, v dans F tels que
n !/
f=v+) 6,
i=1 Ui
La démonstration se fait par récurrence sur le nombre d’étapes dans la définition
d'une extension élémentaire. On a besoin pour cela d'un lemme concernant les exten-
sions différentielles « en un cran », c’est-a-dire celles qui sont engendrées par un élé-
ment algébrique, une exponentielle ou un logarithme. Supposons pour I'instant avoir
démontré la proposition ci-dessous, on démontre le théoreme de Liouville comme
suit. On commence avec n = 0 en prenant pour v la primitive de f. Grace a la pro-
position suivante, on descend ensuite un a un tous les étages dans la définition d'une
extension élémentaire, d'ou le théoreme.

PROPOSITION. — Soit K c K(t) une extension élémentaire « en un cran » et soit f un
élément de K qui s'écrit sous la forme

f=v+) ¢

i=1 Ui
pour des constantes c; et des éléments uy,...,u, et v dans K(t). Alors, f admet une
expression analogue dans K.

Nous démontrons cette proposition en distinguant trois cas.

Premier cas : t est algébrique sur K. — Soit K c L une cloture galoisienne de I'ex-
tension K < K(¢) et munissons L de I'unique dérivation pour laquelle 'lhomomomor-
phisme K — L est un homomorphisme de corps différentiels. Si o € Gal(L/K) et x€ L,
x#0,0na

X, o) oW
o(3)=25 -T2
x ox) o)
On calcule alors

L:KIf= ) o)=Y oWw+da Y o olu.

oeGal(L/K) oeGal(L/K) i=1 oeGal(L/K)
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Posons 7 = (3 o(v))/[L: K] et ii; = []o(u;). Comme ce sont des éléments de L inva-
g

o
riants par Gal(L/K), ce sont des éléments de K. On a ainsi

Deuxieme cas : t est transcendant sur K et est un logarithme. — Dans ce cas, on
peut identifier le corps K(f) au corps des fractions rationnelles en ¢, si bien qu’on écrit
u; = U;(t) et v=V(¢) (mais la dérivation est différente). Soit 7 un polynéme unitaire
irréductible de K[T]. Pour tout U € K(T)*, notons ord,(U) 'exposant de 7 lorsqu’on
écrit U comme un produit de polynémes irréductibles unitaires de K[T] (avec des ex-
posants dans Z), que multiplie un élément de K*. Si u = U(t) € K(t), on écrit ord, (u)
pour ord;(U). De méme, si u = U(t) avec U € K[T], nous écrirons degu au lieu de
degU.

LEMME 6.7.5. — (Supposant t' € K*.) Soit u € K(£)* et soit m un polynéme irréduc-
tible unitaire de K[T].

a) Siord,(u) =0, alors ord,;(u'/u) >0
b) Siord,(u) #0,o0naord,;(v'/u)=-1.
c) Si u=U(t), avec U€ K[T], alros degu —1 < degu’ < degu.

Démonstration du lemme. — Soit U € K(T) tel que u = U(T) et écrivons

U = alln;(T)", ou a € K*, les n; sont des entiers relatifs non-nuls et les 7;
J
sont des polyndémes irréductibles unitaires de K[T], deux a deux distincts. Ainsi,
u=allm;(n)" et
i

u Z ﬂ](t), a/ n.ﬂ?(t) + t’n’j(t)
7 Tni()  a j] (1)

Remarquons que pour tout j, n? +t Jr’j est un polynéme de K[T] dont le degré est <
deg(n;), car 7; est unitaire. De plus, ¢ est transcendant sur K, de sorte que 7;(f) ¢ K
etdonc 7;(f)' # 0 puisque K(#) et K ont le méme corps de constantes. Par suite, 77; ne
divise pas le polynome n]’? +1t n’j et ordy; du j-ieme terme dans la formule pour u'/u
est égal a —1. Puisque ord,; des autres termes vaut 0, on a ord, j(u’ lu) = -1, d'ou
I'assertion b). La formule ci-dessus montre aussi que pour tout polynome irréductible
unitaire 77, qui n’est pas'un des 7;, ona ord,(u'/u) > 0, d’ol1 a).

Montrons enfin ¢). Soit u=U(t) ou U=uy+ w3 T+---+u,T" € K[T], avec u,, #0 de
sorte que degu=n.0Ona

U = (upy+ b)) + () +2upt) t+ -+ (U + nupt) "+ ul, "
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Si uj, #0, alors deg(u') = n = deg(u). Sinon, remarquons que I'annulation de

!/

w,_q+nupt = (Up—1 + nupt)

entraine que u,_; + nu,t est constant, donc appartient a K, d'ou ¢ € K, ce qui est
absurde! Par suite, u,_, + nu,t' #0 et deg(u) = deg(u) - 1. O

Reprenons la démonstration du second cas de la proposition et développons les dé-
rivées logarithmiques dans la formule

!
u.
f=v+) ¢—.
i Ui
Elle se récrit ainsi
! !
a. T
! 1
(+) f=v+) ci—+) e,

oules a; appartiennenta K*, m parcourt!’ensemble des polyndmes irréductibles uni-
taires de K[T], et c;, c; sont des constantes dans K.

Pour tout polyndome irréductible unitaire 7 € K[T] qui apparait au dénominateur
de v, on a ord;(v) = ord;(v) — 1 < —2. Cependant, ord, de chacun des autres
termes est au moins —1, si bien que la somme ne peut étre égale a f, étant donné
que ord;(f) =0. Cela montre que v = V(¢) avec Ve K[T].

Puisque degn(t)’ < degn(t), la formule () est une décomposition en éléments
simples de la fraction rationnelle « constante » f. Lunicité de cette décomposition
entraine que les termes polaires s’annulent, d’ou

aj

f=v+) ¢—.
i

a;
En particulier, v = f — )3 ci(a;/a;) appartient a K et son degré est nul. Cela implique

l
que V(T)=cT+d,avec cet de K, et ¢’ =0.Si t estun logarithme de a € K*, c’est-a-
dire t' = a'/a, il s’ensuit
!
a a;

/ /
a
f:CtI+d,+ZCia—:d,+(C;+ZCi )
i ' i

i ai;
C’est une expression de la forme cherchée, d’ou la proposition dans ce cas.
Troisieme cas : t est transcendant sur K et est une exponentielle.
Nous identifions encore les éléments de K(¢) a des fractions rationnelles en une in-

déterminée T.La démonstration sera proche de celle du deuxieme cas, le lemme 6.7.5
étant remplacé par le lemme suivant.

LEMME 6.7.6. — (Supposant t'/t € K*.) Soit w € K[T] un polynéme irréductible uni-
taire et soit u € K(t).

a) Siord;(u) =0, alors ord,;(u'/u) > 0.
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b) Supposons ord,;(u) #0.Sin# T, ord,(u'/u)=-1;sin=T, ord;(u'/u) >0
c) Si u=U(t) avec U € K[T], alors deg(u') = deg(u).

Démonstration du lemme. — On commence comme dans la démonstration du
lemme 6.7.5:si u=al]x;(r)",ona
i
D ! !
nj——————
j J'L' j (t) a F T j(t)

L'assertion a) en résulte immédiatement. Remarquons en outre que le degré du poly-
ndéme n? (D)+('1nOT JT,].(T) est inférieur ou égal a celui de 7. Cela entraine que soit
ces polyndmes sont premiers entre eux et ordy; (u'/u) = -1, soit il existe A € K tel que
n?+ (t’/t)Tn’]. =Anj,dout ord,,j(u’/u) >0

Montrons que ce second cas ne se produit que pour n; = T. Ecrivons 7 =
T" + pu_1T" 1+ .-+ py, ol py,...,pn1 € K. Alors, si 'on note a = t'/t, la relation
7P+ aTn' = An peut étre récrite en

anT"+(p,_y+an—Dp,-)T" '+ +(p} +ap) T + pj
= AT+ App 1 T 4+ App.

Par suite, A = an. De plus, pour tout entier j telque 0< j<net p;#0,0ona p Ipj =
a(n—j)=(n- ])t /t. Cela entraine que "~ f/pj est constant, donc appartient a K,
ce qui contredit 'hypothese que ¢ est transcendant sur K. Ainsi, 7 = T", doun =T
puisque 7 est irréductible. Inversement, si 7 = T, on a 7(t)'/7(t) = '/t € K*, d’ou
ord,(u'/u) >0
Pour démontrer c¢), considérons un polynéme U € K[T] tel que u = U(T). Si a =
t'/teK* etU=u,T"+---+ uy, avec u, #0,ona
n
u'=)y (up + akuy)t*,
k=0
si bien que deg(u') < deg(w). Sil'on avait u), + nau, =0, alors
!/ !/

Un _ -na= —ni,

U, t
et u,t" serait constant, donc dans K. Cela contredit 'hypothése que ¢ est transcen-
dant sur K. Par suite, u), + nau, # 0 et deg(u') = deg(w). O

Terminons la démonstration de la proposition dans le cas ol ¢ est une exponen-
tielle, c’est-a-dire t' = a't, avec a € K*. Comme avant, on développe les dérivées loga-
rithmiques dans I'expression

, u;
f=v +ch-—,
Uj



162 CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

d’ou1 'on déduit
! I
a. T
(% %) f:U'+ZC,'—l+ZCn—,

ou les a; appartiennent a K*, m parcourt les polynémes irréductibles unitaires
de KI[T], c; et ¢; snt des constantes non-nulles dans K. Il en résulte que

!
f= v’+Zci&+ZCna’+Zcﬂ
i aj 3 b4

Si m# T et ord;(v) <0, alors ord,(v") < -2, bien que ord, du membre de droite
soit au moins —1. Cela montre que ord;(v) > 0, sauf peut-étre pour 7 = 7. On

peut ainsi écrire v =} v; t/, avec vj € K. Remarquons maintenant que pour tout 7,
JEZ

deg(nP+a' Tn'—a'm) < deg(r). Comme f € K estune fraction rationnelle « constante »,

I'unicité de la décomposition en éléments simples entraine que I'on peut omettre les

termes avec 7 au dénominateur. Notant alors ¢ =Y ¢;, la formule (**) devient
T

P +adtn'(t)-an(r)
(L)

!
a;

f :Z(v}+a’jvj)tj +ca +) ci—.
- ~ ' a:
j i G

En comparant les termes de degré 0, on obtient
/

a.
f=w+ao)+) ¢,
i i
c’est-a-dire une expression de la forme requise par la proposition.
La démonstration de ce dernier cas de la proposition conclut la démonstration du

théoreme de Liouville. Donnons-en maintenant quelques applications concretes.

PROPOSITION 6.7.7. — Soit f et g deux fractions rationnelles de C(X). On suppose
que f # 0, que g nest pas constante et que [ exp(g) admette une primitive dans une
extension différentielle élémentaire de C(X,exp(g)). Alors, il existe a dans C(X) telle
que

f=d+ag'.

Démonstration. — Remarquons d’abord que si f = d’ + ag’, on a fexp(g) =
(aexp(g))’. Réciproquement, supposons que f a une primitive dans une extension

élémentaire de C(X,exp(g)). D’apres le théoreme de Liouville, on peut écrire
!/

n .
fexp(@=v+) ¢—,

i=1 Ui
ol v e C(X,exp(g)), ci € C, u; € C(X,exp(g)). Posons T = exp(g) ; il est transcendant
sur C(X) (voir 'exercice 1.3) et permet d’identifier u; et v a des fractions rationnelles
en T sur le corps C(X). Comme auparavant, on peut supposer que les #; sont ou bien
dans C(X), ou bien des polynémes irréductibles unitaires a coefficients dans C(X).
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Comme dans la démonstration du théoreme de Liouville, on voit que les seuls u;
qui peuvent intervenir sont u; = T ou bien des u; dans C(X). De méme, v n’a au plus
qu’'une puissance de T au dénominateur. On écrit donc v =3 v;(X) T/ (les j sont des

J
entiers relatifs) d’ou
u; LX)

fT= Z(v +jgvNTI +cg +) ci—— o

i
Comparant les coefficients de T de chaque c6té, on obtient
f=vi+gn,
d’ol la proposition avec a = v;. O

Exemple 6.7.8. — La «fonction » exp(x?) n'a pas de primitive dans une extension élé-
mentaire. En effet, il existerait sinon une fraction rationnelle a € C(x) telle que 1 =
a' +2xa. Ceci est impossible : un pole de a est pole double de a’ et pole au plus simple
de 1-2xa = d’, donc a est un polynéme. Alors, 2xa = 1 — a’ bien que ces deux poly-
ndmes n'aient pas le méme degré.

L'exercice 6.6 propose d’autres exemples.

6.8. Appendice : théoréme des zéros de Hilbert

Ce paragraphe est consacré a I’étude des idéaux
maximaux des anneaux de polynémes k[Xj,...,X}]
sur un corps k. Le résultat principal est le théoreme
des zéros de Hilbert. Il posséde plusieurs incarna-
tions, toutes intéressantes. En voici trois. Lorsque
le corps k n'est pas dénombrable (par exemple si
k = C, et c’est déja un cas tres important), on peut
donner une démonstration trés simple de ce théo-
réme.

THEOREME 6.8.1 (Algébres). — Soit k un corps et
soit A une k-algebre de type fini. Si A est un corps,
c'est une extension algébrique finie de k.

THEOREME 6.8.2 (Idéaux). — Soit k un corps

algébriquement clos et soit I un idéal maximal

de l'anneau de polynémes k[Xi,...,X,]. Alors, il existe ai,...,a, dans k tels que
:(Xl—al,...,Xn—an).

David Hilbert (1862-1943)
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THEOREME 6.8.3 (Equations). — Soit k un corps algébriquement clos et soit Py, ..., Py,
des polynémes de k[X;,...,X,]. Si le systétme d’équations

Pl(xl)---rxn) = :Pm(xl;---;xn) =0
n'a pas de solution dans k™, il existe des polynomes Qy,...,Qy, tels que
1=PQi+:+PpQmn.

Cette derniere forme du théoréme des zéros de Hilbert signifie qu'un systeme
d’équations polynomiales qui n’a pas de solution dans un corps algébriquement clos
est incompatible en un sens tres fort car une relation telle que dans le théoreme
empéche le systéme P; =--- = P, d’avoir une solution dans fouf corps contenant k.

Démonstration du théoreme 6.8.1 sous l'hypothese que k n'est pas dénombrable

Soit xi,...,x, dans A tels que A = k[xy,..., x,]. Tout élément de A peut s’exprimer
(certes de maniére non unique) comme un polynéme en x;,..., X, . Ainsi, la dimension
de A comme k-espace vectoriel est inférieure ou égale au cardinal de 'ensemble des
monomes. Elle est donc dénombrable.

Supposons maintenant que I'un des x;, disons x, soit transcendant. Alors, I'an-
neau k[x;] est isomorphe a 'anneau de polynomes k[X]. Comme A est un corps, A
contient le corps k(x;) qui estisomorphe au corps des fractions rationnelles k(X). Or,
la décomposition en éléments simples affirme (entre autres) que les éléments 1/(X—a)
de k(X) sont linéairement indépendants sur k. Comme k n’est pas dénombrable, la
dimension de k(X) comme k-espace vectoriel n’est pas dénombrable. Ceci contredit
le fait que la dimension de A le soit. O

Démonstration du théoreme 6.8.2. — Soit (ay,...,a,) € k™ et soit I lidéal de
k(Xi,...,X,] engendré par X; — ay,..., X, — a,. Montrons que I est un idéal maximal.
Soit P € k[Xj,...,X,] et effectuons la division euclidienne de P par X; — a; (en la
variable Xj). Il en résulte deux polynémes P; et Q; € k[Xj,...,X,] tels que

P(Xlr---an) = (Xl - al)Ql(Xl;---;Xn) +P1(X1)-~~!Xn)r

le polynéme P; étant de degré < deg(X; — a;) en Xj . Ainsi, P; ne dépend pas de X; et
est un polynome de k[X>,...,X,]. On continue ainsi de suite, d’ou une expression

PXy,... X)) =X1—-a)Q1 +(Xo—ap) Qe+ + (X, — an)Qn + Py

ol P, estun polynéme constant, égal a P(ay,...,a,). Par suite, P(a,...,a,) =0 si et
seulementsi Pe 1.

Montrons que I est maximal. Soit J un idéal contenant I, J # I et soit P € J\ 1. Ainsi,
P(ay,...,a,) #0. Comme le polynéme

P(le---an)_P(aly---;an)
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estnul en (ay,...,a,), il appartient a I, donc a J. Il en résulte que P(ay,...,a,) appar-
tient a /. Comme c’est un élément non nul de k, son inverse appartienta J et 1 € J.
Alors, J = A. On a donc prouvé que I est un idéal maximal de k[Xj,...,X,].

Soit I un idéal maximal de k[Xj,...,X,]. Considérons I'anneau quotient A/I et1'’ho-
momorphisme canonique k[Xj,...,X;] — A/I.Si x; désigne I'image de X; dans A/I,
il est évident que A/I = k[xy,...,X,]. Ainsi, A/I est une k-algebre de type fini. D’autre
part, comme I est un idéal maximal, A/I est un corps. D’apres le théoréme 6.8.1, I'ex-
tension k < A/I est donc algébrique finie. Comme k est algébriquement clos, c’est
un isomorphisme. Autrement dit, chaque x; appartienta k, ce qui signifie qu'il existe
aj€ k tel que X; —aj€ 1. Alors, I contientl'idéal (X; — ay,..., X, — a,). Comme ce der-
nier idéal est maximal, on a I’égalité. O

Démonstration du théoreme 6.8.3. — Soit I 'idéal engendré par Py, ..., Py,. Soit m un
idéal maximal de k[Xj,...,X,]. Si on avait I c m, le n-uplet (ay,...,a,) tel que m =
(X1 —a,...,Xn— ay) serait une solution du systeme P;(xy,...,x,) =0, 1 < j < m. Ainsi,
I n'est contenu dans aucun idéal maximal (théoreme 2.5.3) et est donc I'idéal A. Ainsi,

1€ etil existe Qq,...,Q, dans k[X,...,X,] telsque 1 =P,Q; + -+ P, Q. O
Exercices
Exercice 6.1. — Soit (A4, D) un anneau différentiel et soit P € A[X,Y] un polynéme en deux

variables. On note PP le polynéme obtenu en dérivant les coefficients de P, 0P/6X et 0P/0Y
les dérivées partielles formelles de P par rapporta X et Y.
Si x, y sont des éléments de A, montrer que

P(x,y) = PP(x )+x’a—P(x )+ ’a—P(x )
’y - ’y ax ’y an ’y'

Exercice 6.2. — Soit (4, D) un anneau différentiel et soit G € M,,(4). On désigne par Com(G)
la comatrice de G, c’est-a-dire la matrice transposée des cofacteurs. Montrer que

(degG)' = Tr(Com(G)G).
Exercice 6.3. — Soit A un anneau. On note Ale] 'anneau A[X]/(X?), € désignant la classe

de X.

a) Montrer qu’il existe un unique homomorphisme d’anneaux x: Ale] — A tel que n(a) = a
pour tout A€ A.

b) Soit D une dérivation de A. Montrer que I'application de A dans Ale] définie par ¢(a) =
a+ eD(a) est un homomorphisme d’anneaux.

¢) Réciproquement, si ¢: A — Ale] est un homomorphisme d’anneaux tel que mo @ = id,,
montrer qu'il existe une dérivation D de A telle que ¢(a) = a+¢eD(a).
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Exercice 6.4. — On veut expliciter une extension de Picard-Vessiot de ’équation y"+y =0 sur
le corps C(X) muni de la dérivation usuelle.

a) Ona R=CI[X, Y}, Y,,Y/,Y;] muni de I'unique dérivation telle que (Y;)' = Y]’ et (Yj’)’ =-Y;.
b) Montrer que l'anneau des constantes de R contient strictement C(X). (Penser a
sin?(x) + cos?(x) =1.)

c) Montrer que le corps C(X,Y) muni de la dérivation définie par Y’ = iY est une extension
de Picard-Vessiot de I'équation (E).

Exercice 6.5. — Soit (K,D) un corps différentiel de caractéristique 0 et de corps des
constantes C. Soit (E) : y™ + a,_,;y" P +-.-+ ayy = 0 une équation différentielle d’ordre n.
On note (L, D) une extension de Picard-Vessiot pour cette équation.

Soit fi,..., fu n une C-base des solutions de (E) dans L.

a) Calculer la dérivée de W(f,..., fn).
b) Si o € Gal®(L/K), calculer (W(f;,..., f,)) en termes de I'image de o dans GL,(C).

¢) Généraliser au cas d'un systeme différentiel Y’ = AY.

Exercice 6.6. — a) Montrer que les fonctions exp(x)/x, exp(exp(x)) n'ont pas de primitive
élémentaire.

b) Montrer que 1/(x* + 1) n’a pas de primitive dans une extension élémentaire de R(x) mais
qu’elle en a une dans une extension élémentaire de C(x).

¢) Montrer que sin(x)/x n’a pas de primitive élémentaire.



Problémes d’examen

Je termine ce livre par des exercices et des problemes d'examen. Certains sont
substantiels.

Lexercice 7.1 démontre un théoreme de Selmer selon lequel, pour tout en-
tier n > 2, le polynome X — X — 1 est irréductible sur Q.

Lexercice 7.2 est une élaboration du casus irreductibilis. Il explique et gé-
néralise le fait que, bien que les trois racines d’'une équation polynomiale de
degré 3 puissent étre réelles, les formules de Cardan utilisent des nombres com-
plexes.

Lexercice 7.5 est un théoreme de Galois sur la résolution par radicaux des
équations de degré premier.

Lexercice 7.11 démontre un théoréme de E. Artin et O. Schreier sur les sous-
corps F d’un corps algébriquement clos Q) tel que [Q): F] soit fini.

1. Probleme de révision (2002)

Exercice 7.1. — Soit n un entier > 2 et S le polyndme X" — X —1. Le but du probléeme
est de montrer que S est irréductible dans Z[X].

a) Montrer que S a n racines distinctes dans C.

b) Si PeQ[X], P=a,X"+---+ ay, avec apa,, # 0, de racines z,...,z, dans C, on

pose
d 1

pP)=) (zj——).

j=1 Zj
Calculer ¢(P) en fonction de ay, ..., a, . Que vaut ¢(S) ?
Montrer aussi que si P et Q sont deux polyndmes de Q[X] tels que P(0)Q(0) # 0,

@(PQ) =¢P)+¢(Q).

¢) Si z estune racine de S, montrer I'inégalité
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(Poser z = re'? et évaluer cos(f) en fonction de r.)

m
d) Si xp,...,x;, sont des réels strictement positifs tels que [] x; = 1. Montrer I'inéga-
j=1

m
lité Z Xj=m.
j=1

e) Soit P et Q deux polynomes de Z[X] de degrés non nuls tels que S = PQ. Montrer
que |P(0)| =1 puis que @(P) est un entier strictement positif. En déduire une contra-
diction et donc que S est un polyndéme irréductible dans Z[X].

Exercice 7.2. — Si E est un sous-corps de R, une extension radicale réelle est par dé-
finition une extension radicale de E contenue dans R.

a) Soit E c F une extension finie galoisienne, avec F c R; soit a € R tel que al ap-
partient a E, pour un certain entier N > 2, de sorte que 'extension E c E(«a) est radi-
cale réelle (d’exposant N).

(i) Soit m = [E(a) : Fn E(a)] et posons B = a. Montrer que B appartient a
FnE(a). En déduire que Fn E(a) = E(B).

(ii) En remarquant qu’'une puissance de 8 appartient a E, montrer que [E(f) : E]
estégala 1 ou 2.

b) Soit E c F une extension finie galoisienne, avec F c R; soit E c K une extension
radicale réelle. Montrer que [K N F : E] est une puissance de 2. (Raisonner par récur-
rence. Introduire L c K telle que E c L soit radicale élémentaire, appliquer '’hypothése
de récurrence a I'extension galoisienne L c FL et al’extension radicale Lc K.)

¢) Soit P € Q[X] un polynome irréductible de degré n dont toutes les racines sont
réelles. On suppose qu'une des racines @ de P appartient a une extension radicale
réelle de Q.
Montrer que n est une puissance de 2.

2. Controle classant (2002)

Exercice 7.3. — a) Montrer que les réels 1, v/2 et /5 sont linéairement indépen-
dants sur le corps Q des nombres rationnels.

b) Quel est le degré du corps K = Q(v/2,v/5) sur Q ?
¢) Montrer que 'extension Q c K est galoisienne et déterminer son groupe de Galois.
d) Trouver un élément a € K tel que K =Q(a).

e) Combien existe-t-il de sous-corps E < K ? En donner la liste.

Exercice 7.4. — a) Soit K un corps (de caractéristique zéro), d un élément de K qui
n'est pas un carré et K  K(v/d) 'extension quadratique correspondante.
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Soit x € K. Montrer que x est un carré dans K(v d) si et seulement si, ou bien x est
un carré dans K, ou bien dx est un carré dans K.

On considere dans la suite trois rationnels r, s, £. On suppose que ¢ n’est pas un
carré dans Q ; on note v/ 'une des deux racines complexes de f et on pose E = Q(\/1).
On suppose aussi que r+ sy/f n'est pas un carré dans Q(v/7), on note a 1'une des deux
racines complexes de r+ sy/f et on pose F = E(a).

b) Montrer que [F : E] = 4. Quel est le polyndme minimal sur Q de I'élément a ?
Quels sont ses conjugués dans C ?

¢) Montrer les équivalences :

(i) I'extension Q c F est galoisienne;
(i) r— sVt estun carré dans F;

(iii) il existe x € Q tel que r2—s2t=x? (premier cas) ou r?

— 5%t = tx? (second cas).

d) On suppose I'extension Q c F galoisienne. Dans le premier cas, montrer que
Gal(F/Q) =~ (Z/2Z)?. Dans le second cas, montrer que Gal(F/Q) =~ Z/4Z. (Remarquer
qu'un élément du groupe de Galois est déterminé par 'image de a, au moins si s #0,
et procéder avec méthode.)

e) (Application numérique) Ecrire /5 + /21 sans radicaux emboités. Est-ce possible

pour V7+25?

Exercice 7.5. — Le but de cet exercice est de démontrer la proposition viil du mé-
moire de Galois : « Pour qu'une équation irréductible de degré premier soit soluble par
radicaux, il faut et il suffit que deux quelconques des racines étant connues, les autres
s'en déduisent rationnellement. »

Partie 1. Théorie des groupes

a) Soit X un ensemble fini, G un sous-groupe du groupe G(X) des permutations
de X. On suppose que G agit transitivement sur X. Soit H un sous-groupe distingué
de G.

(i) Si x et y sont deux éléments de X, Staby(x) et Staby(y) leurs stabilisateurs
dans H, montrer qu'il existe g € G tel que gStaby(y)g~! = Staby(x). En déduire que
les orbites de x et de y sous’action de H ont méme cardinal.

(ii) On suppose de plus que X est de cardinal premier p.Si H # {1}, montrer que H
agit transitivement sur X.

b) Soit p un nombre premier et soit B, le sous-groupe des permutations de Z/pZ
qui sont de la forme m— am+ b avec a et b dans Z/ pZ.
(i) Quel est le cardinal de B, ?
(ii) Montrer que B, agit transitivement sur Z/ pZ. Soit h un élément de B, qui sta-
bilise deux éléments de Z/ pZ. Montrer que h =id.
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(iii) Montrer que B, estrésoluble. (On pourra introduire le sous-groupe de B), formé
des permutations de la forme m— m+ b avec beZ/pZ.)

¢) Soit p un nombre premier et G un sous-groupe fini du groupe symétrique &, qui
est transitif et résoluble. Soit

W=GCGC - CGn=G

une suite de sous-groupes, G; étant distingué dans Gj;; et Gj4+1/G; cyclique d’ordre
premier.

(i) Montrer que G est engendré par une permutation circulaire d’ordre p.

(ii) Montrer qu'il existe o € &, tel que 0~ 1Gyo soit engendré par la permutation
circulaire (12... p).

(iii) Onidentifie 'ensemble {1;...; p} a Z/ pZ par'application qui a un entier associe
sa classe modulo p. De la sorte, le groupe (‘5,, des permutations de {1;...; p} estiden-
tifié au groupe des permutations de Z/pZ. Cela permet en particulier de considérer le
groupe B, comme un sous-groupe de G,,.

Montrer que 0~ 'Go est contenu dans le groupe By, de la question 2.

Partie 2. Extensions de corps

a) Soit E un corps, P € E[X] un polynéme irréductible de degré premier p et EC F
une extension de décomposition de P.
(i) Rappeler comment le groupe de Galois Gal(F/E) s’identifie a un sous-groupe
transitif de &,
(ii) Si Gal(F/E) est résoluble, montrer que si a et § sont deux racines distinctes de
P dans F,ona F=E(a,f).

b) Soit E un corps, P € E[X] un polynome irréductible de degré premier p. Soit E c
F une extension de décomposition de P. On identifie toujours Gal(F/E) a un sous-
groupe de S,,.

(i) Montrer que Gal(F/E) contient une permutation circulaire (d’ordre p).

(i) On suppose qu’il existe une racine @ de P tel que F = E(a). Montrer que
Gal(F/E) ~Z/ pZ.

On suppose dans la suite de cette question qu’il existe deux racines distinctes a et
pB de P telles que F = E(a, B).
(iii) Montrer que [F: E] < p(p-1).

(iv) Montrer que Gal(F/E) contient une permutation circulaire d’ordre p.

(v) Soit o et T deux permutations circulaires d’ordre p de Gal(F/E). Montrer
qu’elles engendrent le méme sous-groupe cyclique d’ordre p. En déduire que ce
sous-groupe cyclique est distingué dans G.

(vi) Montrer que Gal(F/E) est résoluble.
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3. Session de rattrapage (2002)

Exercice 7.6. — a) Les nombres complexes suivants sont-ils algébriques ? Si oui, en
donner un polynéme minimal.

V2, V1+v2, (A+7n)/(1-mn).
b) Existe-t-il un élément x € Q(v/3) dont le carré est 2 ?

¢) Soit K c E une extension quadratique. Soit P € K[X] un polyndome de degré 3 qui
a une racine dans E. Montrer que P a une racine dans K. Est-il vrai que P est scindé
dans K ?Dans E ?

Exercice 7.7. — a) Soit G le groupe fini &4. Soit H I'ensemble des permutations o €
G tellesque o(1) = 1.
(i) Calculer cardG, card H. Montrer que H est un sous-groupe de G et calculer
(G:H).
(ii) Montrer que H n’est pas distingué dans G.
(iii) Si T € G\ H, montrer que le sous-groupe de G engendré par H et T estégala G.

b) Montrer qu’'un groupe de cardinal 4 contient un élément d’ordre 2. De quel résul-
tat du cours est-ce un cas (tres) particulier?

¢) Soit G un groupe fini, soit H un sous-groupe distingué de G tel que (G: H) = 4.
Montrer qu'’il existe un sous-groupe K de G contenant H tel que (G: K) =2.

d) Soit K c E c F trois corps. On suppose que 'extension K c F est galoisienne et
que [F: E] = 4. Donner une condition suffisante sur 'extension K c E pour qu’il existe
un corps E' vérifiant EC E' C F.

4. Controle classant (2003)

Exercice 7.8. — a) Soit E un corps infini et soit P € E[X],...,X;] un polyndme non
nul. Montrer par récurrence sur d qu'il existe (xi,...,xz) € E4 tel que P(xy,...,x4) #0.

Soit A et B deux matrices de M, (E). On suppose qu'’il existe une extension finie F
de E telle que A et B soient semblables dans M, (F). Soit (ay,...,a4) une base de F
comme E -espace vectoriel.

b) Montrer qu’il existe des matrices P,...,P; € M, (E) telles que P;A = BP; pour
tout i et telles que det(}_a;P;) #0.

d
¢) Montrer qu'il existe xi,..., x4 € E tels que la matrice P = ) x;P; soit inversible.
i=1
En déduire que A et B sont semblables dans M,,(E).
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Exercice 7.9. — a) Quels sont les conjugués de v/2++/5 sur Q ?

b) Soit K = Q(v/2+v/5). Quel est son degré sur Q 2 Montrer que l'extension Q c K
n’est pas galoisienne.

¢) Soit Q c L sa cloture galoisienne dans C. Calculer [L:Q].

Exercice 7.10. — Soit py,...,p, des nombres premiers distincts. On note K =

QW/Pry--,/Pn)-

a) Montrer que 'extension Q c K est galoisienne.

b) Soit 0 € Gal(K/Q). Montrer qu’il existe pour tout i un élément ¢;(o) € {+1} tel que

o(vpi) =€i(0)/pi.

On note € I'application Gal(K/Q) — {£1}" telle que o — (£,(0),...,€,(0)). Montrer que
c’est un homomorphisme de groupes.

¢) Montrer que ¢ est injective.

d) Montrer que pour toute partie non vide I < {1;...; n}, il existe o € Gal(K/Q) tel que

[l €i(o) = —1. En déduire que ¢ est surjective.
iel

e) Que vaut [K : Q] ? Montrer en particulier que les réels /py,...,/Pn sont linéaire-
ment indépendants sur Q.

Exercice 7.11. — Le but de cet exercice est de démontrer un théoreme d’E. Artin
et O. Schreier (1927) qui décrit les corps F dont une cloture algébrique Q vérifie
[Q: F] < co. En particulier, on va voir que nécessairement [Q: F] = 2.

Les parties 1 et 2 sont indépendantes. La partie 3 fait usage des résultats de la par-
tie 2.

Partie 1. Corps réels clos
On dit qu’'un corps K est réel clos s’il vérifie les trois propriétés :

a) —1 n'est pas un carré dans K ;
b) tout élément de K est ou un carré ou l'opposé d'un carré.
c) le corps K(v—1) est algébriquement clos.

a) Montrer que R est réel clos, ainsi que I'ensemble RN Q des nombres réels qui sont
algébriques sur Q.

b) Si K est un corps réel clos, montrer qu'un polynome de degré impair a une racine
dans K. Plus généralement, décrire les polynomes irréductibles a coefficients dans un
corps réels clos.

¢) Soit K un corps réel clos. Si a et b sont dans K, montrer que a? + b? est un carré
dans K. En déduire que toute somme de carrés dans K est encore un carré.

d) Montrer qu'un corps réel clos est de caractéristique zéro. (Montrer que pour tout
entier n >0, nlg estun carré dans K.)
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Partie 2. Préliminaires sur les extensions cycliques
Soit p un nombre premier. Soit E c F une extension galoisienne de groupe Z/pZ.
Soit o un générateur de Gal(F/E).

a) Si x€ F, on pose
NX)=x0x)...cP ' x) et TxX)=x+0Xx)+--+0P 1 (x).

(i) Montrer que ce sont des éléments de E.
(ii) Montrer que pour x, ye F,ona N(xy)=NxX)N(y) et T(x+y)=Tx)+T(y).
(iii) Montrer que pour a€ E et x€ F,ona N(ax) = a"N(x) et T(ax)=aT(x).

b) On suppose qu'il existe { € E, { # 1, tel que {” = 1. Montrer qu'il existe y € F tel
que o(y) ={y; en déduire que y” € E et F = E(y).

c) Justifier 'existence d'un élément 6 € F tel que F = E[0]. Montrer que le détermi-
nant

1 0 02 gr-1

1 o o ... oaOP Y
det| . .

1 o1 oP 1% ... oPleP Y

n’est pas nul.

d) Montrer que T: F — E estune application E-linéaire surjective. Montrer que pour
x€eF, T(x) =0 sietseulements’il existe y € F telque x=0(y)—y.

e) On suppose que E est un corps de caractéristique p.Montrer qu’il existe y € F tel
que o(y) = y+ 1. En déduire que F = E(y) etque y?—y€E.

Partie 3. Théoréme d’Artin-Schreier
Soit Q un corps algébriquement clos et F c Q un sous-corps, distinct de Q, tel que
[Q: F] <o0o.On notera i un élément de Q de carré —1.

a) Montrer que I'extension F c Q est galoisienne. (Si F est de caractéristique p >0,
on montrera d’abord que le corps F est parfait.)

Dans les questions 11 a 14 qui suivent, on suppose que [Q : F] est un nombre pre-
mier p.
b) Quel est le groupe de Galois de 'extension F <) ?

¢) (i) Si ze Q, montrer que T(2)P —T(z) = T(z" - z).
(ii) Montrer que tout élément de F est de la forme x” — x avec x€ F.
(iii) En déduire que F n’est pas de caractéristique p. (Utiliser la derniére question
de la premiere partie.)

d) On suppose que p est impair. Montrer que F contient un élément ¢ # 1 tel que
(P = 1. D’apreés la partie 1, question 2, il existe y € Q tel que Q = F(y) et y” € F. Soit
z€Q tel que z” = y ; montrer que N(z)” = yP et obtenir une contradiction.
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e) Onadonc p=2. Montrer que Q) = F(i) et que F est un corps réel clos.

f) (Retour au cas général.) Montrer que F estréel clos et que [Q: F] =2.
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formules de Cardan, 111, 112, 167 14
formules de Newton, 27 nombre premier de Fermat, 100
Galois, Evariste, 66 normalisateur, 58, 125
correspondance, 55 noyau, 76
Gauss, 99, 102 opération, 78
et les polygones réguliers, 99, 102 orbite, 78, 95
groupe, 75 partition, 85
commutatif, 75, 116, 122 place d’'un corps, 120
cyclique, 102 point constructible a la régle et au compas, 1
nilpotent, 84, 94 polynome
résoluble, 82, 115 cyclotomique, 98, 101
simple, 81, 96 irréductible, 11
groupe abélien minimal, 11
cyclique, 27 séparable, 52, 135, 150
fini, 27 polynéme symétrique, 18, 27, 137
groupe alterné, 87 élémentaire, 18, 27
est simple, 96 produit semi-direct, 93
groupe de Galois, 55, 98, 104, 106, 112, 155 propriété universelle, 6, 7, 30
différentiel, 151, 156 quaternions, 3, 4, 92
groupe de Klein, 108 racine primitive de I'unité, 98, 99, 102, 107, 116,
groupe symétrique, 85, 96 134,135
Hamilton, William Rowan, 3 résoluble par radicaux, 123
Hermite, Charles, 21 résolvante, 65, 112, 126
Hilbert, David, 163, voir théoreme des zéros résolvante de Lagrange, 107, 109
homomorphisme résultant de deux polynémes, 74
d’anneaux, 4 Ruffini, Paolo, 116
de corps, 5 signature d'une permutation, 86
de groupes, 76 somme de Gauss, 71
idéal, 37 sous-annea

différentiel, 142, 150 engendré, 10



sous-anneau, 4, 120, 136
engendré, 10
sous-corps, 156
engendré, 4, 10
sous-groupe, 76
de Sylow, 94, 113, 135
dérivé, 80
distingué, 79, 92
engendré par une partie, 76
sous-groupe de Sylow, 94
stabilisateur, 70, 78, 126
systeme de calcul formel, 66, 123, 124, 134, 157
théoreme d’Abel sur I'équation générale, 116
théoreme d’irréductibilité de Hilbert, 129, 130
théoreme de Cebotarev, 126
théoreme de Bézout, 38
théoreme de Chevalley-Warning, 72
théoreme de Dirichlet, 72
théoréme de Frobenius, 126
théoreme de Galois, 55, 58
théoreme de Gauss
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