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Master 2éme année
Programme des enseignements fondamentaux

Ces cours permettrons aux étudiants du master de renforcer leurs connaissances de base. Ils sont, en
particulier, fortement recommandés aux étudiants souhaitant passer le concours de ’agrégation.

Compléments d’analyse (20 heures de cours+20 heures de TD).
Compléments de géométrie (20 heures de cours+20 heures de TD).

Compléments d’algébre (20 heures de cours+20 heures de TD).

e Compléments de théorie des groupes : groupes finis, théoréemes de Sylow ; groupes opérants sur un
ensemble.

e Théoréme des facteurs invariants (cas d'un anneau de base euclidien). Application aux groupes
abéliens et aux endomorphismes d’espaces vectoriels.

e Réseaux de R".

e Répartition des nombres premiers : Théoréme de Dirichlet au moins dans le cas p = 1 (mod n),
formes faibles du théoréme des nombres premiers (théoreme de Tchebitcheft).

e Quaternions et applications.
Les TD pourront aussi étre ’occasion d’étudier quelques théoremes classiques :
- Transcendance de e et 7.
- Théoreme de Perron-Frobenius
- Comparaison des preuves du théoreme d’Alembert-Gauss. . .
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CHAPITRE I : ACTIONS DE GROUPE

C’est l'intérét premier d’un groupe que d’agir sur un ensemble (muni ou non d’une structure). Tout les
ouvrages de la bibliographie traitant des groupes y consacrent au moins un chapitre.

§1 ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE.

Définition I-1 : Une action (& gauche) d’un groupe G sur un ensemble X est une application ¢ :

GXX — X
QOI
(g,x) +— g-z:=¢(9,)

telle que quels que soient g,h € G et x € X, alors (gh) -z =g (h-z) et e-x = x ol e est I’élément neutre
de G. On P'appelle encore opération de G sur X et on dit que G agit ou opére sur X.

On définit de méme une action a droite comme une application (g,z) — x - g telle que - gh = (z-g) - h
etr-e=ux.
Remarques :
1 On notera parfois gz I’élément g-z de X mais cette notation est & éviter lorsque X est égal & G (4 cause des risques de
confusions).
2 Dans tout ce qui suit on ne considére que des actions & gauche.
On peut voir une action comme un morphisme de G dans le groupe &x des permutations de X :
Proposition I-2 : Si G agit sur X par (g,z) — ¢ -z, alors pour tout g € G 'application 7, : & — g - x est
une permutation de X, et g — m, est un morphisme de G dans Gx i.e. g, = Ty o m,. Réciproquement, si
g — pg est un morphisme de G dans Sx alors I'application (g,x) — py(x) est une action de G sur X. Cela

établit deux bijections réciproques entre I’ensemble des actions de G sur X et ’ensemble des morphismes de
G dans Gx.

Preuve : 1l est clair que m.(z) = e -2 = « donc 7, = id. Par ailleurs, 7, o mp(z) = mg(h-x) =g - (h-x) =
gh-x = mgp(x) et en particulier gy o7 -1 = id donc 74 est inversible : c’est une permutation de X et g — 7,
est un morphisme.

Réciproquement : soit g — p, un morphisme G — Gx. Si on pose g -z := py(z), on a e -z = p.(z). Or, p.
est I'image de e par un morphisme, donc c’est I'identité et e-x = x. De méme, gh-x = pgp(z) = pgopp(x) =
Pg(pr(z)) =g - (h-x) ce qui prouve qu’on a une action de G sur X. O
Définition I-3 : Si G agit sur X, la relation x ~ y définie par : il existe un élément g € G tel que y =g - x
est une relation d’équivalence sur X. La classe de x € X pour cette action s’appelle I'orbite de x,on la note
G - = ; 'ensemble des orbites forme une partition de X.

On dit que 'action est transitive ou que G agit transitivement s’il n’y a qu’une seule orbite .

Le noyau de 'action est le noyau du morphisme G — & x associé, c’est-a-dire I'ensemble :
{geG;VreX, g-x=uxa} des g qui fixent X. On dit que I’action est fidéle (ou que G agit fidélement) si
son noyau est réduit a {e}.

Remarque : L’action est transitive si elle peut transformer tout élément en tout autre. Attention ! Cela ne veut pas dire

que le morphisme dans & x est surjectif !!! regarder C; et &3 agissant sur {1,2,3}.

Exemples :

1 GL,(R) agit sur R”.

2 Si K est un corps, (K*, x) agit par multiplication sur K™ — {0}.

3 Le groupe G des rotations de I’espace vectoriel euclidien R? agit sur R3 (chaque rotation envoie un point
de R3 sur un autre point). Les orbites sont les spheres centrées & 'origine. L’action n’est donc pas transitive.
Elle est fidele car la seule rotation fixant tout point de R? est I’identité.

4 Si X est un ensemble, G x agit sur X par permutation. L’action est transitive et fidele.

5 Tout groupe G agit sur lui-méme par multiplication & gauche : g - h = gh. Cette action est transitive et
fidele. Ce dernier exemple montre donc le :

Théoréme I-4 : (Cayley) Tout groupe G est isomorphe & un groupe de permutations, c¢’est-a-dire a un
sous-groupe du groupe des permutations sur un ensemble X (& savoir X = G).
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Preuve : L’action fidele de G sur lui-méme donne un morphisme injectif de G dans Sg.

Remarque : 1l suffit donc pour étudier tous les groupes de connaitre les sous-groupes des groupes symétriques, d’oti "importance
de ces derniers (cf. §3 et 4).

Exemples : (suite)

6 Tout groupe G agit sur lui-méme par conjugaison : (g,7) — g -z := grg~"' (ce dernier produit étant le
produit dans le groupe G) ; on voit ici le danger de noter gz & la place de g - x. Cette action n’est pas
transitive si G # {e} (l'orbite de e est réduite & e lui-méme). Le noyau de P’action est le centre du groupe,
Paction n’est donc fidele que si ce centre est réduit a {e}.

7 GL, (k) opere sur M, (k) par conjugaison : (P, M) — PMP~1. Les orbites sont les classes de similitude

(si k =Cily en a autant que de formes de Jordan).

. az+b . .. N
8 Le groupe des homographies z — P (a, b, ¢, d € C, ad —bc # 0) agit transitivement et fidelement sur

cz

CU {oo}.
9 Soit f : R® — R™ telle que pour tout point P € R" il existe une unique solution zp de I’équation
différentielle 2’ (t) = f(x(t)) avec la condition initiale 2:(0) = P. Alors R agit sur ’espace R™ par t.P = zp(t)
et les orbites sont les trajectoires, c’est-a-dire les courbes intégrales de cette équation différentielle.

10 Soit G un groupe opérant sur un ensemble X et f un morphisme d’'un groupe I' dans G. Montrez que
'xX — X
définit une action de I sur X (si f est injective on parle de restriction de l’action, si f

(v,z) — fO)=
est surjective on parle d’inflation).

§2 FORMULES DES CLASSES.
Ce chapitre est classique, le 2 du théoréme 8 est moins souvent évoqué, on pourra consulter [AB], [M] & son
sujet. Dans tout ce paragraphe, G est un groupe agissant (& gauche) sur un ensemble X.
Définition I-5 : Le stabilisateur d’un élément x € X pour 'action de G est I’ensemble
G,={9€ Ggg-x=xa}, c’est un sous-groupe de G.
Remarque : Attention ! il n’y a aucune raison, & priori, pour qu’il soit distingué.

g = g
Proposition I-6 : Pour z fixé dans G, 'application o . x définit une bijection de I'ensemble G /G,
des classes a droite modulo G, sur 'orbite de x. Ainsi le cardinal de I'orbite G -z est égal a 'indice (G : G).
Preuve : L’application g — ¢ - x est une surjection de G sur G - x. Par ailleurs :
g r=g v+ gly r=2 = ¢g¢decCG, &= ¢gG,=7gG,. O
Remarque : Cela montre en particulier que si G est un groupe fini et si 2,y sont dans la méme orbite, alors les stabilisateurs
G, et G, ont méme cardinal puisqu’ils ont méme indice. Mais il y a mieux :
Proposition I-7 : Siy = g - x, la conjugaison h +— ghg~' par g dans G définit un isomorphisme de G, sur
Gy.
Preuve : Si h € G, alors ghg™' -y =gh- (97" -y) = gh-x = g-x =y donc ghg™' € G,,. Ainsi la conjugaison
définit bien un morphisme (car conserve loi de G) de G, dans G,,, d’inverse k — g~ 'kg. O

1

Le résultat fondamental dans 'utilisation des actions de groupes finis est le suivant, connu sous le nom de
formules des classes :

Théoréme I-8 : (formules des classes) Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X, alors :
n
1 #X = Z(G : G,) ot les z; forment un systéme de représentants des orbites.
2 Le nomll?rle n d’orbites est donné par la formule :
n= # Z #X,
geG

ou X, ={x € X; g-x =z} est 'ensemble des points de X fixés par g (au contraire du stabilisateur : c’est
ici g qui est fixé).



Preuve :

1 Les orbites forment une partition de X donc le résultat découle de la proposition 2.

2 La somme ) . #X, est le cardinal de I'ensemble A = {(g,2) € G x X ; g~z = z}. Si on choisit un
systéme (z;) de représentants des orbites, alors :

n n

#A=D " #G, =Y (#G.,)(forbite de z;) = Y (#G,,)(G : G,) = n#G.

reX i=1 i=1

O
Ces formules ont de trés nombreuses applications dont nous verrons quelques unes plus loin dans ce cours.
Citons en particulier :
- Un groupe d’ordre p"m (p premier, m premier a p) admet un sous-groupe d’ordre p”.
- Le théoreme de Wedderburn : tout corps fini est commutatif.
- Le calcul du nombre de coloriages différents d’un cube (par action du groupe d’isométries laissant le
cube stable sur ’ensemble des sextuplets de couleurs).

Démontrons simplement une application, liée & la théorie de Sylow (chapitre VI) :
Proposition I-9 : Un groupe G de cardinal p" oti p est un nombre premier et n > 0 a un centre non trivial.

Preuve : On fait agir G sur lui-méme par conjugaison. Le stabilisateur d'un z € G est G (c’est-a-dire l'orbite

n’a qu'un élément) si et seulement si = est dans le centre Z(G). Tout autre stabilisateur a un indice qui est un

diviseur de p™ différent de 1, donc multiple de p. Ainsi la premiere formule montre que p™ = #Z(G)+multiple

de p et donc #Z(G) est un multiple de p (non nul car Z(G) contient au moins e). O
Complétons I'introduction au groupe symétrique faite dans le premier chapitre.

§3 CONJUGAISON DANS LE GROUPE SYMETRIQUE.

On étudie les classes d’équivalence pour la relation de conjugaison. Rappelons que &,, (comme tout
groupe) agit sur lui-méme par conjugaison. On cherche & étudier les orbites de &,, pour cette action c¢’est-
a-dire reconnaitre quelles sont les permutations conjuguées. La permutation conjuguée de ¢ par une permu-
tation 7 est 7or L. Il suffit pour la calculer de savoir conjuguer un cycle puisque :

TCY ... C,«T_l = 7‘017'_1 cee TCTT_I, or

(i1 i) = (7(in) . .. (i)

(comparer & gauche et & droite I'image des éléments 7(i1),...,7(é-) ainsi que des autres entiers)

Exemple : Dans G4 on a (134)(13)(24)(134)~! = (34)(21).
En remarquant que la conjugaison ne change pas la longueur d’un cycle, on obtient ainsi :

Proposition I-10 : Si on appelle type d’une permutation o = ¢ ... ¢, la suite (l1,...,l,) des longueurs des
cycles ¢; classées par ordre croissant (i.e. 1 <y <ls < ... <), alors deux permutations sont conjuguées
dans &, si et seulement si elle ont méme type ( ici encore il est important de prendre de vrais cycles).

Preuve : Deux permutations conjuguées sont de méme type par ’étude précédente.

Réciproquement, donnons nous deux permutations ¢ =c¢;...¢, et 0/ = ¢ ...c, de méme type décomposées
en cycles de supports disjoints. L’égalité des types montre que r = s et quitte a ordonner les cycles par
longueur croissante (on le peut car ils commutent ), deux cycles ¢; et ¢, ont méme longueur, soit ¢; =
(i1 -de,) et ¢, = (Jr1---Jei, ) Tous les entiers i, ,, sont distincts et en méme nombre que les j;, ; il y a
donc une permutation 7 qui envoie chaque %, sur le j;, correspondant et le complémentaire des %, sur le
complémentaire des j; ,,. D’apres le calcul du conjugué d’un cycle, on en déduit que Te; 771 = ¢} et par suite
que ToT 1 =o', O

11 ey
Autrement dit : si o= (i1 ...0%)(.. ) (.. 0) et o = (J1... k). ) (... 751) alors T = < ) convient.
- i
Application au calcul du cardinal des classes de conjugaison
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1 n!
Théoréme I-11 : Les r-cycles de G,, forment une classe de conjugaison de cardinal fﬁ. Plus
r(n—r)
généralement, les permutations de type (ly,...,l1,...,lk,...,lx) forment une classe de conjugaison de car-
—— ——
ny fois nyg fois
dinal " T L I le cardinal d d
ina - ol § = ;n; est le cardinal du support de o.
(n—s)!lzlni!lzm 2 limi PP
Preuve : Tout r-uplet (il, .. z'r) définit un cycle (i1 ...14,) et chaque cycle provient de r tels r-uplets puisque
(i1...9.) =(i2...4p41)=....Orilya ( T -uplets, d’ou le nombre de r-cycles.
Dans le cas général, si s = > nyl;, tout s-uplet (i1,...,4s) définit une permutation de type
(o liy ey ly .oy 1), & savoir
SN—— ——
ny fois ny fois
(CETE TR0 [ (7 T I R S S I (RO I (AP RPN (AP P GV 8 B
ni n2 Nk

Le nombre de s-uplets est = ul Ties)t et deux s-uplets définissent la méme permutation si et seulement si on
permute circulairement les éléments d’'un méme paquet (ce qui correspond aux différentes écritures d’un
méme cycle), ou qu’on permute entre eux deux paquets de méme longueur (ce qui ne fait qu’échanger deux

cycles, qui commutent). Il y a [] 17 permutations de la premiere sorte, et [[ n;! de la seconde, d’ou le résultat.
O

Exercice 1 : Combien il y a-t-il de classes de conjugaison dans &y, vérifier que la somme de leurs cardinaux
vaut 120 (on trouve 1+ 10 + 15 + 20 + 20 4 30 + 24 = 120).

§4 GENERATEURS — SIGNATURE — GROUPE ALTERNE.

On sait que le groupe G,, est engendré par les cycles. Il est souvent utile, pour montrer certaines
propriétés des permutations, de pouvoir se restreindre a un ensemble plus petit de générateurs (par exemple
pour le cube dont le groupe des isométries est isomorphe o S4). La proposition suivante fournit de tels
ensembles :

Théoréme I-12 :

1 Le groupe &,, est engendré par les transpositions.

2 Le groupe G,, est engendré par les transpositions de la forme (1%).

3 Le groupe &,, est engendré par les transpositions, dites élémentaires, de la forme (i i+ 1).
4 Le groupe 6,, est engendré par les deux permutations (12) et (12 ... n).

Preuve :
1 11 suffit d’écrire tout cycle comme produit de transpositions, ce qui est possible car :

(i1 ...9k) = (i10g) ... (i1i3)(i1i2)
(vérifier sur chaque élément. Attention ! on commence par la droite car c’est un composé d’applications).
2 D’apres 1, il suffit d’écrire toute transposition comme produit de transpositions de la forme (1) ce qui
est aussi possible puisque (ij) = (14)(15)(1:) (on passe de (1j) a (ij) par conjugaison, cf. le calcul d’un
CONjugué).
3 Puisque par conjugaison (1i) = (i—1¢)(1 ¢—1)(¢—1 ¢), on voit par récurrence sur ¢ que toute transposition
(17) est produit de transpositions élémentaires.
4 La transposition (12) et le cycle ¢ = (12...n) engendrent les transpositions élémentaires (et donc &,
entier) grace a la relation de conjugaison (i + 1 i+ 2) = ¢*(12)c". O
Remargu Toute permutation est donc produit de transpositions, mais elles ne sont pas uniques (voir la preuve du 2), pas
plus que leur nombre. Cependant ce nombre a une parité bien définie qui découle de la notion suivante :

Définition I-13 : Une inversion d’une permutation o est un couple (i, j) tel que i < j et o(i) > o(j), ou

U()

encore tel que _U(j) < 0. La signature de o est le nombre

6(0’) — (_1)nombre d’inversions de o _ H(i,j) a(i)—o(j)

i—j



(car o est une bijection donc la valeur absolue du produit vaut 1) . On dit que o est paire (resp.
impaire) si e(o0) =1 (resp. —1).
Proposition I-14 : La signature € : &,, — {+1} est un morphisme de groupes (en particulier o7 et 7o ont
méme signature). Deux permutations conjuguées ont méme signature : e(oro™1) = e(o)e(T)e(0) ™! = €(7)).
Preuve : Si 1,0 € &,,, 'application (¢,j) — {7(¢),7(j)} est une permutation des couples d’entiers, que ’on
peut réordonner :

or(i) —or(§) _ p o) —orl) py T —T6) _ o
E i—J _(11_][) 7(2) — 7(j) (H) i—j = €(o)e(7).

Car dans le premier produit du second terme on peut, s’il le faut changer 'ordre au numérateur et au
H or(k) —or(l) 0
U= ==0

T(k)<7(l)

dénominateur pour avoir

Proposition I-15 : Toute transposition est impaire. Ainsi, pour n > 1, € est un morphisme surjectif, et une
permutation est paire si et seulement si elle est produit d’'un nombre pair de transpositions.

Preuve : Toute transposition est conjuguée de (12) donc a méme signature. Or pour (12), seule la paire
{1,2} fournit une inversion. O

Définition I-16 : Pour n > 2, le noyau 2,, de la signature &,, — {£1} est un sous-groupe normal d’indice
2 de G, appelé le n-iéme groupe alterné. C’est donc I'ensemble des permutations paires.

Preuve : Pour vérifier qu’il est d’indice 2, il suffit de remarquer que le morphisme surjectif ¢ définit un
isomorphisme de &,,/2, sur {£1}. O

De méme que dans le cas du groupe symétrique tout entier, il est intéressant de trouver dans 2, des
générateurs privilégiés :
Proposition I-17 : Sin > 3, le groupe 2,, est engendré par les 3-cycles.

Preuve : Toute permutation paire étant un produit d’'un nombre pair de transpositions de la forme (1a), il
suffit de remarquer que (1b)(1a) = (1ab). O

Remarque : La preuve du théoréme II-11 montre que la signature d’un cycle de longueur n est (—1)"~'. Nous montrons
maintenant un résultat essentiel dans I’étude des équations algébriques. Il est di a Galois et permet de
montrer qu'un polynéome de degré 5 ou plus n’a en général pas de racine exprimable par radicaux a partir
de ses coefficients comme c’est le cas en degré 2, 3 ou 4.

Théoréme I-18 : 2, est un groupe simple si et seulement si n # 4.

Preuve : Les trois premiers sont simples pour raison de cardinal.

A4 n’est pas simple car I'identité et les trois produits de 2 transpositions forment un sous-groupe (en fait
isomorphe & (Z/27)%), évidemment stable par conjugaison donc normal.

On suppose donc maintenant que n > 5.

On commence par montrer que les 3-cycles sont tous conjugués dans 2, si n > 5. En effet deux 3-cycles ¢, ¢/
sont conjugués dans &,, : ¢ = oco~!. Si o est impaire, on choisit des entiers a,b ¢ Supp(c) (ici n > 4 est
crucial) de sorte que la transposition 7 = (ab) commute & ¢, donc ¢’ = (o7)c(o7)~! et o7 est paire.

Le lemme suivant permet d’étudier les autres classes de conjugaison dans 2, : (rappel : le cardinal de l'orbite
est l'indice du stabilisateur)

Lemmel-19 : Sio € 2, les conjugués de o dans S,, forment une (resp. deux) classe(s) de conjugaison dans
A, s’il existe une permutation impaire commutant a o (resp. sinon).

Preuve : Soit A, , (resp. Cy ) le stabilisateur de o pour l'action de 2, (resp. &,) sur lui-méme par
conjugaison, c’est-a-dire les permutations de A,, (resp. S,) commutant & o. Puisque le nombre de conjugués
(cardinal de l'orbite) est I'indice du stabilisateur, on voit que si 4, , = Cy, » alors #A,, - 0 = %#Gn -0, et
que si A, , est d’indice > 2 dans C), , alors #,, - 0 > #6,, - 0, d’ott égalité car A,, -0 C S, - 0. O
Ainsi les 15 produits de 2 transpositions sont tous conjugués dans 25 puisque (12) commute a (12)(34).
Par ailleurs, les permutations commutant au cycle o = (12345) forment un groupe d’indice 24 (nombre de
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5-cycles) de &5, donc de cardinal 5. Il n’y a donc que les 5 puissances de o, qui sont toutes dans 5. Par
suite les vingt-quatre 5-cycles forment deux classes de conjugaison de 2A5. Les trois cycles sont conjugués
dans A5 et au nombre de 20.

La partition de 25 en classes de conjugaison est donc :

classe: {id} Cs C C5 Ci
cardinal : 1 20 15 12 12

Les seules réunions de classes contenant {id} ayant un cardinal divisant 60 sont donc {id} et 5. Un sous-
groupe de s étant réunion de telles classes s’il est normal, on en déduit que 25 est simple.

LemmeI-20 : Sin > 4 et H est un sous-groupe normal de 2, contenant un 3-cycle, alors H = 2,,.

Preuve : Les 3-cycles sont conjugués dans 2, et engendrent 2,,. UJ

De facon analogue, en utilisant ce lemme, montrons maintenant que g est simple :

On fixe un sous-groupe H distingué dans 20g.

Si les o dans H \ {e} ont tous support {1,...,6}, ils sont de la forme (12)(3456) ou (123)(456). Il y a 90
(resp. 40) conjugués de ces permutations dans Gg, et comme plus haut le nombre de conjugués dans g est
90 car commutant avec (12) (resp. 40 car commutant avec (14)(25)(36)). Donc le cardinal de H est somme
de certains des nombres 1,40, 90 y compris 1, et une telle somme ne divise #2s = 360 que si elle vaut 1.

On suppose donc que H contient un o # id fixant par exemple 1 (Idée : H contient un sous-groupe normal de
A5 donc 25 donc un 3-cycle. Idem avec 2g.) Soit G; C 2 les permutations qui fixent 1 (c’est le stabilisateur
pour quelle action 7). Alors G est isomorphe & 5, et H N G; est un sous-groupe normal de G; (car stable
par conjugaison par (1), donc égal & G; donc H contient le 3-cycle (234) d’ou H = .

On peut maintenant supposer que n > 6 et montrer que 2, est simple : soit H un sous-groupe normal, et
o # id une permutation de H. Soit 7 un 3-cycle qui ne commute pas & o (si o(a) # a, soit b, ¢ deux autres
entiers, alors 7 = (o(a), b, ¢) convient).

Alors 01 = o(totr71) est élément de H (car H est normal ) et produit de deux 3-cycles (oro~1)771. 1l
existe donc un ensemble de 6 entiers iy, . .., i contenant son support. Soit F' ’ensemble des permutations de
A, de support dans {iy,...,is}. C’est un sous-groupe de 2,, isomorphe & s et H N F en est un sous-groupe
normal (stable par conjugaison) contenant oy # id (c’est pas id car ils ne commutent pas) donc HNF = F
soit H D F. Donc H contient un 3-cycle par exemple (i1 i2143), et H = 2. O

Corollaire I-21 : Les polynémes de Q[X] de degré > 5 ne sont pas tous résolubles par radicaux.

Preuve : Voir au paragraphe 6.

Corollaire I-22 : Pour n > 4, les groupes dérivés de U, et G,, sont égaux a 2A,,.

Preuve : La signature d’'un commutateur est paire donc D(2,,) C D(&,) C %,. Par ailleurs, D(2,,) est
normal dans 2, et non réduit a {id} car A, n’est pas abélien. O

Remarque : Autre démonstration : tout 3-cycle est un commutateur. Or, si ¢ est un 3-cycle, alors o2 aussi,
1—1

donc conjugué dans 2, & o, soit 0 =707 0

Exercice 2 : D(24) est le groupe de Klein V,. En effet c’est un sous-groupe distingué, donc soit 4 soit Vj
(pas 1 car 04 n’est pas abélien) ; c’est le plus petit & quotient abélien or |24/Vy| = 12/4 = 3 donc est abélien.
Corollaire I-23 : Sin > 5, les seuls sous-groupes distingués de &,, sont {id}, &,, et A,.

Preuve : 2, est un sous-groupe normal de &,,. Soit H un sous-groupe distingué de &,,. Alors H N2, <2,
donc vaut {id} ou 2,,. Dans le second cas, H vaut &,, ou 2,,. Dans le premier cas, la signature H — {+1}
a un noyau trivial donc #H < 2. 1l reste & exclure le cas #H = 2. Or dans ce cas H = {id, o}, donc pour
T € 8, le conjugué 7o7 " est encore dans H et d’ordre 2 donc vaut o, ce qui veut dire que o est dans le
centre de G,,. On conclut en utilisant le :

LemmelI-24 : Sin > 3, le centre de &,, est réduit a I'identité

Preuve : Si o # id, soit a € {1,...,n} tel que o(a) # a et b un élément différent de a et de o(a). Alors si
7= (bo(a)), il vérifie To(a) = b et o7(a) = o(a) donc o n’est pas dans le centre.
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Ceci achéve la preuve du corollaire. OJ

§5 THEORIE DE SYLOW.

La théorie de Sylow permet de compter dans certains cas le nombre de sous-groupes de cardinal donné
d’'un groupe G. Ce cardinal doit bien str diviser celui de G (théoréme de Lagrange), la théorie de Sylow
etudie cette question lorsque le cardinal est une puissance d’un nombre premier.

Dans tout ce paragraphe, p désigne un nombre premier. Commencons par quelques résultats utiles
sur les éléments et groupes d’ordre une puissance de p.

Théoréme I-25 : (Cauchy) Tout groupe G d’ordre multiple de p contient un élément d’ordre p.

Preuve : On procede par récurrence sur #G. Commencons par le cas abélien plus facile. Si G, abélien contient
un élément g d’ordre multiple de p, soit pk, alors g¥ convient. Sinon, fixons un élément non neutre g qui est
donc d’ordre ¢ premier & p. Ainsi le quotient G/ < g > (groupe car G abélien) est d’ordre #G/t multiple de
p et par récurrence contient un élément h = h < g > (ot h € G) d’ordre p. Ceci prouve que h est d’ordre
multiple de p (car = h™) et comme plus haut une puissance de h est d’ordre p.

Passons au cas général, G agit sur lui-méme par conjugaison. Les éléments du centre Z(G) sont ceux dont
lorbite n’a qu’un élément. Si ce centre (abélien) est d’ordre multiple de p, le cas abélien achéve la preuve.
Sinon la formule des classes, qui s’écrit ici

#G = #2(G)+ Y (G :G,)

montre qu’il existe un élément x; ¢ Z(G) dont le stabilisateur G, est d’indice non multiple de p, donc de
cardinal multiple de p. Puisque #G,, < #G (car non dans le centre) la récurrence s’applique a G, . O

Définition I-26 : Un p-groupe est un groupe dont tout élément est d’ordre puissance de p.
Remarque : 11 peut étre infini par exemple {n/p* € Q/Z ; n € Z,k € N}.
Proposition I-27 : Un groupe fini G est un p-groupe si et seulement s’il est d’ordre puissance de p.

Preuve : Tout groupe d’ordre puissance de p est un p-groupe par le théoreme de Lagrange. Réciproquement,
si un premier g # p divise #G, le groupe G contient un élément d’ordre ¢ (par Cauchy) donc n’est pas un
p-groupe. O

Proposition I-28 : Si G est un groupe d’ordre p”, et si 0 < s < r, alors G contient un sous-groupe d’ordre
S

pe.
Preuve : Par récurrence sur #G. Il n’y a rien & démontrer si » = 0. Faisons agir G par conjugaison sur
lui-méme. Le stabilisateur G, de chaque élément = ¢ Z(G) est un sous-groupe strict de G donc d’indice
multiple de p. La formule des classes prouve ainsi que p | #Z(G) et donc que le centre contient un élément
¢ d’ordre p. Le sous-groupe < ¢ > est alors normal (car central) et le groupe G/ < ¢ > d’ordre p"—!
contient par récurrence un sous-groupe H d’ordre p*~!. L’image inverse H = 7~ '(H) de H par la projection
m: G — G/ < ¢ > est un sous-groupe de G contenant ¢, et la projection 7 : H — H est surjective de noyau
< ¢ > ce qui prouve que H ~ H/ < ¢ > . Par suite #H = p.p*~! = p°. O
Définition I-29 :

1 Si H est un sous-groupe d’un groupe G ses conjugués, dans G, sont les images gHg™' de H par
conjugaison par les éléments de G.

2 Si G est un groupe fini, p un nombre premier et p” la plus grande puissance de p qui divise #G, alors tout
sous-groupe de G de cardinal p" s’appelle un p-(sous-groupe de ) Sylow de G.

Remarques :
1 En particulier H est normal si et seulement s’il est son seul conjugué.

2 Les conjugués de H sont isomorphes a H car la conjugaison est un automorphisme.
3 Si p ne divise pas #G le p-Sylow est {e}.

Exemple : Les 2-Sylow de S5 sont d’ordre 8, les 3-Sylow de S5 sont d’ordre 3, les 5-Sylow de S5 sont d’ordre
5. Ils sont d’ordre 1 pour les autres valeurs de p. Faire la méme chose avec Sg.

Le résultat central de ce chapitre est le suivant :



Théoréme I-30 : (Sylow) Soit G un groupe fini, p un nombre premier.

1 Pour tout entier s tel que p° divise #G, il existe un sous-groupe de G d’ordre p®. En particulier il existe
un p-Sylow de G.

Le nombre n,, des p-Sylow de G vérifie n, = 1(p) et n, | #G.

2 Le conjugué d’un p-Sylow en est aussi un et réciproquement tous les p-Sylow sont conjugués dans G. Enfin
tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-Sylow.

Remarque : Si p” est la plus grande puissance de p divisant le cardinal de G, le nombre n, des p-Sylow de
G divise donc #G/p" et est congru & 1 modulo p ce qui est une restriction tres forte.

Preuve :

a. Montrons Pexistence d’un p-Sylow (et donc de sous-groupes d’ordre p® par la prop. 4).

Notons #G = n = p".m ou (m,p) = 1. On peut supposer r > 0 sans quoi {e} est un p-Sylow. Soit X
l’ensemble des parties de G (on dit bien parties, pas sous-groupes) & p” éléments. Son cardinal

p =1 .

n n—1

X = = :
wx= (1) =T 2=

0

est premier & p car p"m — i et p” — ¢ sont divisibles par la méme puissance de p tant que ¢ < p”. Le groupe
G agit sur X par multiplication :

(9, A) = g.A={ga; ac A}

(qui a bien p" éléments).

Puisque p ne divise pas #X, une orbite G - Ay au moins a un cardinal (G : G 4,) non multiple de p d’apres
la formule des classes. Par suite #G 4, est multiple de p". Par ailleurs, si a € Ay, les g.a (g € G4,) sont
distincts (car les ga (g € G) sont distincts ) et dans Ag Aot #G 4, < #A9 = p" ce qui prouve qu’il y a
égalité et que G4, est un p-Sylow.

b. La conjugaison ne change pas le cardinal donc tout conjugué d’un p-Sylow est un p-Sylow.

c. Montrons que tout p-sous-groupe est dans un p-Sylow et que les p-Sylow sont conjugués dans G.

Fixons pour cela un p-Sylow S, et un p-sous-groupe H de G (qui peut étre un p-Sylow ou non). Il suffit de
montrer que H est dans un conjugué de S.

Faisons agir H sur l’ensemble X; des classes modulo S par (h,gS) — hgS. Puisque X; est de cardinal
(G : S) = m premier & p et que les orbites ont des cardinaux puissances de p (les stabilisateurs sont des
sous-groupes de H), 'une au moins a cardinal 1. Notons la ¢S, de sorte que gal(hgo) € S pour tout h € H
soit h € gOSgal.

d. Il reste a montrer les conditions sur n,,.

Le p-Sylow S = S; agit par conjugaison sur I'ensemble de tous les p-Sylow X, = {S1,...,S5,,}. L'unique
orbite & 1 élément est celle de S; : en effet si S; = s5;571 pour tout s € S;, alors 5;S; = S;5; donc ce
produit ensembliste est un sous-groupe (pourquoi %) et S; est normal dans S1.S; (faire le calcul) ; mais S; et
S1 sont des Sylow de S15; et par suite sont conjugués dans S1.5;, donc égaux (par normalité). Il résulte de
cela que les autres orbites sont de cardinal une puissance non triviale de p donc que n, = #X, = 1(modp).
Enfin si G agit sur X, par conjugaison, on a vu qu’il n’y avait qu'une orbite qui a donc n, éléments et
n, = (G : Gg,) divise #G. O
Exemple : Il n’existe pas de groupe simple d’ordre 15 ; en effet, dans un groupe d’ordre 15 le nombre ns de
5-Sylow vérifie ny = 1(mod s5) et ns | 3 donc ns = 1. Il y a ainsi un seul 5-Sylow ce qui veut dire qu’il est
son seul conjugué et par suite est normal.

Exercice 3 : Faire la méme chose pour 63 (voir n7). Pour 56 ¢’est un peu plus subtil : il ne peut y avoir a la
fois sept 2-Sylow et huit 7-Sylow (compter les éléments d’ordre 7 ou divisant 2).

Exercice 4 : Montrez que si G/Z(G) est cyclique, G est abélien (et réciproquement !). En déduire que tout
groupe d’ordre p? est abélien. Cette propriété est-elle encore vraie si on remplace G/Z(G) est cyclique par
G/Z(G) est abélien (réutilisez le groupe des isométries du plan affine euclidien conservant un carré).
Exercice 5 : Soit G un groupe non abélien d’ordre 6. Montrez qu’il existe un élément de GG d’ordre 3 et que cet
élément engendre un sous-groupe distingué. En déduire que G est isomorphe au groupe S3 des permutations
de trois éléments.
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§ 6 SUITES DE COMPOSITION — GROUPES RESOLUBLES.

Il s’agit, suivant ’expression consacrée, de dévisser un groupe pour faire apparaitre des groupes simples.
On pourra consulter [C], [C]].
Définition I-31 : Soit G un groupe fini, une suite croissante {e} = Go C Gy C ... C G,—1 C G, = G de
sous-groupes est une suite normale si quel que soit i (0 < i <n —1) G; est distingué dans G,11, le nombre
n est la longueur de la suite et les G,;11/G; sont ses quotients.
Définition I-32 : Une seconde suite normale est dite plus fine que la premiére si tous les G; de la premiére
apparaissent dans la seconde ; ceci donne une relation d’ordre sur I’ensemble des suites normales.
Définition I-33 : Une suite normale, sans répétition, qui est un élément maximal pour la relation d’ordre
s’appelle une suite de composition.
La proposition qui suit est évidente :
Proposition I-34 : Une suite est une suite de composition si et seulement si ses quotients sont des groupes
simples.
Corollaire I-35 : Toute suite normale peut étre incluse dans une suite de composition.
Définition I-36 : On dit que deux suites normales sont isomorphes si et seulement si elles ont méme longueur
et mémes quotients, a I'ordre pres.

Théoréme I-37 : Deux suites normales d’'un méme groupe fini possédent des suites plus fines isomorphes.

Preuve : Soit les deux suites normales :

{e}=GpcGiC...CGr1CG,=G
{e}=HyCH,C...CH, 1 CH,=G

Pour tout entier k£ de la forme k = gm + 7 avec 0 < ¢ < n, 0 < r < m on définit Gy = Gy(Gg41 N H,)
c’est un sous-groupe de G : g’wflgfl = g((77f1)9f1(71771))77f1. Si on écrit gm +0 = (¢ — 1)m + m on
a Gym = Gy(Gyi1 N Hy) = Gy et Gy = Gy_1(Gy N H,,) = Gy ce qui rend la notation cohérente, montre
que la suite est plus fine que la suite de départ et possede mn + 1 termes. De méme pour tout entier £ de la
forme £ = gn + s avec 0 < g < m, 0 < s < n on définit le sous-groupe H, = H,(Hg41 NGs) avec les mémes
propriétés. On a construit deux suites de sous-groupes de G. Montrons (sur 'une seulement) que ce sont
deux suites normales. Soit gy € Gy (Gus1 N Hy) et 171 € Gy (Gyy1 N Hyyq) regardons (glﬁyl)gw('yflgfl)
qui se réerit g1(11977 ) (v Dot = g1(ngn D) (v e (ny ) (1! ce qui montre bien
que G (Gyr1 N Hy) <Gy(Gyyr1 N Hyi1). On a done deux suites normales. Utilisons maintenant le troisieme
théoreme d’isomorphisme.

LemmeI-38 : Soit Hi, Hy deux sous-groupes d’un groupe G, Ny, Ny deux sous-groupes distingués respec-
tivement de Hy et de Hs, on a les isomorphismes :

Ny (Hy N Hs) Hi N Hy N No(Hy N Ho)

~

Ni(Hy N Ny) — (HyNNo)(NyNHy)  No(HaNNp)

Preuve : On a déja vu que Ny(H; N Hs), N1(H; N N2) sont des sous-groupes de G et que le second est
distingué dans le premier. On pose alors H = Hy N Hy, N = Ni(H; N N3) et on utilise 52 ~ 2= on
obtient alors :

Ni(Hi N N2)(Hi N Hy) Hy N H, N HyNHyNH,
N;(Hy N N3) " HiNHsNNy(HiNNy)  HenN HyN(H NN2)Ny
N Hy N Hy N HyN Hy
" HoN(HyNNo)Ny — HoN Ny(Hp N Noy)
HyN Hy Hi N Hy

~ ~

(HQﬂN])(HlmNQ) (HlﬂNg)(HgﬂNl)

On utilise I'égalité XNY Z =Y (XNZ) lorsque Y C X, Z sont des sous-groupes, avec X = Hy, Y = H; NNy,
7 = Nj. O
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Fin de la démonstration du théoréme : Pour k = um 4+ v et £ = vn + u on a les isomorphismes :

Gri _ Gu(Gun NHypy) | Hy(Hopi NGusa) Hep
ék Gu(Gu—i-l mHv) h HU(Hv—Q—lmGu) a f{g

Ces isomorphismes montrent que les doublons dans les deux nouvelles suites sont en nombres égaux, il suffit
de les éliminer pour obtenir le résultat. O

Quand on part de deux suites de composition, comme on ne peut pas trouver de suite plus fine, on a :

Corollaire I-39 : (THEOREME DE JORDAN-HOLDER) Deux suite de composition d’'un méme groupe
sont isomorphes.

Les groupes résolubles furent introduits par Galois dans son mémoire sur les équations résolubles par radicaux
(voir le paragraphe suivant).

Définition I-40 : Un groupe G est dit résoluble s’il existe une suite finie de sous-groupes G; de G
{e}ZGogGlg... an_lan:G

telle que :

1. Gi<1Gi+1,O§i§n—1,

2 . Gi+1/G; est abélien.

Exemple : Les groupes abéliens sont résolubles, les groupes G5, &4, A4 sont résolubles.
On déduit de ce qui précede

Corollaire I-41 : Soit G un groupe, H un sous-groupe de G et N un sous-groupe distingué de G.
1. Si G est résoluble, H est résoluble,

2 . Si G est résoluble, G/N est résoluble,

3 . Si N et G/N sont résolubles, G est résoluble.

On peut construire une suite normale de sous-groupes d’un groupe fini G en prenant Gy = D(G), Gy =
D(D(@G)) := D*(G), D™(G) := D(D""}(@G)). Cette suite est décroissante, dans un groupe fini, donc station-
naire, soit D"(G) le dernier groupe obtenu : G 2 D(G) 2 D*(G) 2 ... 2 {e} les quotients sont abéliens
sauf éventuellement le dernier isomorphe & D™(G). Si ce dernier est abélien, le groupe est résoluble, on a
D"(g) = {e).

Si le groupe est résoluble, il existe une suite normale plus fine que la précédente et telle que les quotients
solent abéliens. Si D"(G) # {e}, on en extrait D"(G) 2 G 2 ...{e} ; comme D"(G)/G), est abélien,
G, C D(D"™(Q)) ce qui est contradictoire puisque D" (G) est censé étre le dernier. On en déduit :

Corollaire I-42 : Le groupe fini G est résoluble si et seulement s’il existe n tel que D™(G) = {e}.

On introduit d’autres familles de groupes :

Les groupes hyper-résolubles : les G; sont supposés distingués dans G et G;/G;11 est cyclique (le groupe 2y
est résoluble mais pas hyper-résoluble).

Les groupes nilpotents : les G; sont distingués dans G et G;/G;+1 est inclus dans le centre de G/G;.

§ 7 PRODUITS SEMI-DIRECTS.[P]

Ayant dévissé un groupe pour faire apparaitre des groupes simples, on peut essayer de construire des groupes
a partir d’autres qui jouent le role de briques. La maniere la plus simple consiste a faire le produit direct.
On expose une méthode un peu plus élaborée. On est conduit a la définition suivante :

Définition I-43 : Soit H, K deux sous-groupes de G. On dit que G est produit semi-direct de H par K
et on note G = Kx H ou G = H XK si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1 K est distingué dans G.

2 KH = G, autrement dit tout élément g € G s’écrit sous la forme g = kh.

3 HN K = {e}, i.e. Pécriture précédente est unique.

Remarques :
1 Remarquer la dissymétrie, seul K est supposé normal.

2 Si G = KH c’est automatiquement égal & HK car hk = hkh=! h.
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3 Attention lordre est important, signe ouvert c6té K (comme ker).
4 Pour h € H lapplication k +— hkh~! est un automorphisme de K noté ¢(h) ; h — ¢(h) est un morphisme
de H dans Aut(K).

En résumé, on a un sous-groupe distingué K, un sous-groupe H tels que H N K = {e}, KH = G et un
morphisme ¢ de H dans Aut(K) ; le produit khk'h’ est égal & kp(h)(k")hh' qui est bien le produit d'un
élément kp(h)(k') de K par hh' € H.

Proposition 1I-44 : Si G est produit semi-direct (en particulier si ¢’est un produit direct) de K par H, alors
le groupe quotient G/K est isomorphe a H. En particulier, si les groupes sont finis alors #G = #K #H.
Preuve : D’aprés 2) et 3, tout élément g s’écrit uniquement sous la forme g = kh. On considére alors
I'application de G dans H qui a g associe le facteur h. C’est un morphisme car si g1 = k1hy et go = kaho
alors g1 g0 = [kl(hlk'ghl_l)] (h1h2) et le deuxiéme facteur est bien dans H. Ce morphisme est surjectif car sa
restriction & H est I'identité. Le noyau est {g ; g = kh avec h = e} = K. Ainsi par passage au quotient par
le noyau, ¢ définit un isomorphisme de G/K sur H.

Exercice 6 : Le groupe symétrique S3 est produit semi-direct du sous-groupe d’ordre 2 engendré par la
transposition (12) par le sous-groupe d’indice 2 engendré par (123), mais n’est pas produit direct.

De méme qu’on peut définir le produit direct de deux groupes abstraits (non a priori sous-groupes d’un
méme groupe), on peut définir des produits semi-directs de groupes abstraits. Il peut y en avoir plusieurs,
qui ne dépendent pas que des groupes de départ. Cette construction est basée sur le point 4 de la remarque
précédente :

Définition I-45 : Soit H, K deux groupes, et ¢ un morphisme de H dans Aut(K). Le produit semi-direct

(externe) de H par K associé a ¢ est I'ensemble (pas le groupe !) K x H muni de la loi de composition

(k,h)(K',h') := (k.@(h)(K'),hh"). Ce produit semi-direct est noté K x ,H.

Exercice 7 :

1 Le produit semi-direct externe forme bien un groupe.

e associativité :

[(k h)(k’ hOJ(E", B") = (

ko(h) (K )e(h) o (')

( )[(k’ h)(K", h”)] (
= (kp(h)(K)ip(h) o p(H)

e (e, e) est neutre :

(e;e)(k,h) = (ep(e)(k), eh) = (id(k), h) = (k,h), (k, h)(e, e) = (ke(h)(e), he) = (k, h)

e I'inverse de (k,h) est (p(h~1)(k~1),h™1).

2 Si G est le produit semi-direct (interne) d’un sous-groupe H par un sous-groupe normal K, alors G ~

Kx ,H par (k,h) — kh pour automorphisme ¢ défini par ¢(h)(k) = hkh™! (ainsi ¢(h) est la conjugaison

par h).

3 Si G est le produit semi-direct externe de K par H pour ¢ (G ~ Kx ,H), 'application de K dans G :

k — (k,e) est un morphisme injectif et l'image est un sous-groupe distingué de G ; de méme ’application

de H dans G : h+— (e, h) est un morphisme injectif. L’intersection des images est réduite & 1’élément neutre,

tout élément de G est produit d’un élément de 'image de K par un appartenant a celle de H. En résumé,

G est produit semi-direct interne de I'image de H par celle de K.

ko(h)(K"), hh') (K", ") = (ko(h) (K )p(hh')(K"), hh'h")
(k"), hh'h") tandis que

k. h)(K'o(h)(K"), W'h'") = (ko(h)(K'o(h')(K")), hh'h")
( /),h /h//)

Exemple : Soit K = Z, H = {£1, x} on a un morphisme de groupe de H dans Aut(Z) : en envoyant 1 sur
lidentité et —1 sur la multiplication par —1. Sur K x H on définit 'opération (n,€)(n'e’) = (n + en’, e€’) ce
qui donne un exemple de produit semi-direct.

Exemple : Les similitudes planes et autres exemples géométriques : le groupe affine est semi-direct de GL,,
par les translations (qui sont distinguées).

Exemple : Recherchez dans les groupes déja rencontrés ceux qui peuvent se mettre sous la forme d’un produit
semi-direct.
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CHAPITRE II : DIVISEURS ELEMENTAIRES

Plusieurs théoremes de structure, celui sur les groupes abéliens de type fini, celui sur la réduction de Jordan
se ramenent en dernier ressort a des propriétés de modules de type fini sur un anneau principal. C’est ce
théme qui est exposé ici. La démarche suivie est celle exposée dans [GS] centrée sur I'algorithme de Smith.
Il prend toute son importance lorsque 'anneau est euclidien, cas le plus usuel. On donne en conclusion le
théoreme de structure des groupes abéliens et la réduction de Jordan. Celui qui doit faire un exposé sur ces
théoreémes peut bien entendu éviter cette généralisation et proposer une approche directe (voir, par exemple,
[GS] chapitre VI pour le premier, [G2] chapitre 7 pour le second).

Dans le premier paragraphe nous rappelons quelques points élémentaires sur les modules, dans le but de
fixer les notations, ces notions ayant été acquises en premiére année de Master (comme on dit en franglais).
Pour nous les anneaux sont commutatifs et unitaires.

§1 RAPPELS SUR LE RANG DES MODULES.

Définition II-1 : On dit qu'un A module M est de type fini s’il existe des éléments my, ..., m, en nombre
fini tels qu’il soit égal au sous-module < my,...,m, >.

Définition I1-2 : On dit qu'un A module M est libre de type fini, s’il est de type fini engendrable par des
éléments ey, ..., e, tels que tout élément m de M s’écrive de maniére unique m = 2?21 a;e; (a; € A). La
famille {eq,...,e,} s’appelle une base de M.

Remarque : L’exemple immédiat est le module A™.

Proposition II-3 : Si un A-module M est libre toutes les bases ont le méme nombre d’éléments, ce nombre
s’appelle la dimension du module.

Preuve : Soit M un idéal maximal de A, on construit le sous-module MM de M puis le module quotient
M/MM. De par sa construction, c’est aussi un A/M-module. Comme ce dernier anneau est un corps,
M/MM est un A/ M-espace vectoriel. Soit pn € M/MDM, c’est I'image d’un élément m = """ | a;e; de M ;
les images de e; engendrent 1’espace vectoriel : il est de dimension finie. Montrons que les images €; des e;
sont A/M-libres. Soit Y ", a;e; = 0 avec oy = a; (a; € A, 1 <i < n) c’est dire que Y .-, a;e; € MM, donc
que les a; € M et finalement que les «; sont nuls. La famille des €; est une base du A/M-espace vectoriel.
Le nombre d’éléments de la base de M est égal & la A/ M-dimension de M/ MM, donc invariante. O
Remarque : Pour les applications entre A-modules libres de dimension finie, on peut utiliser le calcul matriciel,
en prenant bien garde de ne diviser que par des éléments inversibles.

Corollaire II-4 : Tout A-module de type fini est quotient d’'un A-module-libre de dimension finie.

Définition II-5 : Soit A un anneau intégre, M un A-module, Un élément m de M est de torsion s’il existe
a € A\ {0} tel que ax = 0.

LemmelIl-6 : Si A est un anneau intégre, I'ensemble Tor(M) des éléments de torsion de M est un sous
A-module de M appelé le sous-module de torsion de M .

Preuve : Soit mq, mo € Tor(M), il existe a,b # 0 € A tels que am; = bmy = 0, comme anneau est integre
ab # 0 et ab(my + mg) = blamy) + a(bmz) = 0. Enfin si ¢ 2 0 € A, on a a(emy) = c(amy) = 0. O

Remarque : L’hypothese A intégre est importante : prenons A = Z/6Z les classes de 2 et 3 sont de torsion
mais pas 3 — 2 (les éléments de torsion ne forment pas un idéal de A).

On cite sans démonstration :
Corollaire II-7 :Si A est un anneau intégre et M un A-module, le A-module quotient M /Tor(M) est sans

torsion.

Soit A un anneau integre, son corps des fractions K est «naturellement»un A-module, de méme K™ ;
I'injection naturelle de A dans K permet alors de considérer A™ comme un sous-A-module libre de K™ et
plus généralement tout K-espace vectoriel comme un A-module.

Proposition II-8 : Soit A un anneau intégre de corps des fractions K et M un A-module de type fini, il
existe un K-espace vectoriel de dimension finie V' et une injection de A-module de M /Tor(M) dans V.

Preuve : Puisque M est un A-module de type fini il existe un entier n et un morphisme surjectif 7 du
A-module de A™ sur M, soit N son noyau, le module M est isomorphe & A™/N. Dans cet isomorphisme, &
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un élément m de M correspond une classe x + N. On considére A™ comme un sous-A-module du K-espace
vectoriel K™ et on construit KN le sous-espace vectoriel de K™ engendré par N et I’espace vectoriel quotient
V =K"/KN. A la classe = + N, on associe celle de & + KN dans V. Un vérification de routine montre
que l'on a construit un morphisme f de A-modules de M dans V. Cherchons le noyau de ce morphisme.
Pour que m appartienne au noyau de f, il faut et il suffit que x appartienne & KN. On peut donc écrire
r = Zj 1vn; (v; € K,nj € N) avec les v; = %4 (aj,d € A, d un dénominateur commun) ce qui donne
de = ZJ 1a;n; € N et donc dm = 0. L’élément z est dans le noyau de f si et seulement si dz = 0, donc
si et seulement si € Tor(M). Le passage au quotient donne donc un morphisme injectif de A-module de
M /Tor(M) dans V. O

La construction que 'on vient d’effectuer n’est pas canonique mais le nombre n — dimg KN qui est la
dimension du K-espace vectoriel engendré par l'image de M /Tor(M) est indépendant de cette construction.

Théoréme I1I-9 : Soit M un A module de type fini (A un anneau intégre de corps des fractions K ), V un
K-espace vectoriel et v : M/Tor(M) — V un morphisme injectif de A-modules. La dimension du K-sous-
espace vectoriel engendré par u (M /Tor(M)) est indépendante du couple (V,u) ; cette dimension s’appelle
le rang de M.

Preuve: Soit u: Y = M/Tor(M) — Vetu' : Y = M/Tor(M) — V' deux morphismes injectifs de A modules.
Soit U, U’ les sous-espaces vectoriels de V et V'’ engendrés par les images respectives de Y par u et u’. Puisque
u(Y) engendre le sous-espace vectoriel U on peut en extraire une base (u(y;)icr). On consideére la famille
(u/(y;)ier) et on suppose qu'il y a une relation de dépendance linéaire entre ces éléments : Zj A (y;) =0
(J € I). On écrit A\; = % (a; € A,b e A\ {0}), dans le K-espace vectoriel U’ on obtient :

0:Z—u (y5) bZaj (y5) u’(Zajyj)
J

J

comme u’ est injective Zj a;y; = 0 et par u, Ej a;u(y;) = 0. Comme, par hypothese, les u(y;) sont
linéairement indépendants tous les a; sont nuls et donc tous les A;. On en déduit dimg (U’) > dimg (U).
Comme U et U’ peuvent jouer un role symétrique on en déduit 1’égalité voulue. O

§2 MODULES SUR LES ANNEAUX PRINCIPAUX.

On suppose désormais que A est un anneau principal. On se propose de démontrer le résultat de structure
suivant :

Théoréme I1-10 : Soit A un anneau principal, M = A™ un A-module libre de rang n et N un sous-module
de M, alors :

1 - N est un sous-module libre de rang s < n,

2 - il existe une base ey, ...,e, de M et des éléments q1,...,qs de A tels que qi1|qa]...|gs et tels que
{q1€1,q2€2,...,qses} est une base de N.

Commentaire : les g; sont appelés les diviseurs élémentaires et la base ey, ..., e, une base de M adaptée a N.
La base adaptée n’est pas unique, les diviseurs élémentaires le sont (& multiplication par des inversibles pres).
Nous allons d’abord donner une démonstration du point 1, celle du point 2 sera achevée par la construction
de I'algorithme de Smith au paragraphe suivant.

Corollaire II-11 : Le quotient M /N est A-isomorphe & ([];_; A/q;A) x A"~*.

LemmeIl-12 : Si A est un anneau principal alors tout sous-module N de A™ est libre de type fini et peut
étre engendré par n éléments au plus.

Preuve : Soit S = {f;,j € J} un systeme de générateurs de N (on ne le suppose pas fini). Ecrivons
B = > 1 Nij€i, Aij € A sur la base canonique de A". L’idéal de A engendré par les \; ; est de la forme
a1 A (A est principal). On a les faits suivants :

(1) il existe des uy ; € A tels que A\1,; = ajuq 4,

(ii) il existe des v; presque tous nuls tels que a1 =3 ; vjA1;.
On construit Zje] v;3; qui est alors de la forme aj€; 421 ol 21 € Aea®. .. D Aey,. On vérifie immédiatement
que N est aussi engendré par la partie S1 = {a1€1 + 21, 5; —u1 j(a1€1 +21)} de la forme {a1€1 4+ 21,75, € J}
ol les v; € Aes @ ... & Aey,. On recommence avec le sous-module N’ de Aes & ... & Ae, engendré par les
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v;,J € J (on passe directement & cette étape si a; = 0). On obtient alors un systeme S,, de générateurs de N
de la forme {a1€1 + 21, a2€a + 22, ..., an€n} OU 21, € Acg11 @ ... D Ae,. La remarque de la fin de la premiere
étape montre que I'on peut faire disparaitre les générateurs avec ay = 0. Si on veut chercher une relation de
dépendance entre ces générateurs on constate immédiatement que 'on a un systeme linéaire échelonné, la
famille de générateurs est libre. OJ

Remarque : On trouve dans [Sa] une démonstration de théoréme de structure basée sur ce schéma, non
algorithmique et ou les questions d’unicité sont laissées au lecteur.

Début de la démonstration du théoréme : On peut supposer que N est engendré par n éléments : on ajoute
des 0 8’il y en a moins et on se place dans A” x A™~" ¢’il y en a m > n, en remplagant les générateurs ay
par (a;,0).

On pose a; = > 1", a; €, (a;; € A, les ¢; étant la base canonique de A™). On construit la matrice
R = (a;,j) € My,(A), il lui correspond un endomorphisme f de A™ ayant en colonne j : o; = f(e;). L'image
f(M) est N. On va s’appuyer sur le lemme suivant :
LemmelIl-13 : Soit g, h deux isomorphismes de modules de M sur M alors : M/N ~ M/go f o h(M).
Preuve : On a h(M) = M, puis fo h(M) = f(M) = N et enfin M/g(N) ~ go g='(M)/g(N) et comme
g Y (M) = M on obtient g(M)/g(N) ~ M/N.

Le probleme est de trouver g et h tels go f o h soit le plus simple possible, ce que ’on peut traduire par
trouver des matrices U et V € GL,(A) telles que URV soit «proche»de la matrice identité. On va montrer
que l'on peut construire U et V telles que :

0 g 0 ... 0
URV =

0 0 0 0

0 0 0 0

comme on a :
N=f(M)=foh(M)=g '(go foh(M)) =g (Di_1 Agic;) = ®i_,¢:Ag ™" (e;)
la base adaptée est celle des e; = g_l(ei). |

3 L’ ALGORITHME DE SMITH.

On suppose donnée la matrice R € M, (A) et on veut construire des matrices U,V € G, (A) telles
que URV ait la forme voulue. Ce travail se fait par des manipulations sur les lignes et les colonnes. Ces
opérations peuvent se traduire par des produits de matrices que 1’on va rappeler. On va modifier les matrices
de permutations de telles sorte que U et V' soient des matrices dans Si,,(A).

Permutations.
On se donne 1 < a < B < n et on construit la matrice :
1 ... 0 ... 0 ... 0
0 0 1 0
o =
0 -1 0 0
0 0 0 1
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ou les coefficients de la diagonale principale valent 1 sauf ceux en (o, «) et (3,5) qui valent 0, les autres
coefficients sont nuls sauf celui en (o, 8) qui vaut 1 et celui en (3,a) égal & —1. Cette matrice est de
déterminant 1, si on multiplie la matrice R & gauche par II2 on échange les lignes a et 3 et la nouvelle ligne
[ est multipliée par —1. On constate que 'opération faite sur R est exactement celle faite sur les lignes de
la matrice identité pour obtenir IT. Si on multiplie la matrice R & droite par IT2 on échange les colonnes sa
et (3 et la nouvelle colonne « est multipliée par —1. On constate que I'opération faite sur R est exactement
celle faite sur les colonnes de la matrice identité pour obtenir IT12. L’inverse de 112 est sa transposée.

Opérations linéaires.

On se donne «, 3, 1 < a # # < n (pour l'illustration on fixe o < ), A € A et on construit la matrice
dont les coefficients de la diagonale valent 1, les autres sont nuls sauf celui sur la ligne « et la colonne § qui
vaut A\. On peut obtenir cette matrice soit en ajoutant a la ligne o de la matrice identité A fois sa ligne 3
soit en ajoutant a la colonne § de la matrice identité A fois sa colonne a. On obtient la matrice AQ 5t

1 ... 0 ... 0 ... 0

0 1 A 0
Aé,ﬁ:

0 0 1 0

0O ... 0 ... 0 ... 1

Cette matrice est de déterminant 1. Quand on multiplie R a gauche par Ag’ 5 on ajoute A fois la ligne (3 a la
ligne . Quand on multiplie R a droite par AQ 5 on ajoute A fois la colonne « a la colonne . La remarque
précédente sur le passage de la matrice identité a Ai 5 est aussi valable.

Nous allons pouvoir aborder les opérations qui conduisent a I'algorithme de Smith. Auparavant :

Définition II-14 : Soit a € A\ {0}, comme A est principal, on peut écrire a = u]_[p p™r avec u € A*, les p
parcourant un systeme de représentants des éléments irréductibles, les n, € N. On pose alors o(a) = Zp Np-

Définition II-15 : Soit R, R’ deux matrices de M,,(A), on dit que R et R’ sont équivalentes s’il existe deux
matrices P et Q € Gl,,(A) telles que R’ = PRQ.

L’algorithme de Smith repose sur 'arrét de la décroissance de la fonction o.

a ... .
LemmeII-16 : Soit R € M,,(A) de la forme | | .| avec a € A\ {0} ; soit b un coefficient de R situé

sur la premiére ligne ou la premiére colonne, alors il existe dans M, (R), une matrice R’ équivalente a R de

d ... .
la forme ( ) ou d est un pged de a et b.

Preuve : Traitons le cas olt b est sur la premiere colonne (la transposition permet de traiter celui ou il est
a ... b...
sur la premiere ligne) R="*{ ) _|. Posons a = da’, b = db’ avec a’ et b’ premiers entre eux.

11 existe alors u et v tel que ua’ + vb’ = 1. Considérons la matrice :

u v
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Les coefficients non écrits étant égaux a 1 sur la diagonale, a 0 ailleurs. La matrice est de déterminant 1,
pour avoir son inverse, on échange a’ et u et on remplace b’ et v par leurs opposés. On vérifie que R’ = UR
a la forme voulue. O

Premiere étape de 'algorithme.
On suppose R # 0 (sinon N =0 et il n’y a rien & démontrer). Un des coeflicients est non nul et on peut
supposer que c’est aq,1 (sinon, on utilise des matrice 12 pour se ramener & ce cas).

a

LemmeII-17 : Soit R = ( B > avec a € A\ {0}. Si un coefficient de la premiére ligne ou de la premiére

d ...
colonne n’est pas divisible par a, il existe une matrice R’ = ( . ) équivalente & R avec o(d) < o(a).

Preuve : 1l suffit d’appliquer le lemme 15 pour remplacer a par le pged de a et du coefficient en question. [
Comme o( ) ne peut décroitre indéfiniment le processus va se terminer.

Seconde étape de 'algorithme.
On utilise les matrices de combinaison linéaire pour annuler tous les coefficients de la premiere ligne et

d 0 ... 0
0
de la premiere colonne en dehors de celui égal & d. On a obtenu une matrice R’ =
0
a 0 0
o . ... .
LemmelII-18 : Soit R une matrice de M, (A) de la forme | . . . . Si tous les coefficients de
0

d ...
R ne sont pas multiples de a, il existe une matrice R’ = ( . ) équivalente a R avec o(d) < o(a).

Preuve : Si un des coefficients non nul n’est pas multiple de a, on ’ameéne sur la premiere ligne en multipliant
R a gauche par une matrice Ai 8 On utilise alors le lemme 15 pour remplacer a par le pged d de a et du
coefficient. 0

Troisieme étape de 'algorithme.

On reprend la seconde étape de algorithme qui remplace d par d’ avec o(d') < o(d) et les autres
coefficients de la premiere ligne et de la premieére colonne nuls. On utilise alors a nouveau le lemme 17. La
décroissance stricte de o ne pouvant se poursuivre indéfiniment on va obtenir une matrice :

a 0 ... O

0

avec a qui divise tous les coefficients.

Derniere étape de 'algorithme.

11 suffit de reprendre le procédé avec la matrice n — 1 x n — 1 obtenue en supprimant la premiere ligne
et la premiere colonne.
L’algorithme de Smith est construit, la preuve du théoreme 10 est maintenant complete.
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Remarques :
1 L’algorithme ne fonctionne que si on sait calculer le pged de deux éléments de A ; en dehors du théoreme

de structure, intéressant par lui-méme, il est pratique dans le cas des anneaux euclidiens. Dans ce cas la
matrice U du lemme II-15 est produit de matrices élémentaires.

2 Si {e;}, (1 < j < n) désigne la base canonique de A", la base adaptée construite est formée des {e; =
g_l(ej)}, (1 <7 <n)comme on’a vu a la fin du second paragraphe. La construction matricielle montre que
ces e; sont les vecteurs colonnes de la matrice U ~1. Cette derniére est le produit des matrices élémentaires
dont on connait les inverses. Cette remarque permet de construire aisément la matrice U~1.

¢4 APPLICATIONS.

On établit le théoreme de structure des modules de type fini sur un anneau principal :

Corollaire II-19 : Etant donné L un A-module de type fini sur un anneau principal, il existe des éléments
q1l|qgz| - - . |gs et un entier r tels que :

L~ ﬁA/in x A"

i=1

Preuve : Le module L est le quotient de A™ par un sous-module N. Dans une base adaptée {ei,...,e,} de
A" de pour N ~ q1Ae; @ ... D gsAes, avec q1]gz|...|¢s ; on pose ¢s11,...,¢, = 0. En appliquant le lemme
ci-dessus on obtient :

A"IN ~ @ Aei) 7, g Ae; ~ [[AJaA~ ][ A/aiA x A™.
=1 1=1

Bien entendu la question se pose de I'unicité des entiers r, s et des éléments g;.

Proposition II-20 : Dans le théoréme de structure des modules de type fini sur un anneau principal, les
entiers v et s sont unique de méme pour les idéaux (q1) D (g2) D ... D (gs)-
Preuve : On suppose que 'on a deux décompositions pour un module X de type fini sur A (anneau principal) :
X ~T0_ A/ A x A" ~ Hflzl A/q%A x A™. Le A-module sans torsion X/Tor(X) est isomorphe & la fois &
(X/TI, A/ A) ~ AT et & (X/T[_, A/qjA) ~ A”". Comme les bases d’un module libre sur un anneau ont
le méme nombre d’éléments on a 1’égalité de r = 7’ (c’est le rang de X). Il suffit maintenant de traiter le cas
d’un module de torsion. On suppose désormais X ~ []°_ | A/q;A ~ Hf/:l A/qiA. On se propose, dans un
premier temps de démontrer que s = s’.

On suppose qu'il existe un méme élément irréductible p diviseur commun de ¢; et de ¢}. La propriété
de divisibilité des ¢; et des ¢} permet d’écrire ¢; = pr;, g = pr} avec la condition de divisibilité r;|r; 41
(1<i<s—1),rriy; (1 <i<s —1). Construisons le module quotient X/pX, on a les isomorphismes

X/pX ~ T1_, ;X /1; Tﬁi ~ [I;_, A/pA et de méme pour l'autre décomposition. Le quotient X/pX est un
A/pA-espace vectoriel de de dimension s et s, donc s = ¢’

Si ¢ et g} sont premiers entre eux, soit p un diviseur irréductible de ¢1, p’ un diviseur irréductible de
q1- On suppose que p fg; (1 <i < u). En remarquant que pour 1 < i < u, p est inversible dans A/q.A on a
d’une part X/pX ~ [[]_, A/pA et d’autre part X/pX ~ Hf/:uﬂ A/pA ce qui nous donne en regardant la
dimension de ces A/pA-espaces vectoriels s = s’ — u soit s < s’. Le méme travail avec p’ en échangeant les
roles des deux décomposition montre s’ < s ce qui est contradictoire. Les diviseurs ¢; et ¢} ont un facteur
irréductible commun et donc s = s'.

Il reste a établir 'unicité des diviseurs élémentaires. On va raisonner par récurrence en utilisant la
fonction o pour o(q1 ... ¢sq] .- -q.). Le résutat est immédiat si elle vaut 0 (car alors X = 0). On garde les
notations précédentes et on calcule pX ~ []°_, pA/pr; A ~T[._; A/r; A ~T[;_, A/r}A . Pour ce module la
fonction ¢ a diminué de 2s, on peut lui appliquer ’hypothese de récurrence les suites des r; et des r} sont
identiques, il en est donc de méme pour celles des ¢; et des ¢}. OJ

Le cas A = Z nous donne immédiatement la structure des groupes abéliens de type fini :

Corollaire II-21 : Soit G un groupe abélien de type fini, il existe un unique entier r et une suite unique
d’entiers 1 < qi|qa| ... |gs tels que G ~ Z" x [[]_, Z/¢;Z.
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Preuve : C’est une application immédiate de la classification précédente. On en trouvera une démonstration
directe dans [C]. O

Un autre cas particulierement intéressant est celui ot A = K[X], anneau des polynoémes sur un corps K.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, f un K endomorphisme de E. On munit E d’une structure
de K[X]-module via f de la fagon suivante : soit m € E et P =Y., a;X", on pose Pm = >_._, a; f'(m).
La vérification de la structure de K[X]-module ne présente aucune difficulté. Ce module est de type fini : une
base €1, ..., €, engendre E comme K-espace vectoriel et donc comme K [X]-module (penser aux polynémes
constants). Le théoréme de structure nous dit que E ~gx) K[X]" x [[;_; K[X]/Qi, comme K[X], au
contraire de E, est de dimension infinie 'entier r est obligatoirement nul soit :

HK /QiK[X] Q1]Qs|...|Qs

avec une base adaptée oli, pour faciliter, on choisit les @; unitaires : Q;(X) = ijo ci,j X7 avec ¢; q; = 1.

Corollaire II-22 : Le polynéme minimal de f est Q.
Preuve : Par définition, le polynéme minimal de f est 'annulateur de £ ~gx] [T}, K[X]/Q; c’est le ppem

des Q;. Etant donné leurs divisibilité, c’est bien Q. O
Les sous-K[X]-modules K[X]/Q;e; sont stables par multiplication par X, ce sont donc des sous-espaces
de E stables par f. Les bases naturelles pour ces K-espaces vectoriels sont les {e;, Xe;, ..., X%~ te;} I'action

de f étant la traduction de la multiplication par X, on obtient une matrice d; x d; de la forme :

0 0 0 ... 0 —C;,0
1 0 0 ... 0 —Ci,1
0 1 0 ... 0 —Ci2
00 0 ... 1 —¢ig

En recollant les divers blocs de cette forme, on obtient la décomposition de Frobenius de la matrice de f.
Toute décomposition de ce type s’interpréte comme une structure de K[X]-module de type fini pour E,
comme on en a vu l'unicité, on obtient 'unicité de la décomposition de Frobenius.

Lorsque K est algébriquement clos, on retrouve la décomposition de Jordan. On note §2 I’ensemble des
racines de @, les racines des @; appartiennent toutes a cet ensemble ce qui permet d’écrire Q; = [, (X —
A)®i2 . En utilisant le théoréme des restes chinois dans ’anneau principal K[X], puis en réordonnant les

termes :
ENHH X )\nMK HH X )\an[ ]

i= IAEA AEA i= 1

Comme K-base de % on choisit {(X —\)™A 71 (X —\)a=2 . (X =), 1}. On sait que 'action
de f sur ce K-espace vectoriel équivaut & la multiplication par X, or X (X —\)" = (X — \)" 1+ \(X = \)".

On obtient la restriction la matrice de la restriction de f a ce sous-espace :

A1 0 ... 0O
0O A 1 ... 00
0 0 A 0 0
0 0 O Al
0 0 O 0 A
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qui est la forme annoncée.

En pratique, on a remarqué que les ¢; (1 < i < n) forment un systéme de générateurs de E comme
K[X]-module. On construit M = &} K[X]e; ~ K[X]" et m un morphisme surjectif de K[X]-modules de
M sur E. Notons (a; ;) la matrice de f relativement & la base €1, ..., €,, comme l'action de X sur ¢; est la
méme que celle de f. On constate que les vecteurs Z?zl(am- — 0;,;X )e; sont dans le noyau de o.

On va montrer :
LemmeII-23 : le noyau N de m est engendré par les n vecteurs Y . (ai; — 6; ; X )é;.

On en tire une premiere conséquence : La matrice R de l'algorithme de Smith est donc la matrice

caractéristique de f relativement a la base €1, ...,¢€, ! On applique I'algorithme de Smith et on obtient :
@1 ... 0 0 ... O
0 1 0 0
URV =
0 0 Q; 0
0 0 O Qn

On a vu qu'il n’y a pas de 0 sur la diagonale (ils donneraient une dimension infinie & F). Les matrices U
et V étant de déterminant 1 on obtient det R = Q5 ... Q, le produit des diviseurs élémentaires est égal au
polynéme caractéristique !

Preuve : (d’apres [G2]) Le K[X]-module &K [X]e; est un K-espace vectoriel de dimension infinie dont une
base est formée des vecteurs X7¢; (j € N,1 < i < n). Tout W € M peut donc s’écrire de manieére unique
W =3, X/w; ot les w; sont des vecteurs de E.

Soit donc W = Y~ X*wy, € kero, on veut montrer qu'il est de la forme W = >, X' f(v;) — XT1v;, les
v; étant des vecteurs de F.

Si on identifie >~ X*wy = 3", X*f(v;) — X'Tlv; on obtient les relations

wo = f(vo)

wy = f(vr) — ve—1

qui se transforment en :
wo = f(vo)
fwr) = f*(v1) = f(vo)
FP(wa) = [ (v2) = f*(v1)

FHwe) = fF (o) = fF(or-1)

Mais, comme W est dans le noyau de o on a Y f*(w;) = 0 on obtient :

DO fw) ==Y fiw) == D0 T (w)

0<i<k k+1<i k+1<i
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ce qui conduit & poser v, = — >, 1, [ 7 (w;). On a alors :

flog) —vp—1 = *Zk +1 <af R (w;) + Zfiik(wi) = Wy

k<i

qui est bien ce que I'on recherchait. Par linéarité, on peut se restreindre aux générateurs de I’énoncé.[1Tirons
les conséquences de 'application de I'algorithme de Smith & la matrice R = A— X I,,. On obtient une matrice
diagonale U RV et une base adaptée formée des vecteurs e; = U~ 1(¢;). Lorsque le degré de Q; est égal & 0, e;
est dans le noyau de 0. L’image de o est donc engendrée par les vecteurs o(X7e;) avec 0 < j < n; = degréQ;,
ils sont au nombre de n et ce sont les f7(o(e;)). Comme o(Q;(X)e;) = 0 = Q;(f)(c(e;)) les vecteurs o(e;)
sont les générateurs de sous-espaces cycliques de f.
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CHAPITRE III : QUATERNIONS ET ROTATIONS.

Le but de ce chapitre de compléments est de donner une autre approche du groupe des rotations de R3.
On peut consulter [G2], [GS], [L], [LTJ], [P], [V].

§1 ALGEBRE DES QUATERNIONS.
a f
On considere ’ensemble H des matrices 2 X 2 a coefficients complexes de la forme ( ) Cest

,Ba

visiblement un sous R-espace vectoriel de Ms(C) de dimension 4 (vérifiez qu’il ne s’agit pas d’un sous-C-es-

1 0 1 0 0 1
pace vectoriel de M>(C)). Il possede une base «évidente »: I = ( > , B = ( ) , By = ( ),

0 1 0 —1 -1 0
0
Es = .
1 0

LemmelIlIl-1 : H est un anneau.

Preuve : 11 suffit de vérifier que c’est un sous-anneau de Ms(C). Comme c’est un sous-espace vectoriel réel
et que Iy en est un élément. Il suffit de vérifier sa stabilité par multiplication. Or :

(a ﬁ) < o ﬁ') <ozo/—ﬁﬂ’ aﬁ'—i—a’ﬂ) ( aa — B3 af +o'B >
3 a)\-7 & —af —o'B aol —Bp —(ap+@8) (a0’ =57)

qui est bien de la méme forme. O

Si on comsideére la forme hermitienne f sur C2 dont la matrice relativement & la base canonique

10 T (1 x1 10 N
est  f , =1 la matrice adjointe de 1’endomorphisme
0 1 To Yo To 0 1 Y2
3 _

«@ a —0
représenté par ¢ = _ —la matrice ¢* telle que f(¢(X),Y) = f(X,¢*(Y)) —est¢* = | _ =17
-6 @ «
Définition I1I-2 : Le quaternion ¢* s’appelle le conjugué du quaternion q.
Il est immédiat que (¢*)* = ¢, (q1g2)" = ¢54¢;- En effectuant le produit ¢¢* on constate immédatement
que qq* = q*q = det(q) Iz = (a@ + B5)I5. On en déduit :
Corollaire III-3 : H est un corps.

Remarques :

1-Si0#¢q, ¢ ' = mq*.
2 La multiplication dans H se déduit par distributivité de la multiplication entre les éléments E;, E; de la
base :

E}=FE2=E=—-I; FE\Fy=—EyE =FE3; FyF3=—FE3Ey=FE); FE3F =—FE\E3=FE),
Ce corps est non commutatif.
En particulier si ¢ = 2ol + 21 E1 + 29F> + x3F3 on a ¢* = 20l — x1E1 — 22 Es — 23F3 et det(q) = q¢* =
23 + 23 + 2% + 2. Le déterminant munit H d’une forme quadratique définie positive. On comprend alors :

Définition I11-4 : Pour un quaternion g, le nombre det(q) s’appelle la norme de q. Les quaternions de norme
1 sont appelés les quaternions unitaires.
On a la proposition évidente :

Proposition ITI-5 : Les quaternions de norme 1 forment un groupe, le groupe SU(2,C).
§2 QUATERNIONS PURS.

Un quaternion étant une matrice carrée, on peut parler de sa trace. Il est évident que Tr(q)I = q + ¢*
(T'r(g) = 2z en utilisant I’écriture suivant la base).

Définition I11-6 : On appelle quaternion pur les quaternions de trace nulle. On appelle quaternions réels
ceux égaux a leur conjugué.

Les quaternions purs forment un sous-espace de H de dimension 3 de base F1, F3, Fs.

25



Proposition III-7 : Pour un quaternion pur u, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) w est unitaire

i) u? = —1

i) 22 + 23 + 23 = 1.
Preuve : L’équivalence de i) et de iii) se raméne aux définitions. Pour i) et ii) on remarque u* = —u puisque
u est pur, il est unitaire si et seulement si I = uu* = —u?. O

L’espace vectoriel des quaternions pur est donc un espace euclidien Ay de dimension 3 pour la forme
quadratique det dont une base orthonormée est formée des vecteurs Fq, Fs, F3. Onnote < , > le produit
scalaire correspondant. On oriente ’espace en choisissant {E1, Eo, F3} comme base directe.

Théoréme ITI-8 : Soit u et v deux quaternions purs, alors :
a) < u,v >=0 (u et v sont orthogonaux) si et seulement uv + vu = 0.
b) Si w et v sont unitaires et orthogonaux les vecteurs u, v, w = uv forment une base orthonormée directe.

Preuve :

a) posons u = x1E1 + w9 FEy + x3F5, v = y1 F1 + y2 2 + y3F3. On calcule wv et vu :
uv = —(21y1 + Toyo + 23y3) + (T2yz — T3y2) 1 + (23y1 — 21y3) B2 + (1y2 — 22y1) E3
vu = —(1y1 + Toyo + 23y3) + (T3y2 — T2y3) B + (21y3 — 23y1) B2 + (v2y1 — 2192) E3

En additionnant on obtient uv + vu = —2 < u,v > ce qui démontre le a).
b) Si u et v sont orthogonaux la formule calculée précédemment montre que uv = u A v, ce qui termine la
démonstration. O

63 QUATERNIONS UNITAIRES.
Soit = 21 F; + x2F> + x3E3 un quaternion pur. On note det(x) = 22 + 23 + 22 = 6% ;si x # 0, le
quaternion ¥ est pur et unitaire et tout quaternion pur peut s’écrire x = du avec § € R et u unitaire et pur.
Soit ¢ = 2ol +x1 F1+x9 Fs+ 23 F3 un quaternion unitaire, on peut I’écrire ¢ = x¢l +d0u avec u quaternion
pur et unitaire et 22 + §% = 1. Il existe donc un unique 6 défini modulo 2 tel que g = cos 61 + sin fu (cette
formule reste valable dans le cas d’un quaternion unitaire et réel avec § = +).

Si g = cos 61 + sin fu est un quaternion unitaire écrit avec les conventions précédentes, on a

g ' = cosfI —sinfu

§4 LE MORPHISME de SU(2,C) sur SO(3,R).
1

Définition I1I-9 : On fixe a un quaternion unitaire et a tout quaternion pur x on associe v,(z) = axa™".

Théoréeme ITI-10 : L’application 7y, est une rotation de ’espace euclidien Ay.

Preuve : 1l est évident que 7, est linéaire bijective ; comme tous les éléments sont des matrices 2 x 2 a
coefficients complexes Tr(v,(x)) = Tr(x) = 0, det(y,(z)) = det(x) et v, est une isométrie de l'espace
euclidien Ay dans lui-méme. Enfin si on choisit une base orthonormée directe z, y, w = zy de Ay. Comme
on a une isométrie, v, () et v,(y) sont des quaternions purs, unitaires et orthogonaux ; on a une nouvelle
base orthonormée directe : 4 (), Va(¥); Va(2)Va(y) = axa™taya™! = awa™' = ~,(xy). L’isométrie conserve

I'orientation de 'espace euclidien Ag : c’est une rotation. O

La proposition suivante est évidente.

Proposition ITI-11 : L’application a — 7, est un morphisme de groupe de SU(2,C) dans SO(3,R).
Précisons maintenant 1’axe et ’angle de la rotation v,. Si a est réel et unitaire a = +1 et 7, est 'identité

sur Ap.

Théoréme ITI-12 : La rotation vy, de Ay associée au quaternion unitaire a = cos #1 + sinfu a pour axe la

droite portée par u et pour angle 26.

Preuve : Déja vu lorsque a est réel. Si a = cos 0 + sin fu n’est pas réel son inverse est a~! = cos I — sin fu
et on a v, (u) = (cos 01 + sin fu)u(cos 01 — sin u) = u. L’axe de la rotation est bien porté par w.

Pour déterminer ’axe de la rotation, il suffit d’étudier I'image d’un vecteur orthogonal & u. Soit v un tel
vecteur : v, (v) = (cos O +sin Ou)v(cos 01 —sin fu) = cos? v +sin O cos fuv —sin @ cos Guv —sin? Guvu. Comme
u et v sont orthogonaux uv = —vu et on trouve finalement 7, (v) = cos(20)v + sin 20uv. O

Corollaire ITI-13 : Le morphisme de groupe a € SU(2,C) — 7, € SO(3,R) est surjectif, de noyau +1I.
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§5 SIMPLICITE de SO(3,R) (démonstration géométrique).

Voir [P] ou on trouvera des compléments et des références bibliographiques.

On suppose connu que le groupe des rotations SO(3,R) est engendré par les retournements (rotations
d’angle 7).
Théoréme IT1-14 : Le groupe SO3(R) est un groupe simple.

Preuve : On suppose donné H sous-groupe distingué de SO3(R), H # {I3} et on se propose de démontrer
que H = SO3(R). Pour cela, il suffit de prouver que les retournements de 1’espace euclidien F sont tous dans
H.

LemmelIlI-15 : Deux retournements de E sont toujours conjugués dans SO3(R).
Preuve : Soit r (resp. ) un retournement et 7 (resp. §) un vecteur unitaire de 'axe du retournement. On

F+§ F-§ ., F+§ 7-§ F+5 7F-§
—, que § = et que les vecteurs - sont orthogonaux ;

remarque que 7 =

le retournement o d’axe 7+ § est donc tel que o(7) = §et o(5) = 7.

Calculons la rotation oro~! (remarquons que o étant un retournement son inverse lui est égal). C’est
une rotation comme produit de rotations. Si «a est angle de cette rotation 1 + 2cos(a) = Tr(oro™1),
les propriétés de la trace montrent que c’est égal a la trace de r soit 1 + 2cos(w) = —1. Il s’ensuit que
cos(a) = —1 et que a = 7. L’image de § par oro~! est oro~1(5) = or(F) = o(F) = §. La rotation oro ! est
le retournement d’axe §. O

1l suffit donc, puisque H est distingué, de montrer qu’'un retournement est inclus dans H. Ceci résulte
de 'enchainement de plusieurs lemmes.

LemmeIII-16 : Supposons qu’il existe h € H et & € E tels que & et h(Z) soient orthogonaux, il existe un
retournement dans H.

Preuve : Comme 7 et h(Z) sont orthogonaux, il en est de méme pour h=1(%) et h1h(Z) = Z. Soit le
retournement p d’axe porté par ¥ et construisons r = php~th~! = phph~!. Si on I'écrit (php~1)h~! on voit
que c’est un élément de H.

Calculons I'image de h(Z) par r : php *h=Y(h(Z)) = php~ (%) = p(h(Z)) = —h(T).

Calculons I'image de & par 7 : php(h~ (%)) = ph(—h~1(F) = —p(T) = —7.
Deux vecteurs orthogonaux sont transformés par r en leurs opposés, le vecteur orthogonal & ces deux vecteurs
est fixe ( le déterminant est 1, la troisiéme valeur propre est égale a 1) ; r est un retournement d’axe orthogonal
a et h(T). O
LemmeITI-17 : Si une rotation f est telle que cos(f) < 0 alors il existe un vecteur ¥ tel que U et f(¥) soient
orthogonaux.

Preuve : Soit p' ’axe de la rotation et u, W, p une base orthonormé de FE. Ecrivons un vecteur @

U =zt + yd + zp, f(¥) = (xcos(0) — ysin(0))d + (zsin(f) + y cos(f))wW + zp. Le produit scalaire < ¥, f(¥) >
est égal & 22 + cos(6)(2? + y?). Comme cos(f) < 0 les valeurs z, y, z peuvent étre choisies de sorte que le
produit scalaire soit nul. O

LemmeIII-18 : Soit g une rotation d’angle § non nul modulo 2. Il existe n tel que cos(2"0) < 0.

Preuve : Quitte a changer I'axe de la rotation, on peut supposer ’angle compris entre 0 et 7. La somme
o0 oo

1 €
Z on vaut 1, on écrit § = Z 2—2# avec €, = 0 ou 1.

n=1 n=1
Supposons cos(2™) > 0 pour tout n (s’il est nul pour un n, au coup suivant, il vaut —1). Pour n = 0

o0
1
cos(f) > 0 et 0 < 6 < /2, comme la somme Z on vaut 1/2 c’est que €1 = 0.
n=2
Soit n le premier indice tel que €, = 1, 216 = % + ... o la somme restante est inférieure & 7/2 on
a donc cos(2"710) < 0 ce qui est contraire & ’hypothése que nous venons de faire. Tous les €z sont nuls et
0 =0. O

Cette étape complete la démonstration. O
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CHAPITRE IV : RESEAUX

Ce chapitre est une introduction aux sous-groupes de (R™, +), nous ne intéressons qu’a des sous-groupes
de type finis, on utilisera naturellement le théoréme de structure des groupes abéliens de type fini (ici,
sans torsion !). Nous verrons comment les appliquer & des questions d’approximation et & de problémes de
représentation d’entiers comme somme de carrés, il faudra alors faire appel a des propriétés des corps finis et
des quaternions. La référence principale est [GS], on pourra aussi consulter [G2], [Sa]. Le lecteur qui voudrait
approfondir ses connaissances sur la question pourra consulter avec profit

CONWAY & SLOANE Sphere Packings, Lattices and Groups Springer Verlag (1993),

MILNOR & HUSEMOLLER Symmetric bilinear forms Springer (1973) ou

MARTINET Les réseaux parfaits des espaces euclidiens Masson (1996).

Dans tout ce qui suit R™ est muni de la structure euclidienne pour laquelle la base canonique {e1,...,¢€,}
est une base orthonormée.

§1 SOUS GROUPES DE R", SOUS GROUPES DISCRETS.

Définition I'V-1 : Soit G un sous-groupe de R", on dit que G est discret si tout compact de R™ ne contient
qu’un nombre fini de points de G.

Par exemple Z" est un sous-groupe discret de R™. On peut donner des propriétés équivalentes a la
définition :
LemmeIV-2 : Soit G un sous-groupe de R", les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout compact C de R™, C NG est fini ;

(ii) pour tout € > 0 la boule fermée B(0, €) ne contient qu’un nombre fini de points de G ;

(i) il existe n > O tel que B(0,n) NG = {0}.
Preuve : (i)=(ii) car B(0, €) est un compact.

(if)=-(iii) soit € > 0, ’ensemble B(0,€) N G est fini, on note B(0,¢) N G = {0,91,92,...,9x} et on pose
n=ginfi{{lgi, lg2ll,- ... llgull}, la boule B(0,7) convient.

(iii)=-(i) Soit C' un compact de R™ tel que CNG soit infini. Cet ensemble posséde un point d’accumulation
x, il existe une suit {g; };en de points distincts qui convergent vers z. Si on se donne 1 > 0, il existe une suite
gi,, tel que ||gi, — gip+1ll < M. La suite des (gi, — gi,+1)k contient une suite infinie d’éléments non
nuls et distincts de G qui converge vers 0, ce qui contredit (iii). O
Faire une démonstration utilisant le théoreme de Borel-Lebesgue.

On peut associer, a un sous-groupe G de R”, deux notions de dimension :

Définition I'V-3 : On note RG le sous-espace vectoriel de R"™ engendré par G, sa dimension (inférieure ou
égale a n) s’appelle la dimension réelle de G.

Définition IV-4 : Puisque 'on a supposé G de type fini (et sans torsion, puisqu’inclus dans R™) il est libre
de type fini et posséde une base {g1, ..., gr}, r est le rang de G, c’est aussi la dimension du Q-espace vectoriel
engendré par G dans R".

Il y a bien sur dans R™ des sous-groupes qui ne sont pas de type fini, par exemple (Q,+) n’est pas un
sous-groupe de type fini de (R, +).
Exercice 1 : Soit G le sous-groupe de R engendré par 1 et v/2, montrez que son rang est 2 et que sa dimension
réelle est 1.

§2 RESEAUX.

Définition IV-5 : Soit Gi,,(R) le groupe des R-automorphismes du R-espace vectoriel R™, on appelle réseau
de R™ toute image de Z"™ par un élément f € Gl, (R).

1l est alors Z-libre de rang n, de rang réel n et c’est un sous-group discret (Z" est discret et le réseau
en est l'image par un homéomorphisme).

Définition IV-6 : On appelle réseau relatif de R™ tout sous-groupe d’un réseau L de R", si le rang de ce
sous-groupe est n c’est aussi un réseau, on dit que c’est un sous-réseau de L.

LemmeIV-7 : Soit L un réseau de R", f,g € GIl,,(R) tels que f(Z"™) = g(Z™) = L, alors det(f) = £ det(g).
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Preuve : L’endomorphisme f o g~ de R” est un automorphisme de L, Z-module libre de rang n, c’est donc
une matrice de GI,,(Z) donc de déterminant +1. O
Définition IV-8 : L’invariant det(f) défini a partir de n’importe quel f € Gl,(R) tel que f(Z™) = L
s’appelle le déterminant du réseau.

Définition IV-9 : Soit L = f(Z™) (f € Gl,(R)) un réseau, {e1 = f(e1),...,en = f(e,)} une base de ce
réseau, on appelle maille du réseau (ou parallélotope fondamental) I'ensemble P(eq,...,e,) = {z € R"|z =

n
Z)\iei,o <A< ].}

i=1
Proposition IV-10 : L’ensemble P(ey,...,e,) est mesurable et sa mesure (pour la mesure de Lebesgue) ne
dépend pas du choix de la base du réseau, elle est égale a |det(M)| ot M est une quelconque des matrices
de Gl,(R) telle que M(Z"™) = L, on la note pi,.
Preuve : La maille P(eq,...,€,) de Z™ est mesurable, par construction de la mesure de Lebesgue sur R™. La
maille de L est son image par un difféomorphisme, elle est donc mesurable, la formule du changement de
variable donne le résultat. OJ
Corollaire IV-11 : Soit L' un sous-réseau de L, U'indice [L : L'] est fini et py, = [L : L'\
Preuve : Puisque L’ est un sous-Z-module de L de méme rang, il existe une base {ej,...,e,} de L adaptée &
L’, donc des entiers dy, . . ., d,, non nuls tels que {dyeq,...,dye,} est une base de L’. On en déduit f € Gi,,(R)
tel que f(Z") = L en envoyant €; sur e;, si on multiplie la jéme colonne de f par d;, on obtient ' € Gl,,(Z)

tel que f/(Z™) = L’. Les définitions précédentes donnent py, = dj....d,pr. On termine en remarquant que
[L:LN=|L/L|=T]",d. O

§3 THEOREMES DE JACOBI-BRAVAIS ET DE MINKOWSKI.
Enongons le théoreme de Jacobi-Bravais :

Théoréme IV-12 : Soit G un sous-groupe discret de R™ de dimension réelle r, alors G est un réseau relatif
de rang r.

Preuve : Puisque l'espace vectoriel engendré par les éléments de G est de dimension 7, on peut extraire de

G un systeme maximal de r éléments de G linéairement indépendants. Notons ey, ..., e, ces éléments. On
construit P (eq,. .., e,) comme on a construit la maille d’un réseau. L’adhérence P; est un compact et donc
P1NG est un ensemble fini (€], ..., €}) ; on réunit ces deux ensembles {eq,...,e,,€f,..., €} }. On va montrer

que l'on a construit un systeme de générateurs de G ; on aura établi que G est de type fini.

Soit € G, on peut 'écrire = Y7 _, Aje;, A; € R que lon transforme en >, [N]e; + > (N — [Ni])es
avec [\;] la partie entiere de ;. L’élément Y ., (A\; — [\i])e; est, par soustraction, dans G et par construction
dans P; c’est donc un e;- (1<j<k).

Il reste & prouver que le rang de G comme Z-module est bien r. Reprenons z € G, z = >_._; \;e; et
construisons la suite (™) = max — Y"1 [mA;]e; d’éléments de P; N G. Comme cet ensemble est fini il existe
j # £ tels que 219) = 29 ce qui donne (j — €)x = S;_, ([i\:] — [¢\i])ei. Si on applique ce procédé aux e/, on
en déduit qu’il existe d tel que dG C Zey & ... @ Ze,., le groupe G est donc de rang au plus r, or il contient
déja r éléments indépendants sur Z (puisqu’indépendants sur R). OJ

Un autre théoréme important en théorie des réseaux est celui de Minkowski (pour des applications, voir
[Sa] et Milnor-Husemoller cité plus haut).

Théoréme IV-13 : Soit G un réseau de R™ et S un sous-ensemble mesurable de R™. On suppose que S est
symétrique par rapport a 0, qu’il est convexe et enfin que sa mesure de Lebesgue est telle que 1(S) > 2" g
(égalité large si on suppose S compact), alors S contient un élément de G autre que 0.

Preuve : Soit {eq, ..., ey} une base du réseau. C’est aussi une base de 'espace vectoriel R™. Montrons que les
translatées de la maille associée a cette base forment une partition de R™. Tout d’abord, tout x € R™ s’écrit
de maniére unique >, Aie; = >0 [Ailes + D00 1 (A — [Ai])er done z = g+ y avec y € P, la maille associée
au réseau. Les translatées de la maille recouvrent R™. Ensuite, soit g et ¢’ € G, il existe z € (9+P)N (g’ +P)
onaz=g+u=g +u'soit g—¢g =u —u. Orsiu=>" Ne;, v’ =>" Ne; (0 <\, A, <1) on aura
ala fois \; — N, € Z et |\, — A}| < 1 ce qui implique que pour tout i, \; = A, soit u = v’ et g = ¢’. Deux
translatées de la maille ont une intersection non vide si et seulement si elles sont égales.
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Donnons d’abord la démonstration dans le cas de 'inégalité stricte. Soit S’ = %S. Cette partie est
recouverte par les translatées de la maille : §" = Ugeg(g + P) NS’ la réunion étant disjointe. Comme S est
mesurable, il en est de méme de S’ et des (¢g+P)NS’. La reunlon étant disjointe p(S) = > pu((g+P)NS’),
en utilisant l'invariance de la mesure par translation, u S’ = w(P NS — g)) L’additivité de la mesure
implique qu’il existe g et ¢’ distincts tel que (S"—g)N 5 il ex1ste s,s' € S"telsque 0 # s—s' € G.
Etablissons que s — s’ € S. Il suffit d’écrire s — ' = 2(28 23) : les éléments 2s,2s’ € S, comme S est
symétrique —2s" € S, comme S est convexe %(25 + (—2¢")) € S. Ceci termine la démonstration dans le cas
de I'inégalité stricte.

Supposons S compact et l'inégalité large. On construit ’homothétique (1 + €).5, il vérifie les hypothese
avec l'inégalité stricte. On déduit Iexistence de points fo € GN (1 +€)S. Si on choisit les € < 1, tous ces f.
appartiennent & I’ensemble fini 25N (G '\ {0}). Il existe donc une infinité de k& > 0 tel que f1,, = f € (G\{0})
soit fixe. ceci implique f € Nk(1+1)S = S. O

§4 APPLICATIONS A DES PROBLEMES DIOPHANTIENS.
Premier probléeme :

Soit = (x1,...,2,) € R"\ Q™. On construit le sous-groupe Z" + Zzx.
LemmeIV-14 : Le sous-groupe G est de type fini et non discret.

Preuve : Qu’il soit de type fini est évident. S’il était discret, il serait libre de rang n (d’apres le théoréme
de Jacobi-Bravais) et admettrait Z™ comme sous-réseau. Il possede une base {ei,...,e,} adaptée a ce sous
réseau. Il existe des entiers dy|...|d, tels que {dye1,...,dne,} soit une base de Z™ et des entiers ay,...,a,
tels que xz = Z?:l ae; = E? 1d &id.e;, I’élément x € i Z” ce qui contredit I’hypothese. O

Sous les hypotheses que 'on vient de faire, Ve > 0, le fermé {z = (z1,. .., 2,) € R"| Vi |z;| < €} contient
un élément y non nul de G, puisque ce dernier n’est pas discret. On peut écrire y = > | a;e; + ax avec
a # 0 les a; non tous nuls et la propriété |a; + ax;| < e. On en déduit :

Théoréme IV-15 : Soit x1,...,x,, n réels, alors pour tout € tel que 0 < € < 1, il existe des rationnels %,
q indépendant de i tels que :
) i €
pourt=1,....n xi—& < -.
q q
Preuve : Le cas ol les x; sont tous rationnels est évident et sans intérét. Si on suppose que z = (z;,...,z,) ¢

a; € €
Q" on applique le résultat de la discussion précédente avec € < e < 1 que l'on réerit |[— — ;| < — < —. O
. a a a
Montrez que si a/m ¢ Q alors les e"™® forment une partie dense du cercle trigonométrique lorsque n
parcourt Z.
Second probleme :

On se donne des entiers a;, ¢ = 1,...,n, non tous nuls et un autre entier b ; on recherche les n-uples
(x1,...,2,) € Z™ tels que :

() S o = b,
=1

Il s’agit donc de trouver les points & coordonnées entieres de I'hyperplan affine Y ;" | a;z; = b. On peut
commencer par la démarche habituelle dans ce genre de situation :

LemmelIV-16 : Siz® = (20,...,2%) est une solution particuliére de (x) alors toute solution est de la forme
z =% +y ot y est solution de I’équation homogéne : Yo aix; = 0.

L’existence d’une solution particuliere est assurée par :
LemmeIV-17 : Une condition nécessaire et suffisante pour que (*) admette au moins une solution est que
le pged d des a; divise b.

Preuve : La condition est nécessaire, puisque d divise le membre de gauche de (x). Réciproquement si cette
condition est vérifiée,on se ramene au cas ou d = 1. Le membre de gauche représente les éléments de 'idéal de
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Z engendrés par les a;, comme ils sont premiers entre eux c’est Z, et il existe &1, ..., &, tels que > | a;& =1,
les b¢; donne la solution cherchée. En utilisant 1’associativité du pged on peut construire explicitement une
telle solution. O

LemmeIV-18 : L’ensemble des solutions de I’équation homogéne est un réseau relatif de rang n — 1 inclus
dans Z".

Preuve : L’ensemble des solutions est stable par addition et par multiplication par un entier, ¢’est un sous-
groupe de Z™. Il engendre un sous-espace vectoriel de dimension n — 1. Si on suppose a; # 0 on an — 1
solutions linéairement indépendantes y* = (yi,...,v%) (2 < i < n) avec y& = —a;, y¢ = a;. Ces solutions
engendrent un réseau relatif I' de rang n — 1. O

Le probléeme est maintenant de trouver une base de l’ensemble du réseau relatif G des solutions de
I’équation homogene.

Théoréme IV-19 : Soit {ey,...,e,} une base de Z™ adaptée a T, il existe qi1|qz|...|gn—1 tels qu'une base
deT est {qi€1,...,qnen}. Alors {e1,...,e,_1} est une Z-base de G.
Preuve : Puisque gje; € I, pour j =1,...,n—1,0ona > ., ai(gjej); = 0 ot ( ); désigne la composante du
vecteur sur ¢; d’olt g; Y. a;(e;); = 0 et les e; sont des solutions du systéme homogene.

Réciproquement, si y = (y1,. .., yn) est une solution du systéme homogene, on a y .-, a;y; = 0. Comme
{€e1,...,en} est une base de Z", on peut écrire y = > | Nie;, A; € Z. Comme y et eq,...,e,_1 sont des

solutions, par différence A, e, en est une aussi. Mais par construction e,, ¢ RG donc A\,, =0 et y = Z?:l Ai€;.
O

Troisiéme probléme : on va maintenant établir le théoreme des quatre carrés.

Théoréme IV-20 : Tout entier positif est somme de quatre carrés d’entiers.
La démonstration fait appel, outre la théorie des réseaux, aux corps finis et aux quaternions.

LemmeIV-21 : Si tout nombre premier p est somme de quatre carrés d’entiers, il en est de méme pour
tout entier positif.

Preuve : Introduisons le sous-anneau A = Z + Zi + Z; + Zk du corps des quaternions H = R+ Ri + Rj + Rk.

Dire que p = af, —|—b§ + c% + df} se traduit par p est la norme réduite de m, = ap, +bpi+cpj+dpk (p = Ny (mp)).

On utilise la factorisation de ’entier n en produit de nombres premiers, n = Hp pU»(") et la multiplicativité

de la norme réduite : n =[], N, ()™ = NA(I1, F;;)p(n)). On écrit alors [ W;;)p(n) =a+bi+cj+dk. O
Comme 2 =1+ 140+ 0, on se restreint aux nombres premiers impairs.

LemmeIV-22 : Dans le corps fini a p éléments F), (p premier, impair), tout élément est somme de deux
carrés.

Preuve : Soit a € Fp, on construit les ensembles U = {u®> —a |u € Fy}, V = {—v* |[v € F,}. Le groupe F;

est cyclique d’ordre p — 1, comme p est impair le groupe IF;? est d’ordre %. L’ensemble des carrés de F,

est d’ordre L;l +1= pTH. Les ensembles U et V sont de cardinal p—;l, ils ne peuvent donc étre disjoints. Il

existe w,u,v € F,, tels que w = u? — a = —0v?, soit a = u? + v O

On peut maintenant terminer la démonstration du théoreme.

Preuve : Soit p premier impair, il existe w et v € F, tels que % + 72 +1 = 0. Choisissons, dans Z, des
représentants v et v de U, T et construisons le morphisme de Z-modules de Z* dans ]Ff, défini par :

LXLXLXT —> F, xF

p p

(a,b,c,d) —  (ua +vb—c¢,—va+ ub—d)
Puis que u? + v? = —1, le morphisme est surjectif. Son noyau G est un sous-module d’indice p? donc un
sous-réseau de Z* (que I'on a implicitement considéré comme inclus dans R*).

Soit, dans R*, la sphere S de rayon r = /2p, c’est une partie convexe, symétrique de R* de mesure
u(S) = %w2x/2p4 = 2m2p? > 16p?. Le théoreme de Minkowski montre qu’il existe un point g non nul de
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G NS, donc (a,b,c,d) avec a® + b* + ¢® + d? < 2p. Utilisons maintenant la définition de G, on ¢ = ua + vb
mod (p), d = —va + ub mod (p). D’ou :

a® + 0+ +d? = a® + b* + (ua + vb)? + (ub — va)?
=a® + b +u?a® + 0?0 + u?b? 4 v?a?

=a?(1+u? +v?) +b*(1 +v* +u?) =0 mod p

Onal0<a?+b2+c2+d><2peta®+b?>+c®+d?>=0mod (p), dot p=a?+b>+ 2 + d>. O
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CHAPITRE V : REPARTITION DES NOMBRES PREMIERS

On connait la preuve d’Euclide de l'existence d’une infinité de nombres premiers : Soit p1,...,pn, 1
nombres premiers, on construit 1+ [];", p; si ce nombre n’est pas premier il admet un diviseur premier qui
n’est pas dans la liste et s’il est premier, 14 aussi, on a un nombre premier qui n’est pas dans la liste. La
question de la répartition des nombres premiers se pose depuis longtemps, faute de formule permettant d’en
construire la liste.

Une premiere question est celle de l'estimation de la fonction 7(z) qui donne le nombre de nombres
premiers < z : la réponse , devinée par Gauss, est 7(z) ~ % elle fut établie par Hadamard et De La

Vallée Poussin (1896). Un premiere approche est due & Tcebychev, nous donnerons une version édulcorée :

1@2)@ + Oz log(z)) < 7(x) < 41@2)@ + O0(2"/? log(z)).

Une autre question naturelle : existe-t-il un nombre infini de nombre premier dans une famille infinie, sans
contrainte évidente (les multiple d’un entier !). Dirichlet a montré que dans une progression arithmétique
{na+bln € /Zdb (pgcd(a,b) = 1} de raison a # 0, il existe une infinité de nombres premiers. Nous donnerons
quelques exemples et une preuve d’une forme faible du théoréme de Dirichlet (b = 1). Par contre, on ne sait
pas s’il y a une infinité de nombres premier de la forme n? + 1.

§1 UNE SERIE DIVERGENTE (Réference [IR))
On pourra aussi consulter [Li]. Les carrés des entiers sont éloignés les uns des autres : Y nen # converge
n>0

alors que Y nen % diverge. Qu’en est-il des nombres premiers 7
n>0

Théoréme V-1 : Soit py (k entier > 1) la suite croissante des nombres premiers, la série ), i diverge.

Preuve : Soit p1,...,pr(n) la suite croissante des nombres premiers < n. On construit :
m(n) 1
Aln) = };[1 7@‘&)
Comme 0 < 1 <s<lona (1*1,,%) =325 o7 . En effectuant le produit de i = 1 & 7(n), on obtient la

somme des inverses des entiers n’ayant que ces p; dans leur décomposition en facteurs premiers. Parmi ceux

N P — . n 1 ~ }
la, il y a tous les entiers compris entre 1 et n. On a donc A(n) = 37, ; et par conséquent A(n) tend vers
Iinfini avec n.

Intéressons-nous maintenant & log(A(n)) = — Zw(n log(1 —p; ). On a:
w(n) m(n) oo
log(A(n)) = = > log(1—=p; ") = > > (mpi")"!
i=1 i=1 m=1
m(n) oo
1 1
= - St (mpz ) !
P1 p7r(n) i—1 mZ:Z

Mais Y00, (mp!) =t < 3200, (p") 7t = p; %(1 — p%)71 < 2p; %. En remplacant on a :

m(n) 1 Tr(n)
log(A(n)) < Z ot 2 Z =
v i=1 *?

Lorsque l'on fait tendre n vers 'infini log(A(n)) tend vers +oo, la seconde somme étant inférieure a %2 c’est

que lim,, o Zﬂ(n) L tend vers 'infini. OJ

Remarques :
1 Une facon nettement plus compliquée que celle d’Euclide de montrer qu’il y a une infinité de nombres
premiers !
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2 Si, dans la définition de A(n), on remplace p; par pi avec R(s) > 1, on arrive facilement & la formule du
produit pour la fonction ¢ de Riemann.

3 Et pourtant, il y a des intervalles arbitrairement grand sans nombre premier, par exemple tous les entiers
de [n!'+2,...,n! + n] de longueur n — 1 ont un diviseur compris entre 2 et n.

§2 LE THEOREME DE TCHEBYTCHEV. (Réferences [HW], [TMF))

On peut aussi consulter [EMF], [T]. Rappelons que 1'on note, pour x > 2, 7(x) le nombre des nombres
premier p, 2 < p < z. On introduit une fonction auxiliaire 6 définie par 6(z) = Z log p et on compare

p<x
ppremier

ces deux fonctions : 0(z) = Z logp < 6(x Z 1 =7(z)log(z). Par ailleurs,

p< p<T
ppremier ppremier
O(x) > Z log(p) > log Z 1
.L'% <p<z z % <p<w

ppremier ppremier

= 1 log(a)(x(x) — () > 5 log(w)(x(z) ~ =

Nl
~

ce qui se transforme, en tenant compte de la premieére inégalité, en :

0(x) < () < . 20(x) .
log(z) log(z)
Pour obtenir le comportement asymptotique de 6, on va la comparer avec la fonction 1 définie par
Y(x) = Z log(p). L’équivalence de p™ < x avec p < zw donne (z) = D O(z) dont les

(p,m),p™<ax
ppremier

termes sont nuls des que m > igi%’:g Par la définition de 6, on a évidemment 6(z) < xlog(x) et donc &

fortiori 6(xw) < xw log(x) < z72 /log(x). Compte tenu de la majoration des m intervenant dans la somme
D om>o O(zi) = O(x% log()?), ce qui donne la comparaison des comportements asymptotiques de 1 et 6 :
Proposition V-2 : On a I'égalité : 0(x) = 1(z) + O(a2 log(z)?).

D’ou le corollaire :

Corollaire V-3 : On a ’encadrement :

P(x)
log(z)

5 V(@)
l%@

1, (@)

+ 210g(x) + O(z2 log(x)).

+O(x? log(x)) < m(z) < @ +O(x? log(x)) =

Il nous faut maintenant évaluer la fonction . Elle va s’introduire, assez naturellement, par I’étude de
log(n!). On a une premiere évaluation de cette quantité :

Lemme V-4 : On a I'égalité :

log(n!) Z log(m) = nlogn —n + O(log(n)).

1<m<n

Preuve : Cela provient d’une forme faible de la formule de Stirling :

m—+1
0< / (log t)dt — log(m)

m

m—+1 m—+1
:/ log(t)dtg/ <t1)dt1.
m m m m 2m

Il reste & sommer pour 1 <m <n —1 et & utiliser [log(t)dt = tlog(t) — t. O
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Une autre fagon de calculer log(m) est de le factoriser en produit de puissances de nombres premiers.

log(m) = > log(p).

(p,v)|pYIn
ppremier

On reporte dans log(n!)et on intervertit les sommations :

log(n!) Z log(m Z log(p Z 1

1<m<n p¥<m 1<m<n
pY|m
g log(p [ ]
pY<n

On introduit la fonction :
log(p) sidv>1:d=p¥
Ad) :{ (p)

0 sinon
On en déduit pour n > 2 :
3 Ad) [g} = nlog(n) — n + O(log(n)).
d<n
On note B(n) le membre de gauche et on pose B(z) := B([z]). On va utiliser I'estimation de B(z) pour
établir un encadrement de >, A(d) qui est justement ) (z).
Posons pour u > 0 : x(u) = [u] — 2[u/2]. C’est une fonction périodique caractérsée par :

0 sio<u<1
x(u) =
1 sil<u<?2.

Nous allons maintenant calculer de deux fagons la quantité Bs(x) = B(x) — 2B(x/2). La premiere est de
revenir & 1’évaluation de B(z), les termes en x log(x) disparaissent et on a :

By (z) = zlog 2 + O(log(x).
La seconde consiste a prendre la définition de B et de x :
Z Ald)x(z/d).
d<az
On obtient une majoration brutale et une minoration utilisant la propriété de y :
U(x) —(x/2) < Ba(x) < P(2).
La majoration et I’évaluation précédente de By nous donne :
xlog2 + O(log(x)) < ¥(x).
On utilise la minoration sous la forme () < Ba(z) + ¢(x/2) et on itére ce qui fournit :
Y(@) < o< Bo(x/27) + 1(2/2%+1). Si on choisit k = “ggg} la valeur de % s’annule et on obtient :

)< Y (wl;g2+0(logx)>

0<i<[1255]

< 2zlog 2 + O(log(x)?.

En résumé :

Lemme V-5 : Pour x > 2, on a I’encadrement :

zlog2 + O(logz) < ¢¥(x) < zlog4 + O(log(x).
Finalement, on reportant dans le corollaire 3 :
Théoréme V-6 : On a I'encadrement :

log 2 T 4 O(x% logx) < w(z) < 2log 4"y O(:U% log x).
log x logz

La démonstration de Tchebychev utilise une fonction x moins grossiére et donne un encadrement plus fin
(voir [TMF)).
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§3 DU COTE DES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES. (Réferences [Li])

Les premiers exemples que I’on donne sont des retombées rapide du procédé d’Euclide évoqué au début
de ce chapitre.

Proposition V-7 : Il y a une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

Preuve : Soit E '’ensemble des premiers de la forme 4n + 3. On prend ¢1,...,¢, € E, on construit p =
41T, @i — 1, ce nombre p est congru & 3 modulo 4. Il admet obligatoirement un facteur premier congru a 3
modulo 4, on a un élément de E hors de la sous-famille. L’ensemble F ne peut donc pas étre fini. OJ

Proposition V-8 : Il y a une infinité de nombres premiers congru a 5 modulo 8.
...et donc a 1 modulo 4!

Lemme V-9 : Si p est un nombre premier impair et si p divise a® + b* (a et b premiers entre eux), alors
p = 1 modulo 4.

Preuve : La condition implique que a et b sont premiers & p, donc inversibles dans IF,, (le corps & p éléments).
dans corps on a donc a? 4 b* = 0 soit (ab~!)? = —1. Il y a un élément d’ordre 4 dans F et donc 4|p — 1. O

Preuve (de la proposition) : Soit F 1’ensemble des nombres premiers congrus & 5 modulo 8 et ¢, .. ., ¢, une
sous-famille finie. On construit x = H:Zl gi et n = 22 + 4. Comme z est impair 22 est congru & 1 modulo
8 et n = 5 modulo 8. Les facteurs premiers de n n’appartiennent pas a la sous-famille. De plus, le lemme
montre qu’ils ne peuvent étre congrus a 3 ou 7 modulo 8. Ils ne peuvent étre tous congrus & 1 modulo 8,
donc au moins I'un d’entre eux est congru a 5 modulo 8. O

Proposition V-10 : Il y a une infinité de nombres premiers congrus & 5 modulo 6 (et donc & 2 modulo 3).

Preuve : Soit E ’ensemble des nombres premiers congrus a 5 modulo 6 et g1, . .., g une sous-famille finie. On
construit z = 6 []/_, ¢; et n = x —1 qui est congru & 5 modulo 6. Les facteurs premiers de n n’appartiennent
pas a la sous-famille. Un nombre impair ne peut étre congru qu’a 1 ou 5 modulo 6. Si tous les facteur premiers
de n était de la forme 6m + 1, il en serait de méme pour n, c’est contradictoire. Le nombre n admet un
facteur premier congru a 5 modulo 6, en dehors de la sous-famille choisie. L’ensemble E est donc infini. [J

Proposition V-11 : Il y a une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 3.

Preuve : Soit F ’ensemble des nombres premiers congrus & 1 modulo 3 et ¢, . . ., ¢ une sous-famille finie. On
construit z = 3 H:Zl ¢; et n = 22 +x + 1. Soit p un facteur premier de n, il n’appartient pas & la sous-famille
finie, il est différent de 3 qui divise = et donc 2% + x. Montrons que p = 1 modulo 3. En effet p|n implique
pl(z —1)n = 2% — 1 : donc la classe de z est d’ordre 3 dans ;. Le théoreme de Lagrange nous dit que 3|p — 1.
[

Dans ces démonstration on a vu apparaitre les polynémes X — 1, X2 4+ 1, X2 + X 4 1 qui sont des
polynomes cyclotomiques (voir annexe, en fin de chapitre). Nous allons nous baser sur leurs propriétés pour
démontrer que si a est un entier positif, il existe une infinité de nombres premiers de la forme an + 1. Le
théoreme de Dirichlet remplace 1 par un entier b premier & a dans cet énoncé. La preuve, plus compliquée
est exposée dans la premiere partie de [Li] (sections 3,4,5).

Théoréme V-12 : Soit a > 1 un entier, il existe une infinité de nombres premiers de la forme an + 1.
Preuve : On considere ’ensemble E des nombres premiers congus & 1 modulo a et q1, ..., g, une sous-famille
finie de E. On construit z = a[],_, ¢; et on évalue ®,(z). On établit d’abord le lemme :

Lemme V-13 : Si p est premier avec a et si p|®,(z) alors p = 1 modulo a.

Preuve : On part de ®,(x) H ®4(r) = 2% — 1 qui est divisible par p. L’ordre de x dans [F;; est un diviseur

dla
d<a

de a, si c’est un diviseur strict  de a alors dans I, 2% —1 =0 et donc z annule un ®4 pour d < a. La classe
de = est une racine double de X — 1, elle annule ax®~!, donc az® = a, ce qui est impossible (a et p sont
premiers entre eux). L’ordre de x est égal & a et c’est un diviseur de p — 1. OJ

Démonstration du théoréme : Soit ( une racine primitive a-eme de I'unité

@u(@) = | T] (@—¢H)|>@-1¢@ >,

(k,a)=1
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L’entier ®,(z) a donc des diviseurs premiers. Soit p 'un d’entre eux. On vérifie facilement, par construction
de ®,, que pour a > 2, ®,(0) =1 et on sait (cf annexe) que @, est & coefficients entiers. On écrit donc

(a)
D, (x)=1+ Z a;r’
i=1

Par choix de z, @, (x) est congru & 1 modulo a, p est donc premier & a, le lemme nous dit alors que p appartient
a I ; Pexpression précédente de @, (x) montre que p n’appartient & la sous-famille choisie. L’ensemble E est
donc infini. O

ANNEXE : LES POLYNOMES CYCLOTOMIQUES. (Référence [P]).

Soit K un corps, n € N\ {0}, on considére le polynéme P, = X™ — 1. Le polynéme dérivé de X™ — 1 est
nX"~1 sila caractéristique de K ne divise pas n, la seule racine de P! est 0 qui n’est pas racine de P,, le
polynéme P,, ne possede pas de racine multiple. Si p|n, n =pm on a X™ — 1 = (X™ — 1)? donc P, n’a que
des racines multiples dans un corps de décomposition de P,,. Dans la suite de ce paragraphe, on suppose la
caractéristique de K premiere a n.

Lemme V-14 : L’ensemble u, (K) des racines n-iémes de 'unité appartenant & K* est un sous-groupe
cyclique de K* d’ordre d|n.

Preuve : Cela résulte de la structure des groupes abéliens finis et de ce qu’un polynémes de degré n possede
au plus n racines. Ensuite, soit K, un corps de décomposition de Py, pu,(K,) est un sous-groupe cyclique
d’ordre n de K, enfin pu, (K) C pn(Kp). O
Définition V-15 : On appelle racine primitive n-ieme de I'unité tout générateur de p, (Ky), on note . (Kp)
Pensemble des racines primitives n-iemes de 1 appartenant a K,.

Il y a donc ¢(n) (indicateur d’Euler) racines primitives n-itme de 1'unité dans p* (K,,).

Définition V-16 : Le polynéme ®,, x(X) = H(X — () s’appelle le n-ieme polynéme cyclotomique sur K.
CEuy, (Kn)

Le polynome ®,, est unitaire de degré o(n). Si k est le sous-corps premier de K, P, € k[X], k,, le corps

de décomposition sur k de P, est inclus dans K,,. On en déduit que ®,, € k,[X], on va montrer qu’en fait

®,, € k[X].

Proposition V-17 : On a lidentité X" — 1 = Hd|n Dy(X).

Preuve : Cela résulte de 1'égalité des ensemble i, (Ky,) = Ugjnpy(K,) qui exprime que tout élément de s,

et d’ordre d, diviseur de n.

Remarques :
1 . En comparant les degrés (i.e. en réinterprétant la formule de réunion de la démonstration) on retrouve

la formule n =3, ¢(d).
2 . La proposition donne une méthode de calcul des polynémes cyclotomiques, en procédant par récurrence :

X" -1
P, (X)==—"—"""—.
Hd\md;ﬁn (I)d(X)
Exercice 1 : Calculez @24 .
Proposition V-18 :
1. Le polynéme ®, g € Z[X].
2 . Soit k un corps et ¢ : Z — k I'homomorphisme canonique de Z dans k alors ®,, , = 0(Pn,q)-
En particulier, pour p fn ®,r, se déduit de ®,, g par réduction modulo p.
Preuve :
1 — On raisonne par récurrence sur n, on a ®1(X) = X — 1 € Z[X], supposons la propriété vraie pour tout
d < n. Le produit Hd|n,d<n ®,4(X) est un polynéme unitaire & coefficients dans Z qui divise ®,, dans Q[X].
Si on effectue cette division euclidienne, on reste dans Z.
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2 — On raisonne encore par récurrence, le cas n = 1 est trivial. Le point 1, permet d’écrire X" —1 = &, o F'(X)
dans Z[X]. On a
(X" = 1) = X" — 1 = 0(Pp 0)o(F (X))

=D, 1 H Qg1 (X)

d<n,d|n

Mais o(F) = [ycp an 0(@a,0(X)) = [lacn,ajn Pa,k(X). On obtient le résultat par comparaison des égalités
obtenues. O

Intéressons-nous a un cas particulier :

Théoréme V-19 : Le polynéme @, o(X) est irréductible sur Z (donc sur Q).

Preuve : Soit K le corps de décomposition de ®,, sur Q, ( € K une racine primitive n-1éme de I'unité. On se
donne un nombre premier p ne divisant pas n.

1) Le choix de p implique que (P est une autre racine primitive de I'unité.

2) Soit F (resp. G) le polynéme minimal (unitaire) de ¢ (resp. ¢?) sur Q, ce polyndéme appartient & Z[X].
Puisque Z[X] est factoriel on décompose ®,, en produit de facteurs irréductibles ®,, = HZ P;, comme ®,, est
unitaire, il n’y a pas d’élément de Z dans la décomposition et les P; sont unitaires ; mais F' et G figurent
dans cette décomposition. Enfin, on a vu qu'un polynome irréductible sur Z lest sur Q.

3) Montrons que F' = G. S’il n’en est pas ainsi le produit F'G divise ®,, dans Z[X]. Comme G(¢?) = 0 on
en déduit que G(XP) est divisible par F' dans Q[X], donc dans Z[X] puisqu’il s’agit de polynémes unitaires
a coeflicients entiers : G(X?) = FH. On effectue une réduction modulo p. Dans le corps F, I’élévation & la

puissance p est égale a l'identité : G(XP) = G(X)p la réduction modulo p de Uidentité G(X?) = FH nous
donne donc G(X )p = FH. Soit P un facteur irréductible de F', puisque F,[X] est principal, P divise G, on
en déduit que dans F,[X], X™ — 1 = P2Q posséde au moins une racine multiple, ceci est contradictoire avec
le choix de p relativement a n.

4) Si ¢’ est une autre racine primitive n-ieme de l'unité, ¢’ = "™ avec m = pi* ... p% et les p; sont premiers
a n, un rapide raisonnement par récurrence montre que ¢’ et ¢ ont le méme polynéme irréductible F. La
décomposition de ®,, en facteurs irréductibles est donc ®,, = F*, comme ®, n’a pas de racine multiple,
t =1, le polynome est irréductible sur Q, donc sur Z puisqu’il est unitaire. O

Exercice 2 : Montrez qu’il existe au plus une fonction p définie sur 'ensemble des nombres entiers > 1, a
valeurs entieres et vérifiant p(1) =1et sin>1,3%7,;, u(d) =0.

Montrez qu'une telle fonction vérifie p(1) = 1, u(p) = —1 si p est premier, u(p™) = 0 si p est premier et
r> 2.

Montrez que si p existe et si m et n sont premiers entre eux, on a u(mn) = u(m)u(n) (décomposer tout
diviseur d de mn en le produit d’un diviseur de m et d’un diviseur de n, montrez que la propriété est vraie
si mn n’a que 4 diviseurs, puis procédez par récurrence).

Montrez que si p existe p(1) = 1, p(n) = (—1)" si n est le produit de » nombres premiers distincts, p(n) =0
si n est divisible par le carré d’un entier.

Montrez que p existe (c’est la fonction de Mdbius).

Soit f une fonction définie sur les entiers > 1 a valeurs dans un groupe abélien, noté additivement, on définit
une nouvelle fonction g par g(n) = >_,,, f(d) ol la somme est étendue a I'ensemble des diviseurs d de n,
1 < d < n. Montrez que f(n) =3, 9(d)u(7)-

Montrez que le n-iéme polynéme cyclotomique vérifie @, (X) = Hd|n(Xd — 1)), Calculez ®g.
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