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ANALYSE COMPLEXE

Micheéle Audin

Résumé. Ces notes de cours sont une introduction a I’analyse complexe, avec cent quatre-vingt-onze
exercices et vingt-cinq figures. On y établit, pour les fonctions d’une variable complexe, I’équivalence
entre holomorphie et analyticité (Cauchy, Morera). On y discute de la question du logarithme et plus
généralement des primitives, des poles et autres singularités. Pour ce faire, on y integre les fonctions
sur les chemins, ce qui amene le théoreme des résidus et ses applications plus ou moins calculatoires.
On y construit et étudie aussi des fonctions elliptiques, la fonction zéta de Riemann, et on y démontre
le théoreme des nombres premiers.
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PREFACE

On trouvera ici une version révisée et un peu étoffée de la rédaction d’un cours que j’ai donné dans
la licence de mathématiques a 1’Université Louis Pasteur de Strasbourg en 1997, 98 et 99 (version 1,0).

J’ai préparé cette version (version 2,0) pour un cours de magistére premiere année en 2005-2006, elle
est un peu rafraichie et contient un peu plus de théorémes (des précisions, notamment sur les singu-
larités essentielles, sur les automorphismes, et une démonstration du théoréme des nombres premiers)
et davantage d’exercices.

Prérequis

J'utilise un peu de topologie sur C et les résultats de base sur les séries (voir le chapitre résumé,
page 1). Les lecteurs sont supposés, comme le font les « vrais » étudiants, étudier la topologie générale
et le calcul différentiel en parallele. En cas de besoin, je signale l'existence de deux beaux livres
accessibles sur ces sujets, ceux de Skandalis | | et de Rouviere | .

Sources, références et remerciements

J’ai appris les fonctions holomorphes dans le livre de Cartan | | qui n’a pas plus vieilli que
son auteur et reste la référence « incontournable »... et que j’ai donc copié et plagié sans vergogne,
probablement méme la ou je n’en étais pas consciente. Le paragraphe sur ’exponentielle est copié sur
I’époustouflant prologue du livre de Rudin | |, les démonstrations des résultats sur les produits
infinis viennent du chapitre 15 de ce méme livre.

La démonstration « sans homotopie » de I'analyticité des fonctions holomorphes vient de I'article
de Verley dans 1" Encyclopedia Universalis | -

J’al aussi copié quelques démonstrations dans le cours de Jean-Benoit Bost a I’Ecole Polytech-

nique | |, une ou deux autres dans le livre de Remmert | ], quelques exercices « faciles »
dans les livres de Silverman [ | et Lang | | et d’autres, en général plus difficiles, dans celui
de Tauvel | -

Je me suis permis de copier quelques notices biographiques dans la méme Encyclopedia Universalis.
Que tous ces auteurs, nommés ou non, soient remerciés pour leur participation involontaire.

L’esprit de ce cours, I'idée d’utiliser la démonstration de [ | pour avoir au plus vite les grands
théoremes (Liouville...), beaucoup des exercices et méme le style IXTEX utilisé proviennent de multiples
conseils de et discussions avec Claude Sabbah.

J’y ai aussi inclus beaucoup d’exercices proposés par Iris Muller et j’ai bénéficié de remarques de
Nicole Bopp, d’Henri Carayol et d’Olivier Dodane.

W Un livre qui contient beaucoup de mathématiques, mais aussi des remarques historiques et culturelles trés intéressantes.



viii PREFACE

Qu’ils soient remerciés pour leur participation plus ou moins volontaire.

Les étudiant-e-s de magistére premiére année en 2005-2006 ont essuyé les platres (version 1,9) de
ce nouveau cours. La version améliorée (version 1,99) leur doit beaucoup : chacun-e a corrigé une
formule incorrecte, a protesté parce que je n’étais pas claire, a proposé une nouvelle démonstration
(voir par exemple page 37), a dessiné des paysages (voir page 100). Pour fabriquer la présente version
(version 2,0), j’ai simplement corrigé deux ou trois erreurs grossieres (la plupart signalées par Olivier
Dodane) et ajouté les exercices du sujet d’examen de janvier 2007.

Que tous les étudiants soient remerciés pour leur participation captive (mais bienveillante, agréable
et surtout indispensable).

Et apres?

On trouvera dans la bibliographie des références permettant aux lecteurs de se cultiver et/ou d’ap-
profondir et de prolonger ce qu’ils auront appris dans ces notes, je pense notamment a la fonction zéta
et a ses utilisations [ , | et aux surfaces de Riemann | , ].

A Strasbourg, le 25 janvier 2007



RESUME DES PROPRIETES UTILISEES

Notions de topologie générale

Celles que j’utiliserai sont les suivantes.

Ouverts, fermés. L’espace C, corps des nombres complexes®, est muni de sa topologie d’espace
vectoriel normé par |-| (« module » des nombres complexes ou norme(®) euclidienne).
C’est un espace complet, ce qui veut dire que toutes les suites de Cauchy y sont convergentes.
Je noterai
D(zg,7) ={2z€ C||z— 2| <7}
le disque ouvert de rayon r centré en z.
Les ouverts sont des réunions de disques ouverts. Par exemple, le quadrant

{z € C|Ré(z) > 0 et Im(z) > 0}
est un ouvert, ainsi que la couronne

{zeC|l<|z| <2}.

Les fermés sont les complémentaires des ouverts, toute partie A a une adhérence A (le plus petit
fermé qui la contient), ce qui fait que je noterai aussi

D(zp,r) ={2z€C||z—2| <r}

[e]
I'adhérence du disque ouvert, qui est le disque fermé. Toute partie a aussi et un intérieur A (le plus
grand ouvert contenant A).

Compacts. Un compact d’'un espace topologique est une partie séparée de cet espace telle que, de
tout recouvrement de cette partie par des ouverts, on puisse extraire un sous-recouvrement fini.

Les compacts de C sont les parties a la fois fermées et bornées (contenues dans une boule assez
grande) — c’est un théoreme (dit de Borel-Lebesgue ou de Heine-Borel), vrai dans C et dans n’importe
quel espace R"™, mais pas dans n’importe quel espace topologique).

@ construit & partir de R de facon que I’équation x? +1 = 0 y ait des solutions, ce qui en donne immédiatement & toutes
les équations du second degré a coefficients dans R, et aussi a coefficients dans C et ce qui, de fagon plus étonnante,
suffit & en donner a toutes les équations algébriques — un théoréme, dit de d’Alembert-Gauss, que nous démontrerons
plusieurs fois dans ces notes

3)Ou de la topologie définie par n’importe quelle norme, puisque, sur C comme sur tout espace vectoriel R”, toutes les
normes, étant équivalentes, définissent la méme topologie.
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Toute suite contenue dans un compact y posséde un point d’accumulation ou, ce qui revient au
méme, une sous-suite convergente, c’est un autre théoreme (dit de Bolzano-Weierstrass).

I’image d’un compact par une application continue est un compact. Par exemple, si ’application
continue est a valeurs dans R, I'image d’un compact est une réunion finie d’intervalles fermés bornés,
ce qui implique que la fonction a un maximum, un minimum, et qu’elle les atteint.

Les compacts vérifient la propriété des fermés emboités, a savoir que si (Sp)nen est une suite
décroissante de fermés non vides contenus dans un (le méme) compact, alors leur intersection n’est
pas vide.

Enfin, une fonction continue sur un compact y est uniformément continue.

Connexes. De méme I'image d’un connexe par une application continue est un connexe. Une propriété
que l'on utilise souvent sous la forme : si U est connexe et X discret et si f : U — X est une application
continue, alors f est constante.

Si F est un espace topologique et « € F, le plus grand connexe de E contenant x est sa composante
connexe. Tout espace topologique est union disjointe de ses composantes connexes.

Vocabulaire des séries numériques, des séries de fonctions

Séries. Une série n’est autre qu’une suite ou une suite une série, s,, = ZZ:O Uk, Up = Spn — Sn_1,
mais il y a quand méme un vocabulaire et des résultats spécifiques au langage des séries. La série de
terme général u,, est convergente si la suite s, ’est. La limite de s, s’appelle la somme de u,,. La série

converge absolument si la suite s), = > |uy| est convergente.

. =" .
Par exemple, la série > ) est convergente mais elle n’est pas absolument convergente.

Bien str, convergence absolue implique convergence, mais aussi implique que ’on peu grouper les
termes de la série comme on le souhaite pour calculer la somme. Ce qui n’est pas vrai lorsque la

convergence n’est pas absolue, comme le montre le fait que

(=)™ 1 1
Z n 7éiz:2n—|—1+ n

puisque les deux séries de droite sont divergentes.

Séries de fonctions. Une série de fonctions > f,(z) peut converger simplement (c’est-a-dire pour
chaque z) ou uniformément sur une partie A, c’est-a-dire lorsque

N
lim sup fu(z) —s(z)| =0.
N—+00 24 7;) "
On dit que la série Y f,, converge normalement sur A C C si tout point de A possede un voisinage U
tel que

D llfally < 400 ou [If]l, = sup | (2)],

c’est-a-dire si elle converge « en norme », c’est-a-dire si > |f,| converge. Dans ce cas, la série > f,
converge uniformément.
Ces notions sont importantes, parce que, si les f,, sont continues et si la série converge uniformément,
alors la limite est continue, et qu’il est bien facile de vérifier si une série est normalement convergente.
Dans ce cours, on aura surtout des séries entieres, c’est-a-dire des séries de terme général a,,2".



LES BASES DU CALCUL DIFFERENTIEL 3

Les bases du calcul différentiel

La notion de différentiabilité en un point (étre approchable au voisinage de ce point par une appli-
cation linéaire), la différentielle d’une application (cette application linéaire) et le théoreme d’inversion
locale (si la différentielle d’une application en un point est inversible, alors I'application elle-méme, au
voisinage de ce point, est inversible). Voir | ].






CHAPITRE 1

SERIES ENTIERES ET FONCTIONS ANALYTIQUES

Dans ce premier chapitre, je définis les fonctions analytiques (celles qui se développent en série
entiere au voisinage de chaque point), j’en étudie les premiéres propriétés étonnantes (le principe des
zéros isolés). Je décris ensuite la fonction exponentielle, un des outils essentiels des mathématiques, et
je pose la question du logarithme, a laquelle je réponds, autant que faire se peut.

I1.1. Définition des fonctions analytiques

Séries entieres. On appelle série entiere une série de fonctions de la forme

(o, ¢]
Z anz" an € C.
n=0

Proposition 1.1.1. Soit p = sup {r € [0, +o0[| Y |an| ™ < +00}.
(1) Pour tout r < p, la série Y anz" converge normalement sur le disque |z| <.
(2) La série > anz™ diverge pour |z| > p.

Remarques 1.1.2

(1) D’abord, p existe (la série converge pour r = 0) mais il peut étre nul, fini ou infini. On Pappelle
le rayon de convergence de la série entiere. Le disque fermé |z| < p est le disque de convergence.

(2) La proposition ne dit rien sur ce qui se passe sur le cercle de convergence |z| = p, ou des
phénomenes variés peuvent se produire (voir 'exercice 1.2).

(3) La somme de la série est une fonction continue sur l'intérieur du disque de convergence.

Démonstration de la proposition 1.1.1. C’est une conséquence du lemme suivant, di & Abel.
Lemme 1.1.3 (Abel). Soient r, ro des réels tels que 0 < r < ro. S’il existe un nombre réel (fini) M > 0
tel qu’on ait

lan| g < M pour tout n > 0,

alors Y, qanz" converge normalement pour |z| < r.

Démonstration du lemme. On majore
r n
lanz"| < |an|r™ < M () .
7o

Comme on a r < rg, M(r/rog)" est le terme général d’une série géométrique convergente. O
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Montrons la premiere assertion de la proposition : si 7 < p, on choisit un nombre ry tel que
r < rg < p. Par définition de p, la série ) |a,|r( converge, donc il existe un nombre (fixe) M tel que
lan| g < M pour tout n.

On applique le lemme d’Abel et on obtient la convergence normale de > a,z™ pour |z| < 7.
Pour la deuxiéme assertion : si |zg| > p, pour tout réel M, on peut trouver un entier n tel que
|anzy| > M (sinon, le lemme d’Abel impliquerait que la série ) a,2" converge normalement pour

|z| < |z0|, ce qui est contradictoire avec la définition de p). O
Remarque I.1.4. Si la suite |apt1/a,| a une limite ¢, alors p = 1/¢ : on considere la suite
‘anﬂz"*l Janz"|, qui converge vers £|z| et on conclut par le critére habituel sur les séries numériques

(comparaison avec une série géométrique).
Exemple 1.1.5. Le rayon de convergence de la série | 2™ est 1. Voir d’autres exemples dans 'exercice 1.2.

On dit parfois qu'une série entiere est convergente quand son rayon de convergence est strictement
positif (c’est-a-dire quand elle converge effectivement quelque part).

Somme et produit de séries entiéres convergentes. Considérons maintenant deux séries entieres

flz)= Zanz", g(z) = anz”

de rayons de convergence respectifs p; et po ainsi que les séries somme et produit
g cn 2" avee ¢, = ay, + by, E d,z" avec d,, = agb, + -+ + anby.

Appelons enfin R le plus petit des deux nombres p; et ps.

Proposition 1.1.6. Les séries entiéres s(z) =Y cp2" et p(z) = Y. dp2" ont un rayon de convergence au
moins €égal & R. Pour |z| < R, leurs sommes sont respectivement f(z) + g(z) et f(z)g(z).

Démonstration. On écrit
n

Yo = lan| + [bn|, 6n = Z |ap - |bn—pl ,
p=0

de sorte que |c,| < vy, et |dy| < d,. Pour r < R, les séries Y |ap| r™ et > |by| ™ convergent. On a donc

Zq/nr": Z|an\rn + Z|bn]7“" < 400

n>0 n>0 n>0

et
Zdnr” = Z lan|r™ | - Z |bp| " | < 400
n>0 n>0 n>0

les séries s(z) et p(z) sont donc convergentes pour |z| < R.
Il reste a vérifier que leurs sommes sont bien la somme et le produit des séries f(z) et g(z). Pour la
somme, c’est clair. Pour le produit, ca résulte de la propriété rappelée dans I’exercice I.6. O
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Définition des fonctions analytiques.

Définition 1.1.7. Soit U C C un ouvert et soit f : U — C une application. Soit zg € U. On dit que f
est analytique en zg s’il existe

— un nombre r > 0 tel que le disque |z — zp| < r soit contenu dans U

— et une série entiere ) ., a,w™ de rayon de convergence p > r
tels que, pour |z — zo| < 7, on ait

+oo
f(z) = Z an(z — 2zp)".
n=0

On dit que f est analytique sur U si elle est analytique en tout point™™) de U.

Exemple 1.1.8. Un polynéme est une fonction analytique en tout point de C : en effet, on peut
développer le polynoéme en tout point grace a la formule de Taylor :

P(z) = Pla) + 3 2P (a0)(z — 20)*
k=1 """

ou n est le degré de P. Bien entendu, il existe des fonctions analytiques qui ne sont pas des polynomes,
ce que nous montrerons le plus rapidement possible.

On remarquera que la somme et le produit de deux fonctions analytiques sur U sont des fonctions
analytiques sur U (en application de la proposition I.1.6). L’ensemble des fonctions analytiques sur U
est ainsi un anneau. C’est bien évidemment un espace vectoriel sur C. En plus, les structures d’anneau
et d’espace vectoriel sont compatibles (A(fg) = (Af)g = f(A\g)) ce qu’on résume en disant :

Proposition 1.1.9. L’ensemble des fonctions analytiques sur louvert U est une algébre sur C.

Il est traditionnel de noter cette algebre O(U).

1.2. Les principes des zéros isolés et du prolongement analytique

Proposition 1.2.1 (Principe des zéros isolés, version séries entieres). Soit f(z) =Y a,z" la somme d’une
série entiere de rayon de convergence p > 0. St au moins un des coefficients a, n’est pas nul, il existe
un r dans |0, +oo[ tel que f ne s’annule pas pour |z| dans l'intervalle |0, r].

Démonstration. Soit p le plus petit entier tel que le coefficient a, ne soit pas nul. Ainsi
f(z) = Zanzn = 2Pg(2)
nzp

avec g(z) = ap + apr12 + -+ et g(0) = ap # 0. Comme g est la somme d’une série entiere, elle est
continue a l'intérieur de son disque de convergence, donc il existe tout un voisinage de 0 sur lequel elle
ne s’annule pas. O

Remarque 1.2.2. Dans les notations de la démonstration, si p = 0, f = g et f ne s’annule pas au
voisinage de 0. Si p > 1, f a un zéro isolé en 0.

Corollaire 1.2.3. Toute fonction analytique sur U admet un unique développement en série entiére au
voisinage de chaque point de U.

W De sorte que analyticité est une propriété locale, c’est-a-dire qui se vérifie en chaque point.
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Démonstration. En effet, si, pour tout z dans un voisinage de zg, on a
Z an(z — 20)" = Z bn(z — 20)",
ona y (an —by)(z —20)" =0 et donc
Z(an — by)w"™ = 0 pour tout w dans un voisinage de 0.

Donc, en appliquant la proposition 1.2.1, on voit que a,, = b, pour tout n. ]

Théoreme 1.2.4 (Principe du prolongement analytique). Soit U un ouvert connexe de C et soient f, g
deuz fonctions analytiques sur U. Si f et g coincident sur une partie 3 de U qui a un point d’accu-
mulation dans U, alors elles coincident sur U.

Démonstration. Soit a un point d’accumulation de ¥ dans U et soit V' un voisinage de a sur lequel
f et g sont développables en série entiere. Considérons la fonction h = f — g. Elle est analytique
sur U puisque f et g le sont. Elle est développable en série entiére sur V et ses zéros ont un point
d’accumulation dans V' donc, en vertu de la proposition 1.2.1, hly = 0. Soit

A={aeU]|h=0 au voisinage de a} .

C’est un ouvert de U par définition. Il contient I’'ouvert non vide V et n’est donc pas vide. Montrons
maintenant qu’il est aussi fermé.

FIGURE 1.

Soit u un élément de I'adhérence A de A dans U. 1l existe une suite u,, d’éléments de A tels que
u = limu,,. Comme u,, est dans A, h(u,) = 0 pour tout n. Mais u € U et h est analytique dans U,
donc elle se développe en série entiere au voisinage de w :

+oo
h(z) = Z an(z —u)"
n=0

sur la boule B = {z € U | |z — u| < r}. Sin est assez grand, u,, est dans B et h a une infinité de zéros
dans B, ce qui serait contraire au principe des zéros isolés si 'un des a,, n’était pas nul. Donc tous les
a, sont nuls et h = 0 sur un voisinage de u. Ainsi u est dans A, ce qui fait que A est fermé.

En conclusion, A est ouvert, fermé et non vide. Comme U est connexe, on a A = U. O
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Remarque 1.2.5. En particulier, si une fonction analytique est nulle sur un tout petit ouvert contenu
dans U, elle est nulle sur U tout entier. Il est clair que ce résultat est faux pour des fonctions seulement
supposées C> (voir I'exercice 1.13).

Si U et V sont deux ouverts non vides avec V' C U et U connexe et si f est une fonction analytique
sur V', on appelle prolongement analytique de f & U toute fonction analytique sur U qui coincide avec
f sur V. Il se pourrait tres bien qu’il n’existe pas de tel prolongement, mais, s’il en existe un, il est
unique.

Remarque 1.2.6. On applique souvent le théoréme 1.2.4 au cas ol 3 est un ouvert de U mais aussi dans
le cas ou ¥ est une courbe dessinée dans U. On 'applique par exemple lorsque ¥ est l'intersection de
U avec 'axe réel.

Proposition 1.2.7 (Principe des zéros isolés). Soit f une fonction analytique sur un ouvert connexe U.
Si f n’est pas identiquement nulle, ses zéros sont isolés.

Démonstration. Si ce n’était pas le cas, il existerait une suite infinie wu,, de zéros de f qui convergerait
vers un point v € U. D’apres la démonstration précédente, f serait nulle au voisinage de u et donc
serait identiquement nulle sur U. O

1.3. Dérivabilité et analyticité des séries entiéres convergentes

Proposition 1.3.1. Soit f(z) = >, ~anz" une série entiére de rayon de convergence p et soit f'(z) =
Yo nanz" 1. Son rayon de convergence est p et, pour tout z tel que |z| < p, on a

) =t LEEN ),

h—0 h

Il semble naturel d’appeler f’ la dérivée de f. On discutera des relations entre cette dérivée et les
dérivées partielles ou la différentielle de f au chapitre suivant.

Corollaire 1.3.2. Une fonction analytique sur U y admet des dérivées de tous ordres. O

Démonstration de la proposition. Appelons p’ le rayon de convergence de f’. En posant o, = |ay,|, on

1

sait donc que, pour r < p'; la série Y na,r™+ converge et donc que

Zanr" <r Znam’”fl < 400

n>1 n>1

donc r < p (on a montré r < p’ = r < p).
Inversement, soit r < p et soit 7’ tel que r < r’ < p. Alors
n r\n—1
nopr™ 1t = —/anrm (—/) .
r r
A cause de I'inégalité v’ < p, la suite a,,r"" est majorée, disons par M, de sorte que
_ n ry?=1 M ry\n-1
na,r" 1 < —M (—,) =—n (—,) .
r r r r

La série de terme général n(r/r')"~! est convergente, donc na,r" ! est le terme général d’une série
convergente et donc r < p’ (on a montré r < p=r < p/).
Donc p = p'. Il reste a vérifier que f’ est bien la dérivée, au sens exprimé dans la proposition, de f.

On fixe z et on choisit r de fagon que |z| <r < p.
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FIGURE 2.

On suppose que h est un nombre complexe non nul tel que |h| < r — |z| de sorte que
|2+ | < [z[ +[h[ <7

et que f est définie en z 4+ h. On a alors

f(z+h})l—f(z) () = Zan[(z—i—h Zna’” = Zun(z,h)

n>1

avec
un(z,h) = ap (2 + W)™+ 2(z+R)" 24 42" e
et donc, en majorant brutalement |z| et |z 4 h| par r,
Jun (2, )| < ap (P () 2 T m“"_l) = 2na,r" L

A cause de I'inégalité r < p, la série Y nay,r" !

Ve>0, 4N, Z 2na,r" < %

converge et on a donc

n>N
La somme finie ),y un(2, h) est un polynéme en h, nul pour h = 0. Il existe donc un réel positif n
tel qu’on ait, pour tout h tel que |h| < 7,

Z Un(z,h)| <

n<N

M\(‘f)

Finalement, si |h| < inf(r —|z],n),

et - ),
=T pe)

< Z un(z,h)| + Z 2n0,r" ! < e. O
n<N n>N

Cette proposition permet de démontrer (enfin!) qu’il existe des fonctions analytiques (autres que
les polynomes).

Théoréme 1.3.3 (Analyticité des séries entieres). La somme d’une série entiére est analytique a
lintérieur de son disque de convergence.

Contrairement a ce qu’on pourrait croire naivement, ce résultat n’a rien d’évident. Il s’agit de
montrer que la fonction en question est analytique en chaque point de l'intérieur de son disque de
convergence. On va montrer un résultat beaucoup plus précis : une série entiere est somme de sa série
de Taylor en tout point de l'intérieur de son disque de convergence.
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Proposition 1.3.4. Soit f(z) = Y a,z"™ une série entiere dont le rayon de convergence p n'est pas nul.
Soit zg un point de lintérieur du disque de convergence. Alors la série entiére

1
Z af(n)(zo)wn
n>0
a un rayon de convergence au moins égal a p — |zo| et on a
1
— — f(n) — )
F2) = 3 7 (o) = — 20)
n>0

pour tout z tel que |z — zo| < p — |20].

Démonstration. Posons g = |zp|, ay, = |ay|. Calculons la dérivée p-ieme de f

f(p)(ZO) = Z Mazﬂrq'zg,

|
= T
de sorte que

’ 0 (20)‘ 3 (P;q“amrg

Pour ro <7 < p, on a

> 1o = o < 30 it — oy

1o
p>0 " D,q g
<o | ¥ it
_n>0 0<p< pl(n —p)! ’
> <p<n

~~

(r—ro+mro)"
< Z apr™ < 4o0.
n>0
On a utilisé le fait que la série était a termes positifs pour regrouper les termes. Donc le rayon de
1
convergence de la série ) - f (")(zo)z” est plus grand que ou égal a r — g, mais on pouvait choisir r
n!
arbitrairement proche de p, donc le rayon de convergence est supérieur ou égal a p — |2g|.
Calculons maintenant Y o, £ (20)(z — 20)"/n!. L'inégalité ci-dessus montre que la série double

3 (p+q)!
p'q' aerqu(Z - Zo)p
Pyq o

converge absolument. On peut donc calculer sa somme en regroupant les termes de facon arbitraire.
Il y a deux fagons intéressantes de le faire :
— ce qu'on a déja fait (regrouper selon p+ ¢ =n) :

n! e "
Zan Z m(z—zo)pzo P :Zanz = f(2),

n>0 0<p<n

— mais aussi

Z (z — 20)? Z (p +'C])!ap+ng ' —

|
>0 P
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1.4. Exponentielle et surtout logarithme

Exponentielle complexe. Elle est définie par la série entiere

+00  n

z
exp(z) = e* = Z o
n=0

Il est clair que le rayon de convergence de cette série est infini (exercice 1.2 si nécessaire). La convergence
absolue implique que ’on peut calculer

> aF N AR n! bk = (@+b)"

ce qui fait que la fonction exponentielle vérifie la formule d’addition (ou « équation fonctionnelle »)
exp(a) exp(b) = exp(a + b) Va,be C.

Cette relation implique que €® = 1 et que e? - e7% = 1. Les coefficients de la série sont des nombres
réels ce qui fait que e® est réel pour z réel. On appelle e le nombre (réel) e = e! (ce qui justifie la
notation!).

Le théoreme suivant résume les propriétés les plus importantes de la fonction exponentielle.

Théoréme 1.4.1
(1) L’application exp est une surjection C — C — {0}.
(2) Elle est égale a sa dérivée, c’est-a-dire on a exp’ = exp.
(3) La restriction de exp a R est une fonction réelle strictement croissante et positive qui vérifie
lim exp(z) = 400, lim exp(z) = 0.
T——+00 T——00
(4) 11 eziste un nombre réel positif, noté m, tel que exp(im/2) =1 et tel que e* =1 si et seulement
st z/(2im) € Z.
(5) La fonction exp est périodique de période 2im.
it

(6) L’application t — e envoie l'aze réel sur le cercle unité.

Démonstration. D’abord, I’équation fonctionnelle donne e?-e™% = 1, donc e® # 0, et exp est a valeurs
dans C — {0} (mais il reste & prouver que tous les nombres complexes non nuls sont atteints).

Ensuite la série dérivée de celle définissant exp est évidemment la méme et donc exp’ = exp.

On a déja dit que exp se restreignait a l'axe réel en une fonction réelle. En contemplant le
développement en série, on voit immédiatement que exp est strictement croissante sur les réels positifs
et aussi que sa limite en 00 est +00. Pour les réels négatifs et la limite en —oo, on utilise e™* = 1/e”.
it

Le développement en série montre aussi que, si t est réel, on a e™* = ¢t Ainsi

) ., — . . .
’ezt’ — it git — it ot _ it zt:eozl

donc 'axe réel est bien envoyé dans le cercle unité (il restera a vérifier que tous les points en sont

atteints).
Définissons'? les deux fonctions réelles de variable réelle

cost = Ré(e'), sint = Im(e™)

t

et dérivons la relation e = cost +isint :

/ N | -7 . .
CcoS t+181nt:ze’t:—51nt+zcost

) Voir aussi la discussion page 15 pour des remarques sur cette définition.
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de sorte que
cos’ = — sin, sin’ = cos.
Comme partie réelle de e, la fonction cos a un développement en série
2
costzl—a—k@-#-”'
convergeant pour tout t réel. Considérons la valeur de la fonction cos en 2. Les termes de la série vont
décroitre en valeur absolue, avec des signes alternés, de sorte que cos 2 est majoré par la somme des
trois premiers termes (avec t = 2). Tous calculs faits, on trouve cos2 < —1/2. Comme cos0 = 1 et
que cos est continue sur R, elle doit s’annuler entre 0 et 2. Soit tg le plus petit nombre réel positif tel
que costg = 0. On définit
T = 2tg.

Comme cost + isint est de module 1, sintg = +1, comme sin’t = cost > 0 sur ]0, ¢y, la fonction
sin est croissante sur ]0,¢o[ et comme sin0 = 0, on a sinty > 0, bref, sinty = 1. D’ou l'on déduit que

e/ =,
On en déduit aussi que €™ = i? = —1, que *™ = (-1)? = 1, que €™ = 1 pour tout n € Z et que
ez+2i7r _ ez€2i7r — %

.. et donc que la fonction exponentielle est périodique de période 2im.

Supposons maintenant que z soit tel que e* = 1 et montrons que z est un multiple entier de 2¢7. Si
z = x + iy (avec = et y réels), on a e = e%e”, donc |e?| = e®. Comme e* = 1, on a forcément e* = 1
et donc x = 0 (exp est strictement croissante et en particulier injective sur R). Reste & montrer que
y/2m est un entier, et pour ¢a, il suffit de montrer que e® # 1 pour y €]0, 27|.

Soit donc y €]0, 27|. Ecrivons les parties réelle et imaginaire de exp iy /4

eVt =u+iv, wu,veR.
Comme y/4 €]0,7/2[, les réels u et v sont strictement positifs. D’autre part, on a
e = (u+iv)* = u' — 6utv? + vt + divv(u® — v?).

Le membre de droite ne peut étre réel que si u?

—v? = 0. Comme u?+v2 = 1, ce n’est possible qu’avec

u? = v? = 1/2. Mais alors la partie réelle est —1 et pas 1.

Il ne reste plus a montrer que les deux assertions de surjectivité que nous avons laissées de coté.

Commencons par le cercle. Fixons un nombre complexe w de module 1 et montrons qu’il s’écrit
w = €' pour un certain ¢ € R. Supposons d’abord que ses parties réelle u et imaginaire v sont toutes
deux positives. Comme u < 1, le théoreme des valeurs intermédiaires (encore) affirme qu’il existe un
t € [0,7/2] tel que u = cost. Comme sin®t = 1 —u? = v2, et comme v > O et t € [0,7/2], on a v = sint
et donc w = e*.

Siwu < 0etv >0, on peut appliquer ce qui précede & —iw, on trouve —iw = e et donc w = e (t+7/2),
Enfin, si v < 0, on sait que —w = €'t et donc w = e*t+7),

Pour finir, fixons un w # 0 et écrivons w = a |w| avec a de module 1. On vient de voir qu’alors,
a = e%¥ pour un certain y € R. Toujours en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
un réel z tel que |w| = e®. Alors w = ¢*T%. On a bien démontré que exp est surjective de C dans

C - {o}. 0

La figure 3 montre quelques droites paralleles aux axes réel et imaginaire et leurs images par
I’exponentielle. Voir aussi 'exercice 1.25.
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FIGURE 3.

La figure 4, elle, illustre la convergence de la série

o0

> M=
nl
n=0
Je lai trouvée dans | | (page 54) et elle m’a semblé si éclairante que je n’ai pu m’empécher de

la copier. La convergence « en spirale » s’explique par le fait que les parties réelle et imaginaire sont
des séries alternées (ce que nous avons utilisé dans la démonstration précédente, en définissant 7).

FIGURE 4.

Logarithme népérien. La fonction exp est continue et strictement croissante sur R. Elle admet une
fonction réciproque continue et strictement croissante ]0,+oo[— R, appelée « logarithme népérien »
et notée log. On remarquera que log(1) = 0 et que, comme exp’ = exp, log’(x) = 1/z... c’est bien le
méme logarithme népérien que 'on a découvert dans les classes de lycée.

Mesure des angles et arguments d’un nombre complexe. Appelons S le cercle unité :
St={zeC||z|=1}.

On a vu que l'application y — e est une application continue et un homomorphisme surjectif de
groupes R — S'. On a aussi déterminé son noyau, le groupe des multiples entiers de 2m. Ainsi
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I’exponentielle définit un isomorphisme de groupes

¢:R/21Z —— S'.

Si on munit R/27Z de la topologie quotient, ¢ devient un homéomorphisme (exercice 1.27). L’ap-
plication réciproque associe, a tout nombre complexe de module 1, une classe modulo 27Z de réels,
ses arguments. De méme, si z # 0, on définit arg(z) = arg(z/|z|), a I'addition d’un multiple entier de
27 pres.

Immortel Archimeéde... Dans les classes du secondaire, on a défini sinus et cosinus d’un angle
(géométrique)

) a
sin A = —, cos A = -
c c

(coté opposé sur hypoténuse, coté adjacent sur hypoténuse). On a aussi parlé des fonctions sinus et
cosinus que ’'on vient de définir ici — sans les définir rigoureusement. Ici il s’agit de sinus et cosinus
d’'un nombre réel. Le passage de I'un (angle) a autre (nombre) se fait via la mesure des angles : si
une mesure de I’angle en A est ¢, on a bien

cos A = cost, sin A = sint.

De méme, le nombre 7 défini ici comme le double du premier zéro positif de la fonction cosinus
est bien le nombre 7 qui permet de calculer la longueur d’une circonférence depuis I’école élémentaire
(ou depuis Archimede, selon la notion qu’on a du temps historique) : on calcule la longueur du cercle
unité en le paramétrant par (cost,sint) ou e, t € [0,2x]. La longueur est I'intégrale de la norme du

it .
2 )
Ez/ ‘ie”’ dt = 2.
0

La longueur de la circonférence est bien 27w. On peut définir m par cette égalité... a condition d’avoir
défini la longueur des courbes avant.

vecteur dérivé (—sint,cost) ou ie

Logarithme complexe. Il s’agit d’inverser la fonction exponentielle... dont nous savons fort bien
qu’elle n’est pas inversible, n’étant pas injective. On peut donc s’attendre a des problémes. Nous
savons cependant pourquoi elle n’est pas injective (en d’autres termes nous connaissons le noyau de
I’homomorphisme de groupes exp).
Donnons-nous un nombre complexe ¢ et cherchons tous les nombres complexes z tels que e =¢. Il
est nécessaire que ¢ ne soit pas nul. Ecrivons, apres avoir choisi un argument de ¢,
t = |t|exp(iargt)
et cherchons z sous la forme z = = + iy, c’est-a-dire résolvons
e®e™ = |t|exp(iargt).
On trouve
x = log |t|, y=argt
cette deuxieme relation étant & manier avec des pincettes. Donc on aimerait écrire
z =loglt| +iargt

relation dans laquelle on voit bien, comme il fallait s’y attendre, que le logarithme complexe n’est pas
bien défini, ou qu’il est défini a I’addition d’un multiple entier de 2im pres.
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Définition 1.4.2. On dit qu’une fonction continue f de la variable complexe ¢, définie sur un ouvert
connexe U C C ne contenant pas 0, est une détermination du logarithme sur U si

VteU, exp(f(t)) =t

Remarque 1.4.3. Une telle détermination n’existe pas forcément. C’est le cas par exemple pour U =
C—{0}, comme on va le voir dans la proposition 1.4.5. Par contre, s’il en existe une, il y en a beaucoup
d’autres, comme le précise la proposition suivante.

Proposition 1.4.4. Soit U un ouvert connexe ne contenant pas 0. Si f est une détermination du loga-
rithme sur U, toute autre détermination du logarithme sur U est de la forme f+ 2ikm pour un certain
entier k. Réciproquement, toute f + 2ikm est une détermination du logarithme sur U.

Démonstration. Supposons que f et g soient deux déterminations du logarithme sur U. Par définition,
elles sont continues sur U. Donc la fonction

est continue sur I'ouvert connexe U. Elle ne prend que des valeurs entiéres et donc est constante. La
réciproque est claire. O

Proposition 1.4.5. Il n’existe pas de détermination (continue) du logarithme sur C — {0}.

Démonstration. Supposons qu’une telle détermination existe, appelons-la f. Posons u(z) = Im f(z).
Alors u serait une détermination continue de ’argument sur C — {0}.

Restreignons-nous au cercle S' et posons v(f) = u(e'), définissant ainsi une fonction v : R — R
continue et périodique de période 27. Pour tout #, 6 et v(6) sont des arguments de e?, donc il existe
un entier n(6) tel que

v(0) — 0 = 2n(0)7.

Comme v est continue, n est une fonction continue de R dans Z, donc elle est constante. Il existe
donc un entier n tel que

v(0) = 6 + 2n.
La contradiction vient maintenant du fait que v doit aussi étre périodique :

0+ 2nm =v(0) =v(0 + 27) = (0 + 27) + 2nm. O

Remarque 1.4.6. Compte-tenu de tout ce a été dit dans ce paragraphe, la plus grande prudence est de
rigueur quand on utilise des déterminations du logarithme. Je préciserai : « soit f la détermination du
logarithme sur 'ouvert U telle que etc. ». Je conseille une prudence analogue aux lecteurs.

Développement en série du logarithme
Proposition 1.4.7. La série entiere
ZTL
D
n>1 n
converge pour |z| < 1. La somme de la série
t—1)"
fy =3 -y D
n>1

est une détermination du logarithme sur le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1.
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Démonstration. 11 est clair que le rayon de convergence de la série entiere est 1 et donc que la série
définissant f(¢) converge pour |t — 1| < 1. La fonction f vérifie f(1) =0 et
1 1
! n n
t) = -H)"t-1)'=———=-
PO =301 = o =
n>0

donc sa restriction aux t réels (dans ]0,2[) est log(t). La fonction expof est analytique comme com-
posée de deux fonctions analytiques® , coincide avec t pour t réel, donc, en vertu du théoréme du
prolongement analytique (ici le théoréme 1.2.4), elle coincide avec ¢ partout. O

On a ainsi montré l'existence de déterminations analytiques du logarithme sur le disque de centre 1
et de rayon 1. Il en existe sur tous les disques contenus dans C — {0}, comme ’affirme la proposition
suivante et comme le montre la figure 5.

FIGURE 5.

Corollaire 1.4.8. Soit ty un nombre complexe non nul et soit 6y un argument de to. Sur le disque
[t —to] < |to|, la série

g(t) = log [to| + iy + > (_an (t — t°>n

to
n>1
définit une détermination analytique du logarithme.

Démonstration. On applique la proposition 1.4.7 qui dit que la série

Z (—12:1—1 (t ;Oto)”

n>1

t
i 1’ < 1, vers f(t/tp). Ainsi
0

converge, sur le disque défini par

t

‘ t
exp g(t) = |to] e exp f (%) = t()% =t. O

)] nest pas trés facile de démontrer directement que la composée de deux fonctions analytiques est analytique. On
pourra le faire en exercice (exercice 1.5) ou attendre les théorémes du chapitre suivant qui le donneront sans fatigue.
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La détermination « principale » du logarithme. Traditionnellement, il y a une détermination
du logarithme considérée (ce n’est pas mon avis) comme meilleure que les autres. Commengons par
définir une fonction réelle de variable réelle, la fonction arcsin (prononcer « arcsinus »).

La fonction sinus est continue et strictement croissante sur | — n/2,7/2[. Elle admet donc une
fonction réciproque strictement croissante

arcsin ;] — 1, 1[——] — 7/2,7/2].

Proposition 1.4.9. Soit U, le complémentaire dans C de ’ensemble des réels négatifs ou nuls. Les
formules
arcsin(y/ |t|) stz >0
f(@)=logl|t|+i{ m—arcsin(y/|t|]) sizx<0ety>0
—m —arcsin(y/ [t]) six <0 ety <0
(avec x = Rét, y = Imt) définissent une fonction f sur Up qui est une détermination analytique du

logarithme.

Démonstration. Montrons d’abord que ces formules définissent bien une fonction f continue sur U.
Elle est continue sur le demi-plan x > 0 et sur chacun des deux quadrants du demi-plan x < 0. Il suffit
de vérifier que les différentes formules donnent la méme chose sur 1’axe des y (privé de 0).

Siz =0ety>0,lapremiere formule donne log |t| + im/2 et la deuxieme log |t| + i(m — 7/2). De
méme, si x = 0 et y < 0, les premieére et troisieme formule donnent respectivement log |¢t| — im/2 et
log [t| — i(m — m/2). Donc f est bien continue sur U,. De plus, il est clair que les formules en arcsin
définissent un argument et donc que f est une détermination du logarithme sur U,.

Il reste a vérifier qu’elle est analytique. Montrons donc qu’elle a un développement en série entiere
au voisinage de chaque point de U,. Soit donc ty € U, et soit D un disque ouvert de centre tg
contenu dans U (figure 6). Le disque D est contenu dans le disque |t — tg| < |to| et donc, sur D, nous
connaissons deux déterminations du logarithme, celle donnée par le corollaire 1.4.8 et celle que nous
sommes en train de considérer. En vertu de la proposition 1.4.4, elles different d’un multiple de 2.
Comme l'une est analytique, 'autre I’est aussi. O

.
.
N
N
>

Y

’
Y

FIGURE 6.
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Remarque 1.4.10. Les formules données dans 1’énoncé servent a convaincre les lecteurs que la fonction
f est continue. Il est assez rare qu’on ait effectivement besoin de calculer un arcsinus pour évaluer un
argument.

C’est cette détermination qu’on appelle la détermination « principale » du logarithme. Mis a part
le fait qu’elle coincide avec le logarithme népérien sur les réels positifs, elle n’a vraiment rien de
particulier.

Corollaire 1.4.11. Si 0 € R, soit Uy l’ensemble des nombres complexes dont 0 n’est pas un argument.
1l existe dans Uy des déterminations analytiques du logarithme.

Démonstration. On ramene simplement Uy sur U, par une rotation. Soit ¢ = § — 7, de sorte que la
rotation

P —
envoie la demi-droite d’argument 0 sur celle d’argument 7 (y = 0, = < 0) et Uy sur U,. Posons
git)=f (e_wt) + i
ou f est la fonction définie par la proposition 1.4.9. Alors g est analytique sur Uy et

expg(t) = exp (f (e*wt)) €Y = e WLl =t O

Racine m-éme. L’imitation de la formule
1
/™ = exp < In 93)
m

montre que, s'il existe une détermination du logarithme sur un ouvert®, il existe aussi, sur ce méme
ouvert, une détermination (continue ou analytique, c’est équivalent) de la racine m-éme. Voir I'exer-
cice 1.33.

Exercices

Exercice 1.1 (Rayon de convergence, formule d’Hadamard). On rappelle que la limite supérieure d’une
suite de nombres réels a,, est

limsupa, = lim | supa,
p—=0 \ p>p

Vérifier qu’'une telle limite supérieure (finie ou infinie) existe toujours et que si la suite est convergente,
sa limite supérieure coincide avec sa limite.
Montrer que le rayon de convergence p de la série entiere > a, 2" vérifie

1
= = limsup |an|"/™.
p

M Gréce & la théorie des revétements, on peut montrer la réciproque de cette assertion : les ouverts sur lesquels existe
une détermination de la racine m-éme sont exactement ceux sur lesquels existe une détermination du logarithme. Voir
par exemple [ ].
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Exercice 1.2. Trouver les rayons de convergence des séries entieres
n
z 2 1 1
n —-n_ n n n n n n
En!z, E—“ 52 2", qu, Ez, gfz, E—QZ
n! n n

et comparer ce qui se passe pour les trois derniéres quand |z| = 1.

Exercice 1.3. Trouver les rayons de convergence des séries entieres

n)3 n n!
Z(logn)zz", Zé?m))'z , ZnZZ , — 2"

nn

Exercice 1.4. Soit Y a,z" une série entiere de rayon de convergence r > 0. Montrer que les séries
suivantes ont le méme rayon de convergence

g nayz", g n2a,z", E na,z"" 1.

n>1
Exercice 1.5. Soient S(z) =) < an2" et T(2) =), < by2" deux séries entieres (on remarquera que
T(0) =0).
(1) Montrer que Pexpression U(z) = Y,~oan (T(2))" définit une série entiere, que 'on note U =
SoT.

(2) On suppose que les rayons de convergence p(S) et p(T) sont strictement positifs. Montrer
qu’il en est alors de méme de celui de U et que, a l'intérieur du disque de convergence de U,

U(z) = S(T(2)).

(3) Que peut-on dire de la composée de deux fonctions analytiques ?

Exercice 1.6. Soient (uy) et (v,) deux séries absolument convergentes. Soit
Wy, = Z UpUp—p-
0<p<n

Montrer que la série (wy,) est absolument convergente et que sa somme est égale au produit

Ziiﬂm ZE:UQ
p=>0 q=>0

Exercice 1.7. Montrer que 1’on a

1
- = Z(fl)"(z —1)" pour |z —1| <1,
o n>0

7:1+Z(n+1)(z+1)” pour |z+1| < 1.
n>1

Exercice I.8. Soit
1 n
flz) =) —lz(1-2)*
nlen

ou py, est le plus grand des coefficients apparaissant dans le développement de [z(1+z)]4n. On développe
les termes apparaissant dans la définition de f, obtenant ainsi une série entiere. Calculer son rayon de
convergence. Montrer que f converge pour |z| < 1 et pour |z — 1| < 1.
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Exercice 1.9. Montrer que la formule

f(z) = lim i

n—oo 2™ + 1
définit une fonction sur le complémentaire du cercle unité dans C. Existe-t-il un prolongement continu
de cette fonction a C tout entier ?

Exercice 1.10. Soit f une fonction analytique sur un ouvert U de C. Montrer que si f n’est pas constante
au voisinage de 2o € U, il existe un voisinage V de zg sur lequel on a

ze Vet f(z) = f(z0) = 2z = 2.
Exercice I.11. Avec les mémes hypotheses, soit u € C. Montrer que
U, ={z € U | f est constante égale & u au voisinage de z}

est ouvert et fermé dans U.

Exercice 1.12. Soit f(z) = > a,z" une série entiere dont on suppose que le rayon de convergence vaut 1
et qui vérifie

0< > nlan| < lasl.

n>2

Montrer que f est injective et que la série converge pour |z| = 1.
Exercice 1.13. Montrer que la fonction f : R — R définie par

1

exp <—2) pour z > 0
x

0 pour x <0

T —

est une fonction de classe C*°. En déduire que le principe du prolongement analytique ne s’applique
pas aux fonctions de classe C*° de R dans R. En utilisant f, construire une fonction de classe € sur
C qui ne satisfait pas le principe du prolongement analytique.

Exercice I.14 (Anneau des séries formelles). Une série formelle sur le corps K est une expression
> n>0anX ™. On définit la somme et le produit de deux séries formelles par les formules

ZanX" + anX" = chX” avec ¢, = ay + by,

(Z anX") . (Z an") = Zan" avec d,, = agb, + -+ + apbg.

Montrer que ’ensemble K[[X]] des séries formelles est un anneau commutatif unitaire, et méme une
K-algebre, dont ’anneau des polynémes est un sous-anneau (et méme une sous-algebre).
Montrer que ’anneau des séries formelles est un anneau integre. Quelles sont ses unités ?

Exercice 1.15. Montrer que 'anneau des fonctions analytiques sur un ouvert U est un anneau integre
si et seulement si l'ouvert U est connexe.

Exercice 1.16. Les fonctions continues sur un ouvert U forment une algebre C(U). Montrer que C(U)
n’est pas integre. Qui sont les diviseurs de 07

Exercice 1.17. Soit f une fonction analytique sur un ouvert connexe U de C.

(1) On suppose que [ est identiquement nulle sur U. Que peut-on dire de f?
(2) On suppose qu’en tout point z de U, on a f(z) = 0 ou f/(z) = 0. Que peut-on dire de f?
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Exercice 1.18. Démontrer 1’égalité

oo
(z—-1)"
z __
€ e+engln! .

Exercice 1.19. Lorsque x est réel, on sait que

6230 _|_ e—ZZ' . ezx _ e—zx
cosr=———et sine = ————.
2 27
On pose aussi, pour z € C,
e’LZ + e—ZZ . e’LZ _ e—ZZ
cosz=———6¢€t sinzg = ———
2 21
Vérifier que cos et sin sont des fonctions analytiques sur C, qu’elles satisfont a
e* = cosz + isin z pour tout z € C,
que cos’ = sin et sin’ = — cos et que

cos? z 4+ sin? z = 1 pour tout z € C,

enfin résoudre les équations
cosz = 0, sinz = 0.

Exercice 1.20. On pose, pour z € C,

zZ —Z zZ —Z
e“ +e ) e —e
coshz:Tet sinhz = ———

Montrer que cosh’ = sinh et sinh’ = cosh et que
cosh? z — sinh? z = 1 pour tout z € C,
et donner les développements en série entiere de ces deux fonctions.

Exercice 1.21 (Le plus court chemin entre deux énoncés réels passe par le complexe(®))
Montrer que, pour tout z € C tel que sinz/2 # 0 (et en particulier, pour tout z réel vérifiant la

méme propriété), on a
) z
sin (n+ =
(n+3)

Z
2sin -
sm2

1
5+cosz—|—~--—|—cosnz:

Exercice 1.22. Soit f(z) = sin 1 " Montrer que f est analytique sur le disque ouvert |z| < 1. Quels

sont les zéros de f sur ce disque ? Est-ce contradictoire avec le principe des zéros isolés ?

Exercice 1.23. Montrer que si f est une fonction analytique sur un ouvert connexe U et s’il existe un
point zg dans U ou f et toutes les dérivées de f s’annulent, f est identiquement nulle sur U.

Exercice 1.24. Existe-t-il une fonction analytique f définie sur un ouvert connexe U contenant 0 et
telle que

1 1 1
1) P tout n tel 1 U — | = = —.
(1) Pour tout n tel que 1/n € ,f<n> f(Zn—i—l)

1 1 1
(2) Pour tout n tel que 1/n € U, f () =f <—> =—.
n n n

®) Comme aurait dit (dit-on) Hadamard.
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Exercice 1.25. Dessiner les images par ’exponentielle des droites issues de 'origine.

Exercice 1.26. Quels sont les nombres complexes z qui vérifient e* = 17 Ceux qui vérifient e = w
(pour un w € C donné) ?

Exercice 1.27. Montrer que R/27Z, muni de la topologie quotient, est un espace topologique com-
pact. Montrer que I'application ¢ : R/27Z — S! définie par l'exponentielle (au §1.4) est un
homéomorphisme.

Exercice .28 (I’équation fonctionnelle de I’exponentielle). On suppose que f est une fonction analy-
tique non nulle sur un ouvert connexe U contenant 0 de C et qu’elle vérifie, pour tous z, 2’ de U tels
que z +2' €U,

flz+2) = f(2)f(¢)

Montrer qu’il existe un nombre complexe b tel que f(z) = €.

Exercice 1.29. Montrer que, pour tout nombre complexe z, on a

zZ\"n
lim (1 + —) =expz
n

n—-+o0o

(on pourra développer (1 + z/n)" par la formule du binéme).

Exercice 1.30 (La fonction zéta de Riemann). Montrer que, pour tout n > 1, z — n® est une fonction

Ré(z)

analytique sur C et que [n*| =n . Montrer que la série ), ., n™* converge uniformément sur les

demi-plans
{z€e C|Ré(z) >1+¢}
pour tout € > 0 et converge normalement sur
{z € C|Ré(z) > 1}.

La somme

=3 =

n?
n=1

(la fonction zéta de Riemann) est donc continue sur ce demi-plan.

Exercice I.31. On considere les deux séries

ﬁ@=2§ et o) =im+ 3 (-1 E=2

n
n>1 n>1

Démontrer qu’il existe un ouvert connexe U contenant les deux disques ouverts
{zeC||z|]<1} et {z€C||z—-2] <1}
et une fonction g analytique sur U telle que
9(2) = fi(2) si |z] < let g(z) = fa(2) si |z — 2| < 1.

Exercice 1.32. Soit U un ouvert connexe de C ne contenant pas 0. On suppose que f est une fonction
analytique sur U et qu’elle vérifie

1
fi(t) = 1 et Ito tel que exp f(to) = to.

Montrer que f est une détermination du logarithme.
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Exercice 1.33. Soient f une fonction analytique sur un ouvert U et zp un point de U tel que f(zp) # 0.
Montrer que pour tout entier m > 1 il existe un voisinage ouvert V' de zg et une fonction analytique
g sur V tels qu’on ait sur V, f(z) = g(z)™. Combien existe-t-il de telles fonctions ?

Exercice 1.34. Déterminer une fonction continue (analytique) définie sur
U=C—{(z,0)|z<—-1loux>1}
et telle que
fO)=iet (f(2)*=22-1 VzeUl.
Exercice 1.35. Montrer qu’il existe une détermination f du logarithme dans
C —{z | Ré(z) =0,Im(z) <0}
telle que f(1) = 0. Calculer (i), f(—1), f(—2), f(2 — 34).

La suite d’égalités suivantes est une « démonstration » du fait que, si log est une détermination du
logarithme, on a log(—z) = log(z) :
log(—2)? = log(-?)
log(—2) + log(—z) = log(2) + log(z)
2log( z) = 2log(z)
og(—z) = log(z).
Qu’en pensez-vous ?
Exercice 1.36. On définit les bandes B,, (pour n € Z) par
B,={z=z+iyecC|2n—-1)r<y<(2n+1)m}.

Dans cet exercice, log désigne une détermination du logarithme sur l'ouvert U, (par exemple la
détermination « principale »). Montrer que la fonction logoexp est définie (et analytique) sur B =
Unecz By et déterminer cette fonction.

Exercice 1.37. Si log désigne la détermination principale du logarithme sur l'ouvert Uy, quelles sont
les valeurs de

IOgi, 10g(72)7 log(il + Z)a ii? (71)1’ log(il - ,L)?
Meéme question, mais cette fois, log désigne la détermination du logarithme définie sur 'ouvert Uy par

log re? = logr + i6 pour 0 €]0, 2.

Exercice 1.38. Considérer les deux ouverts connexes Uy et Uy de la figure 7 et étudier s’il existe des
déterminations continues sur U; et Us des fonctions

log(z2 —1), V22—-1, V22-1, Vz2(E2-1), Y2(z2—

Exercice 1.39. On donne des nombres complexes ag, a1, ui et us et on définit a,, pour n > 2 par la

relation de récurrence
Ap = ULAp—1 + U20p—2-
On suppose que les deux racines « et 8 de ’équation
X2 X —up =0

sont distinctes. Montrer que ’'on a
a, = Aa”™ + B3"
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FIGURE 7.

pour des nombres A et B que ’on déterminera. Montrer que la série entiere

F(z)= i anz"
n=0

converge vers une fraction rationnelle. Quelle est sa décomposition en éléments simples 7 Quel est le
rayon de convergence de la série F'7

Exercice 1.40. Quel est le rayon de convergence de la série
2n

z
= — 7
Montrer que cette fonction est solution de I’équation différentielle

2y + oy —4zy = 0.

Exercice 1.41 (Fonctions de Bessel). Pour tout entier k£ > 0, on considére la série entiere

—1)" 2\ 2n+k
Ti(2) = Zon!EnJr)k)! (5) '

n_

Quel est son rayon de convergence ? Montrer que Ji est solution de I’équation différentielle

2y + 2y + (22— Ky = 0.

Exercice 1.42 (Fonctions hypergéométriques). Soient a, b, ¢ € C (avec —c¢ ¢ N). On pose

b 1bb+1 1)--- —Db(b+1)---(b+n—1
Flabez) =142, @@t DO+ 5, alat D) (atn-Dbb+1)---(bn-1) .
c 2C(C+1) n'c(c+1)(c+n_1)

Dans le cas ou —a, —b ¢ N (et donc ou F' n’est pas un polynéme), montrer que le rayon de convergence
de la série est 1.
Montrer que F'(a,b,c, z) est une solution de I’équation différentielle (équation hypergéométrique)

2(1=2)y" 4+ [c— (L+a+b)zly —aby =0.
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Exercice 1.43 (Nombres de Bernoulli). Montrer que 1’égalité
z . B
_ -_n._n
et —1 Z n! “
n=0

définit bien une série formelle. Les nombres de Bernoulli B,, sont alors définis par cette égalité. Montrer

que la suite des nombres de Bernoulli n’est pas bornée.
Montrer qu’ils satisfont a la relation

BO+ B P By,o1 1 sin=1,
nl0!  (n—1)N! Un—-1! lo sin>1

et que ce sont des nombres rationnels. Calculer By, B1, By, B3, Bs. Montrer que B,, = 0 si n est
impair > 3.
Montrer I'égalité

562/2 4+ e ?/2 _ i Bs, L2n
2e%/2 — e=%/2 (2n)!
n=0
et en déduire
t i( 1)n (27T)2nB 2n
Tzcotan Tz = - 27",
s (2n)! 7"

Exprimer les développements en série entiere de tanz (on pourra démontrer et utiliser le fait que
tan z = cotan z — 2 cotan 2z), z/sin z (et celui que cotan z + tan z/2 = 1/sin z) en termes des nombres
de Bernoulli(™.

Exercice I.44 (Une topologie sur ’anneau des séries formelles). Soit K un corps commutatif et soit
K[[X]] 'anneau des séries formelles sur K. Si

SeK[X]], §=) a, X",
n>0
on appelle w(S) le plus petit des entiers n tels que a,, # 0. Pour S, T" dans 'anneau K[[X]], on pose

0 siS=T,

d(5,T) = {ek siw(S—T)=k.

(1) Montrer que d définit une distance sur K[[X]] et que les applications
(S, T)—— S+Tet (S,T)—— ST

de K[[X]] x K[[X]] dans K[[X]], sont continues pour la topologie définie par d.

(2) L’application S +— S’ est-elle continue ?

(3) Montrer que 'anneau des polynomes K[X] est dense dans K[[X]].

(4) Soit (Sp)nen une suite de Cauchy dans K[[X]]. Montrer que, pour tout entier m > 1, et pour
n assez grand, les m premiers termes de la série formelle S,, ne dépendent pas de n.

(5) Montrer que K[[X]] est un espace (métrique) complet.

—2k

(MLes nombres de Bernoulli interviennent dans la valeur de C(2k) = >-n~*", voir l'exercice VI.2.



CHAPITRE II

FONCTIONS HOLOMORPHES

Dans ce chapitre, on définit les fonctions holomorphes, qui sont les fonctions dérivables au sens com-
plexe (la définition précise est I1.1.1). Nous avons déja rencontré cette notion dans la proposition 1.3.1,
que nous allons exprimer ici en disant que les fonctions analytiques sont holomorphes.

Le but principal de ce chapitre est de démontrer la réciproque de cette propriété : pour qu’une
fonction soit analytique, c’est-a-dire somme de sa série de Taylor en tout point, il suffit qu’elle soit
holomorphe (dérivable une fois) !

Ce résultat remarquable (et sans analogue en analyse réelle) a de nombreuses applications, nous
étudierons les plus classiques : le principe du module maximum, le théoreme de d’Alembert-Gauss, le
théoreme de Liouville.

I1.1. Définition des fonctions holomorphes

Applications linéaires de C dans lui-méme. Une application linéaire de R? dans lui-méme peut
étre décrite, par exemple, par sa matrice dans la base canonique. C’est une matrice carrée d’ordre 2.
Elle contient donc quatre coefficients réels.

Une application linéaire (sur C) de C dans lui-méme est, elle, de la forme z — az, elle est donc
définie par un nombre complexe unique, ou, si 'on préfere, par deux nombres réels.

Identifions R? & C en envoyant les vecteurs de la base canonique sur 1 et 4. Il faut faire un peu
attention en parlant d’applications linéaires : il y a des applications linéaires sur R (un espace vectoriel
réel de dimension 4) et des applications linéaires sur C (un espace vectoriel complexe de dimension 1).

Les applications C-linéaires sont, en particulier, des applications R-linéaires. Si a = u + v, ’appli-
cation z — az s’écrit, en termes réels

(z,y) —— (Ré(a(z +iy)), Im(a(z +iy))) = (ur — vy, vz + uy).

La matrice de cette application linéaire est donc ( ) Inversement, on peut caractériser les
v ou

matrices des applications C-linéaires parmi celles des applications R-linéaires comme les matrices
de cette forme.

Fonctions holomorphes et équations de Cauchy-Riemann

Définition I1.1.1. Soit U un ouvert de C. Une fonction f : U — C est dérivable au sens complexe en
z € U si la limite

h—0 h
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existe. Si cette limite existe pour tout point z de U et si la fonction f' : U — C qu’elle définit est
continue sur U, on dit que f est holomorphe sur U.

La condition d’existence de la limite s’écrit aussi :
f(z+h)— f(z) = f'(2) - h+ a(h) |h| ou }Lir%a(h) =0.

On remarquera que c’est exactement la définition d’une fonction différentiable : un terme linéaire plus
des termes qui tendent vers 0 assez vite... a cela pres que le terme linéaire est un terme C-linéaire.

Remarque I1.1.2. C’est une excellente raison de demander, comme nous ’avons fait, dans la définition
d’une fonction holomorphe, que la dérivée soit continue. Cette demande n’est pas universelle, on ne la
trouvera pas dans tous les livres. Elle a aussi I’avantage de permettre une démonstration tres simple de
lanalyticité des fonctions holomorphes (le théoreme I1.2.1 ci-dessous) et donc d’amener treés vite aux
grands et beaux théorémes sur les fonctions holomorphes (ici au §11.3). Nous démontrerons plus loin
(ce sera le théoreme I11.3.11) que les fonctions dérivables au sens complexe (sans plus d’hypotheses)
sont bien holomorphes (au sens fort utilisé dans ces notes).

Comme on l’a fait ci-dessus pour les applications linéaires, on peut caractériser les fonctions
dérivables au sens complexe parmi les fonctions différentiables en un point de R?. Ecrivons donc
C = R? et rappelons ce qu’est une fonction différentiable, au sens usuel, de U dans C :

flea+ky+Ll)—flz,y)=a-k+b-L+ B(k, )V E>+ (2 avec (klgn B(k,£) = 0.
) —0
Ici a et b sont des nombres complexes, a = df/0xz(x,y), b = 0f/0y(x,y) parce que f est a valeurs
dans C, mais I'application linéaire
(k,0) —— (a-k,b-0)

est R-linéaire. L’application f sera dérivable au sens complexe si elle est différentiable et si

af of , ., .
a—xk + 873/ = f'(2)(k + i¢) pour tous k, £.
Ceci peut s’écrire
of , of
/ _ / _
f (Z) - ax(x>y)7 ,Lf (Z) ay(wvy)
ou, de facon équivalente
of of
% + 187y = 0.

On peut aussi considérer que I'espace d’arrivée de f est R? plutot que C, c’est-a-dire écrire f(z,y) =
P(z,y) +iQ(z,y) ou P et Q sont des fonctions de R? dans R. Alors
of oprP 0Q Of orP .0Q

or 0z Yoz oy oy oy

L’équation ci-dessus devient

or Oy or Oy
Cette équation est en fait composée de deux équations réelles, les célebres équations de Cauchy-

P 00 (00, 07y

Riemann :

oP  0Q 9Q 9P

or Oy’ Oz Oy’

Au risque de me répéter, ces deux équations signifient simplement que la matrice jacobienne de

(z,y) —— (P(z,), Q(x,y))
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est la matrice d’une application C-linéaire, c’est-a-dire que 'on a
op oP
or Oy | _ (u —v
0Q 0|~ \v u)
or Jy

En conclusion :

Proposition I1.1.3. Pour que f: U — C soit dérivable au sens complere en un point, il faut et il suffit
qu’elle y soit différentiable comme fonction de deux variables réelles et que ses dérivées partielles en
ce point vérifient les équations de Cauchy-Riemann. O

Propriétés des fonctions holomorphes. On démontre facilement les propriétés rassemblées dans
la proposition suivante.

Proposition I1.1.4. Si U est un ouvert de C, I’ensemble des fonctions holomorphes sur U est une algébre
sur C. De plus, si A € C et si f et g sont holomorphes sur U,

(1) (Af) =Af',

2) (f+9)=f+47,

(3) (fo)'=fg+ fd'"

(4) Si de plus f ne s’annule pas sur U, 1/f est holomorphe sur U et

<1>'__f'
)

Si f est holomorphe sur U et si g est holomorphe sur un ouvert U’ et prend ses valeurs dans U, alors
f o g est holomorphe sur U’ et

(fog) =(fog)-g. 0

Remarque I1.1.5. La composée de deux fonctions holomorphes est une fonction holomorphe, affirme
’énoncé précédent. On sait que la composée de deux applications de classe C! est une application de
classe C!. On utilisera aussi le cas ot f est holomorphe sur U et ou g est une fonction de classe C!
d’un ouvert I de R dans U. Alors, fog est Gl sur I et sa dérivée (comme fonction de variable réelle)
s’exprime par la formule

(fog) =(fog)-d.

Formulation géométrique. Tous les éleves de terminale savent") qu’une application C-linéaire de
C dans lui-méme (z — az) est une similitude (si elle n’est pas nulle). Ceci se traduit ici par « les
fonctions holomorphes conservent les angles ». Précisons le sens de cette phrase. On suppose que 1
et vo sont deux courbes de classe C! dessinées dans un ouvert U de C qui se coupent en un point zg
de U :

71 Y2
[0’ 1] - [0, 1]  — B
t —— m(t) bty V00 Mto) =2(fo) = 20

On suppose aussi qu’elles ont un vecteur tangent en zg, c’est-a-dire qu’on a

d dys
;1(750)7&0 et — —2(to) # 0.

(.. et donc aucun étudiant de licence ne peut avoir oublié...
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FIGURE 1.

On regarde maintenant leurs images par une fonction holomorphe f : U — C, les deux courbes
fom et fors dessinées dans f(U). Elles se coupent en f(zp). Leurs vecteurs tangents en ce point
vérifient 1’égalité

G om0) = (7 0m)tn) - (1) o)
On a bien str
(f" om)(to) = f'(20)-
On voit ainsi que le vecteur tangent a la courbe f o~ est I'image par 'application linéaire « multipli-
cation par f’(zp) » du vecteur tangent a ;. De méme pour le vecteur tangent & f o vy. Si on suppose
que f'(zp) n’est pas nul, cette application linéaire est une similitude et donc I’angle des courbes images
fomr et forys est le méme que celui des courbes originelles.

Exemple I1.1.6. Les droites paralleles a I’axe des x sont orthogonales aux droites paralleles a ’axe des y.
L’exponentielle envoie I'une de ces familles de droites sur la famille des cercles centrés en 0 et 'autre
sur la famille des demi-droites issues de 'origine (figure 3 du chapitre I). Chacune des demi-droites est
bien orthogonale a chacun des cercles. Voir aussi les exercices [1.18 et 11.19... et revoir I'exercice 1.25.

Holomorphie des fonctions analytiques. La proposition 1.3.1 affirme que les séries entieres
sont dérivables au sens complexe. On en déduit que les fonctions analytiques sont holomorphes. La
réciproque est plus étonnante. C’est elle qu’on démontre dans le paragraphe suivant.

I1.2. Analyticité des fonctions holomorphes

Il est remarquable que la dérivabilité au sens complexe implique I'analyticité, c’est-a-dire une pro-
priété encore plus forte que la dérivabilité de tous ordres.

Théoreme 11.2.1 (Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert de centre zy et de
rayon p. Alors

— le nombre
1

2T
=5 f(re” + zo)e_mt dt
0

Gn
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ne dépend pas du choiz de r < p;
— la série entiére Y anz™ a un rayon de convergence au moins égal a p ;
— on a l’égalité
z) = Zan(z — 20)" pour |z — zp| < p.
n>0

Démonstration. On commence par faire un changement de variable pour se ramener au cas ou zg = 0,
ce qu’on suppose désormais.

Soit z un point du disque ouvert de rayon p et soit r tel que |z| < r < p. Considérons la fonction
g :[0,1] — C définie par

I = Nz A+ Are’] - f(2)

- ret dt.
0 re®* — z

g(A) =

La fonction de (A, t) figurant dans l'intégrale est continue et différentiable (z est fixé et le dénominateur
ne s’annule pas) donc g est continue, dérivable et sa dérivée est donnée par

g\ = ; f (1= \)z 4 Arett]re' dt

(ici on a utilisé le fait que f’ est continue, voir la remarque 11.1.2). Mais I'expression figurant dans
cette derniere intégrale est nulle : ce que ’on integre est la dérivée par rapport a ¢ de

1 .
F(t) = )\—f[(l — Nz + Are’],
)
qui est périodique de période 27. Ainsi, pour A # 0,
g (\) = F(2r) — F(0) = 0.

Comme sa dérivée est identiquement nulle sur ]0, 1], g est constante sur [0, 1]. Comme ¢(0) = 0, la
constante est nulle. En particulier g(1) = 0, ce qui s’écrit

T fre) — f(2)

0 reit — z

27 it 2 it
re re :
z —dt = —— f(re) dt.
A e M e ()

Rappelons-nous maintenant que r > |z| donc

rettdt =0

ou encore

,rezt

=14t ()
reit —z retit rett

et cette série converge normalement pour tout ¢ € R. On peut I'intégrer terme a terme, ce qui donne

27 it
re
— dt = 2m.
o rett—z

Enfin, la fonction de variable réelle f(re') est bornée, donc on peut aussi intégrer terme & terme son
produit avec le développement en série ci-dessus. On obtient ainsi l’égalité

2 it 2
re f(ret
27rf(z) = /0 Tezt 7“6 dt Z rneznt

n>0

soit, avec les notations de 1’énoncé :

= Z anz".
Ceci étant dit, la démonstration est terminée : le fait que a,, ne dépend pas de r est conséquence
de 'unicité du développement en série entiere de la fonction f. O
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Remarque I11.2.2. Avec zy # 0, avant-derniere égalité, une formule tres utile, devient

1 21 f(Zo—f—’f'eit)TEit

S 2m o o+ reit —z

f(2) dt.
Corollaire 11.2.3 (Formule de Cauchy). Si f est une fonction holomorphe sur un disque de centre zg et
de rayon r, on a, pour tout z dans ce disque,

1 [? f(zo + rett)ret

=— . dt. O
2w Jo ozt ret —z

f(2)

Un autre résultat remarquable contenu dans le théoréme de Cauchy (théoreme I1.2.1) est le suivant :

Corollaire I11.2.4. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C et soit zy un point de U. La
fonction f est somme de sa série de Taylor en zg sur tous les disques de centre zy contenus dans U. [

Exemple I1.2.5. Pensons a la fonction
1
f(z) - 1 —
qui est holomorphe sur C — {1} et dont la série de Taylor en 0 (pour mémoire, ) 2") a un rayon de
convergence égal a 1 (la distance de 0 & 1, le rayon du plus grand disque de centre 0 contenu dans

C - {1}).

Remarque I1.2.6. Soient f une fonction analytique sur un ouvert U et g une fonction holomorphe sur
un ouvert V' contenant f(U). Alors f et g sont holomorphes sur U et V respectivement (dérivabilité
des fonctions analytiques, proposition 1.3.1), la composée g o f est holomorphe (comme composée de
fonctions holomorphes, proposition I1.1.4), et donc analytique (les fonctions holomorphes sont analy-
tiques, théoreme I1.2.1). On a ainsi (enfin...) démontré que la composée de deux fonctions analytiques
est analytique (voir la note 3 du chapitre I et 'exercice 1.5).

Corollaire I1.2.7. Sur le cercle de convergence d’une série entiere f(z) = Y anz", il y a toujours au
moins un point singulier au sens ot il n’existe pas de fonction holomorphe définie au voisinage de ce
point et qui coincide avec f la ot toutes les deux sont définies.

Démonstration. Appelons D(zg, p) le disque de convergence de notre série. S’il ne contenait aucun
point singulier, on aurait, pour tout z € D(z,p), l'existence d'un r(z) > 0 et d’une fonction g,
holomorphe sur D(z,7(2)) telle que

92Dz (2)D(z0,0) = FID(r(2)ND(z0,p)-

Par compacité, un nombre fini de tels disques, disons D1, ..., D, suffit a recouvrir le cercle de conver-
gence. Définissons une fonction f

f:DiU---UD, UD(z,p) — C

par
Fw) = f(w)  siw € D(zp,p)

w) = {gzi(w) Siw e D; = Dz, r(z).
Cette fonction est holomorphe, coincide avec f sur le disque de convergence de cette derniere, mais
est holomorphe sur un disque D(zg, p’) avec p’ > p, en contradiction avec la définition de p. ]
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Les inégalités de Cauchy. Le théoreme précédent, qui calculait les coefficients de la série de Taylor
de la fonction holomorphe f, permet donc d’exprimer les dérivées successives de f en zy par les
intégrales

L[ f(re® + z)
o rheint

n!f(">( 20) = dt.

On en déduit par une simple majoration :

Proposition I1.2.8 (Inégalités de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C. Soit
zo € U et soit v > 0 tel que le disque fermé de centre zg et de rayon r soit contenu dans U. Pour tout
entier n, on a l'inégalité

<7 sup |f(zo+re")|.
te[0,27]

Lo

Démonstration. Utilisons les notations du théoreme précédent. Il faut majorer les |a,|. Mais

LTSt z) L L /2“ flre® +z0)| .,
2 rheint 27 Jo etnt
2T
< r—”i |f(reit + zo)‘ dt
- 271' 0
<r ™" sup |f(re’ + 20)|. O
t€[0,2m]

On peut démontrer un résultat un peu plus précis :

Proposition I11.2.9. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C. Soit zy un point de U et
soit v > 0 tel que le disque fermé de centre zg et de rayon r soit contenu dans U. Alors on a

Zn

n>0

2 1 2 o9
= i | f(z0 4+ re')|” dt.

Remarque I1.2.10. Comme

1 27

o ‘f(zo+r6it)’2 dt < sup }f(zo-\-reit)f,
2n 0 te[0,27]

cette égalité implique les inégalités de Cauchy.

Démonstration. 11 s’agit d’une simple application de la formule de Parseval a la série

f 20 + 7“6 Z f v 'mt
n>0
(qui converge uniformément en t¢). Pour ceux qui ignoreraient cette formule, voici une démonstration
(équivalente!).

Comme U est ouvert, on peut inclure le disque fermé dans un disque ouvert de rayon p > r qui soit
encore contenu dans U. D’apres le théoreme de Cauchy (théoréme I1.2.1), la série de Taylor de f a un
rayon de convergence au moins égal a p et converge uniformément sur le disque fermé de centre zg et
de rayon r. On peut donc écrire

flzo+ret) =" _f<”< z)r"e™.

n>0
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On calcule ensuite

; 1 ; 1] — )
‘f(zo + Tezt)F = g jf(") (z)r"e™ E —'f(m)(zo)rme_lmt
n>0 n! >0 m!
1 —_— .
= g _— fn) (m) n+m z(n—m)t‘
a0 nlm! (20) f1m)(20)r €

Si on integre les deux membres sur [0, 27| en remarquant que

27
o / dt = 27 sin=m

/ ei(n—m)t dt = 0 .

0 _— [ei(”_m)t]% =0 par périodicité si n # m
i(n —m) 0
on obtient
1 2 g2 “+oo 1 2 (n) 2 +00 1 - 2 )
o ; |f(zo+re )‘ dt:T;)(n!r) ’f (zo)‘ :7;) Ef (z0)| ™. O

11.3. Les grands théorémes sur les fonctions holomorphes

Le théoréme de Liouville. En plus d’étre un résultat remarquable et intéressant en lui-méme, le
théoreme de Cauchy (théoréeme 11.2.1) a de nombreuses conséquences spectaculaires.

On appelle les fonctions holomorphes sur C tout entier (comme les polynémes, l'exponentielle, etc.)
des fonctions entiéres.

Théoreme I1.3.1. Toute fonction entiére et bornée est constante.

Démonstration. C’est une application simple des inégalités de Cauchy (c’est-a-dire de la proposition
I1.2.8). Supposons que la fonction f soit entiére et bornée. Soit M un majorant de |f|. D’apres les
inégalités de Cauchy (en zp = 0), on a

1

|f(”)(0)‘ < Mr™" pour tout r
n!

donc f() (0) = 0 pour tout n > 1 et le développement de Taylor de f en 0 est réduit & son terme
constant. Comme f est holomorphe, elle est somme de sa série de Taylor en 0 sur un voisinage de 0,
donc constante au voisinage de 0. Le principe du prolongement analytique (théoreme 1.2.4) dit alors
que f est constante sur C. O

Le corollaire le plus célebre est le soi-disant « théoréme fondamental de I'algebre?) », qui affirme
que C est un corps algébriquement clos, c’est-a-dire que les polynomes irréductibles sur C sont les
polynomes de degré 1.

Corollaire I1.3.2 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). Soit P € C[X] un polynéme. Si P n’a pas de racine
dans C, alors il est constant.

) Toutes les démonstrations doivent faire appel a lanalyse, parce qu'il faut bien faire la différence entre C et Q[i]. 1l
en existe qui en utilisent assez peu, par exemple le fait que tout polynéme réel de degré impair a une racine réelle (une
conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires). Celle proposée ici est la moins algébrique de toutes, et aussi la plus
courte. On en trouvera quatre, dont la « notre » est la plus courte, sur une seule des pages de [ ]
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Démonstration. Supposons que P soit un polynome sans racine. Alors 1/P est une fonction entiere.
Montrons qu’elle est bornée. Si n est le degré de P, on a

an—1 ao
P(z):z"(an—i- " —i—---—i—;)

avec a, # 0, donc lim|,|_, 1 [P(2)| = +00. On peut donc trouver un disque fermé D tel que
— en dehors de D, la fonction 1/|P| est bornée (parce que |P| tend vers +0o0)
— dans D, elle est bornée aussi (parce qu’elle est continue et D compact).
Comme 1/P est entiére et bornée, elle est constante, ainsi P est constant et donc de degré 0. O

On trouvera une autre démonstration (peut-étre un peu moins mystérieuse) de ce théoréme dans
les exercices du chapitre III.

Le principe du maximum. Il s’agit du résultat remarquable suivant.

Théoreme 11.3.3 (Principe du module maximum). Soit f wune fonction holomorphe sur un ouvert
connexe U de C. Si |f| admet un mazimum local en zy € U, alors f est constante.

Démonstration. On applique 'inégalité de Cauchy correspondant a n = 0. On a donc :
< sup |f(+re)
te[0,27]
pour tout z dans U et tout r > 0 tel que le disque fermé de centre z et de rayon r soit contenu dans U.
Supposons maintenant que |f| admette un maximum local en zp. On aura |f(zo)| > |f(z)| pour tout
z dans un voisinage de zg et en particulier sur un disque fermé de centre zy et de rayon suffisamment
petit. Sur un tel disque, I'inégalité de Cauchy ci-dessus est donc forcément une égalité.
Examinons le cas d’égalité, cas ou
|f(z0)| = sup |f(z0+7e")|,
te[0,27]

ce qui implique en particulier que

2
£ (20)]* > 2177/0 |f (20 +re)[* dt.

Mais alors, le raffinement des inégalités de Cauchy exprimé par la proposition I1.2.9 implique que
toutes les dérivées successives de f en zg sont nulles. Donc f, qui est somme de sa série de Taylor en z
au voisinage de zg est constante au voisinage de zg et donc (principe du prolongement analytique 1.2.4),
elle est constante sur I'ouvert connexe U. O

On peut considérer le graphe de |f| comme une surface dans U x R € C x R = R?, que 1’on appelle
parfois le paysage analytique'®) de f. Le principe du module maximum affirme que, dans le paysage
analytique d’une fonction holomorphe, il n’y a pas de sommet.

Le principe du maximum oblige le module d’une fonction holomorphe non constante a ne pas avoir
de maximum local sur un ouvert connexe. Mais une fonction holomorphe est continue, et, pour peu
qu’elle soit définie un peu au-delad de 'ouvert considéré et que celui-ci soit borné, son module va
avoir un maximum sur I’adhérence. Ce maximum va donc forcément étre atteint sur le bord. Dans le
paysage analytique d’une fonction holomorphe, les sommets sont & ’horizon. Ce qu’affirme en termes
plus précis le corollaire suivant.

B)Voir les élégantes figures, dues & J. F. Colonna, qui illustrent la couverture de [ ]. On peut compléter ce paysage
en représentant I’argument de f par une couleur — une idée efficace et belle, utilisée sur la couverture de ce cours.
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Corollaire 11.3.4 (Principe du module maximum, deuxieme version). Soit U un ouvert connexe et borné
dans C. Soit f une fonction définie et continue sur l’adhérence U de U et holomorphe sur U. Soit M
le mazimum de |f| sur la frontiére de U. Alors on a

— pour tout z € U, |f(z)| < M ;

— st |f(20)] = M pour un zo € U, f est constante sur U.

Démonstration. La frontiere de U est une partie compacte de C, ce qui fait que la fonction continue
|f] v a un maximum. D’ot I'existence de M. Appelons M’ le maximum de |f| sur U, qui existe pour
la méme raison.

— Si un des points zp ot le maximum est atteint est dans 'ouvert U, f est constante sur U d’apres
la premiere version du principe du maximum (théoreme 11.3.3), donc f(z) = f(z9) pour tout z
de U. Comme f est continue sur U, on a aussi f(z) = f(z0) pour tout z de U et en particulier
les deux assertions de 1’énoncé.

— Si aucun des points ou le maximum est atteint n’est dans U, appelons zy un de ces points
(20 € U —U). On a, pour tout z dans U,

[F(2)] <1 (z0)l-
On a évidemment M < M’ en général, mais ici |f(z9)| = M’ = M. En particulier
|f(2)| <|f(20)| = M pour tout z € U,
ce qui est la premiere assertion a démontrer. De plus |f(z)| # M pour tout z dans U donc la

deuxieme est automatique. O

Le théoréme de 1’application ouverte. Les équations de Cauchy-Riemann empéchent une fonc-
tion holomorphe d’avoir une image trop petite (contenue dans une droite réelle, par exemple, voir
I'exercice 11.13). On montre ici que l'image d’un ouvert par une application analytique (ou, donc,
holomorphe) non constante est un ouvert.

Théoréme 11.3.5. Toute fonction holomorphe non constante est une application ouverte.

Démonstration. Soit f une fonction analytique sur un ouvert U de C. Nous voulons montrer que
I'image de tout ouvert dans U est un ouvert, c¢’est-a-dire un voisinage de chacun de ses points. Soit
zg € U. 1l s’agit donc de montrer que, au moins pour r assez petit,

FU) > D(f(z0),7)-

Au voisinage de zg, on peut écrire

“+oo
f(2) =) an(z—=0)"
n=0

+00
= f(z0) + (2 — z0)™ Z bn(z — 20)"
n=0

ol by = ay, # 0 est le premier des a,, (n > 0) non nuls, ce qu’on peut donc aussi écrire, plus simplement

f(2) = f(20) + (2 — 20)"g(2)

pour un certain entier m > 1 et une fonction analytique g vérifiant g(zg) # 0. Soit V un voisinage
de g(zp) dans C — {0} sur lequel existe une détermination h de la racine m-eéme (par exemple, un
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petit disque centré en g(zp)). Sur I'ouvert g=1(V'), on a h(g(z))™ = g(z) et donc, en posant p(z) =
(z = 20)h(g(2)),
f(z) = f(z0) + ¢(2)™, avec ¢'(z0) = h(g(20)) # 0.

L’application ¢, dont la différentielle en 2y est une application linéaire complexe inversible, est donc
un difféomorphisme local (en vertu du théoreme d’inversion locale), difféomorphisme d’un voisinage
U de zp sur un voisinage V de ¢(zp) = 0.

Nous voulons montrer que, pour r assez petit, le disque D(f(zp),r) est contenu dans I'image de f.
Choisissons r > 0 tel que V contienne le disque de rayon 3/r. Soit w € D(f(z0),r). Montrons que w
est dans I'image de f. Soit v une racine m-éme de w — f(zp). On a

V"™ =w — f(29), donc |v|™ <7

et v est dans le disque D(0, %/r). Donc v = ¢(z) pour un (unique) z dans un voisinage de zy et
w — f(z0) =" = p(2)™ donc w = f(z),
ce que nous voulions démontrer. O

La démonstration qui suit du méme théoreme n’utilise pas l'inversion locale mais plutot le principe
du maximum. Elle m’a été proposée et rédigée par Arnaud Mortier.

Une autre démonstration du théoréeme de Uapplication ouverte. Supposons que U soit un ouvert dont
I'image f(U) n’est pas un ouvert. Il existe donc un point x de U tel que f(U) n’est pas voisinage de
f(z). Clest dire qu’il existe une suite () de nombres complexes qui ne sont pas dans f(U) et qui
tend vers f(x). Pour chaque n, la fonction

1

gn(2) = 7(2) — an
est donc holomorphe sur U.

Utilisons I’hypothese que U est ouvert. Il est en particulier voisinage de x. Utilisons aussi le fait
que f est analytique et n’est pas constante sur U. Il existe donc un nombre réel positif r tel que
D(xz,r) C U et

Vz € D(x,r) avec z # x, f(2) # f(x)
(x est un zéro isolé de f(z) — f(x)).

La fonction g,, est bornée sur le disque compact D(z,r) et, en vertu du principe du maximum, son
module atteint son maximum sur le bord de ce disque. On a donc ainsi, pour tout n, un z, sur le
cercle de centre x et de rayon r, tel que

1 1 1 1
< < .
N f(2) —anl T |f(zn) —anl’ |f(x) —an| = [f(2n) — anl

Comme le cercle est compact, il existe un réel € > 0 tel que, pour tout z dans ce cercle,

si z € D(x,7) et en particulier

|f(2) = f(z)| > € (sinon, il y aurait une suite, disons 3, de points du cercle tels que f(f3,) converge
vers f(x), la suite (3, elle-méme, apres extraction d’une sous-suite, convergerait vers une limite (3
qui ne pourrait manquer de vérifier f(3) = f(x), ce que nous avons exclu en choisissant 7). On a en
particulier, pour tout n, |f(z) — f(zn)| > €. Pour n assez grand, on a aussi |a, — f(x)] < /2, de
sorte que, pour n assez grand, on a

|f(2n) — an| > €/2.
Ce dont on déduit que

1 1 2
< — avec un ¢ indépendant de n,

@) —an] = (o) —am] ~ ¢
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ce qui contredit le fait que 1/ |f(z) — ay| tend vers l'infini. O

Exercices

Exercice I.1. Une application R-linéaire ¢ : C — C est C-linéaire si et seulement si elle commute
avec la multiplication par i. Lorsque c’est le cas, on a ¢(z) = ¢(1)z.

Exercice I1.2. Montrer que la fonction z — Z n’est pas holomorphe en zy (pour tout zy € C).

Exercice I1.3. Montrer que les fonctions suivantes sont holomorphes sur leur domaine de définition et
qu’elles satisfont aux équations de Cauchy-Riemann
1 e? z
f(Z)_Zv f(Z) Z+1’ f(Z) Z’ f(Z) 22"—1

Exercice I1.4. Parmi les fonctions suivantes de R? dans C, lesquelles sont dérivables au sens complexe ?

(1) a'y® +ixy?,

(2) y?sinz + iy,

(3) sin?(x 4+ y) + i cos?(x + y),

(4) e®cosy — 2zy +i(e®siny + 22 — y?),

(5) —6(cosx +isiny) + (2 — 2i)y> + 15(y* + 2y).

Exercice IL.5. On définit les « opérateurs différentiels » (s’appliquant & des fonctions de classe C! de

R? dans C)
1/o0 .0 -~ 10 .0
3—2(ax‘lay) eta—2<ax“ay>-

Soit f une fonction de classe C! définie sur un ouvert U C C = R? et & valeurs dans C. Montrer que
f est holomorphe en zy € U si et seulement si (9f) (z0) = 0. Que vaut (9f) (z9) dans ce cas?

Exercice I1.6. Soit f une fonction de C dans C qui est polynomiale en x et y. Montrer que f est
holomorphe si et seulement si c’est un polynéme en z.

Exercice I1.7. Quelles sont toutes les fonctions holomorphes sur C dont la partie réelle est la fonction
z=x+ iy —— 2xy?

Exercice I1.8. Construire une fonction f : C — C, polynomiale en x et y, telle que ’ensemble des z
en lesquels f est dérivable au sens complexe soit la réunion

{0}u{z]lz] =1}
et telle que f'(0) = 0.
Exercice I1.9. Pour chacune des fonctions u : C — R suivantes, trouver une fonction v : C — R telle

que u + v soit holomorphe.

(1) u(x +iy) = 22° — 6zy® + 22 — 32,
(2) u(x +iy) =22 —y?> + e Ysinw — e Ycosz.
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Exercice I1.10. Montrer qu'une fonction de classe €2, u : C — R est la partie réelle d’une fonction
holomorphe si et seulement si elle vérifie
0%u  0%u
—_— 4 — = 0
ox?  0y?
(on dit que u est harmonique).
Montrer que la fonction u(z) = In|z| est harmonique sur C — {0}, mais qu’elle n’est pas la partie
réelle d’une fonction holomorphe sur C — {0}.

Exercice IL.11. On considere la forme différentielle(®)

a = (P(z,y) +iQ(z,y))(dx + idy).
Montrer que P et ) satisfont les équations de Cauchy-Riemann si et seulement si cette forme est

fermée.

Exercice II.12. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe U de C. On suppose que la
partie réelle de f est constante. Montrer que f est constante.

Exercice I1.13. Est-ce qu'une fonction holomorphe sur un ouvert non vide U de C peut ne prendre
que des valeurs réelles 7 Est-ce que son image peut étre contenue dans une droite (réelle, c’est-a-dire
d’équation y = ax +b,a,be R)?

Exercice I1.14. Montrer que z +— \,z:|2 n’est pas holomorphe, de méme que Ré z, Im z.

1
Exercice I1.15. La fonction f définie sur C — {0} par f(z) = = est-elle holomorphe? Quelle est sa
z

différentielle ? Montrer que f conserve les angles non orientés.

Exercice I1.16. Soit U un ouvert de C, invariant par conjugaison complexe (c’est-a-dire tel que z €
U =z e U). Soit f une fonction holomorphe sur U. On définit, pour z € U,

9(2) = [(Z).
Montrer que g est holomorphe sur U.
Exercice I1.17. Quelle est I'image de
{zeC|0< |z <1}
par l'application z +— 1/27

Exercice I1.18. Dessiner les images des droites paralleles aux axes par la fonction z — 22.

Exercice II1.19. Dessiner les images des droites paralleles aux axes par la fonction z — sin z.

Exercice I1.20. Dessiner les images des cercles centrés en 0 et des demi-droites (ouvertes) issues de

l’origine par I’application g
1 1
z——g(2) = 5|7 +-].

z
Déterminer I'image V du « demi-plan de Poincaré »

H={z€ C|Im(z) > 0}.
Montrer que g|g¢ : H — V est bijective est que son inverse est la fonction analytique

u(z) = 2 + £(2)

M Pour ceux qui savent ce que c’est. Les autres peuvent passer.
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ol f est la détermination de v/z2 — 1 définie dans 1’exercice 1.33.

Exercice I1.21. Trouver une application holomorphe bijective H — U, (U, désigne, comme au cha-
pitre I, le complémentaire des réels négatifs dans C).

Exercice I1.22. Montrer que la fonction f(z) = 1/(1 — z — 22) est holomorphe au voisinage de 0. Soit
f(z) = ano anz™ son développement en série entiere en 0. Montrer que les coefficients a,, vérifient

ap=a1=1eta, =ap_1+an_2 pourn > 2

(en d’autres termes, a, est la suite de Fibonacci). Quel est le rayon de convergence de cette série
entiere (voir aussi 'exercice 1.39) 7

Exercice I1.23. Développer la fonction holomorphe f(z) = 1/(z 4+ 1)(z + 2) en série entiere en 0. Quel
est le rayon de convergence de la série obtenue ?

Exercice I1.24. On considere la série entiere

2 25 2T

f(Z):Z—g—Fg—?-F"'.

Quel est son rayon de convergence ? Montrer que f(z) = 1/(2% +1).

Exercice I1.25 (Examen, janvier 2007). Soit > a,2" une série entiére & coefficients complexes de rayon
de convergence p > 0. On appelle étoile de Mittag-Leffler de cette série entiere le plus grand ouvert U
de C tel que
— U est 6t0ilé) en 0,
— il existe une fonction analytique f : U — C dont le développement de Taylor en 0 est cette série.
Déterminer I’étoile de Mittag-Leffler de chacune des séries entieres suivantes
ZTL

M,
(2) 2
(3) S0

Exercice I1.26 (Examen, janvier 2006). Soient U un ouvert de C et D un disque ouvert non vide contenu
dans U. Ainsi 'application

0:0U) —— O(D)
f——flp
est-elle un homomorphisme d’algebres.

(1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur U pour que ¢ soit injectif.
(2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur U pour que ¢ soit surjectif.

Exercice I1.27. Dessiner le paysage analytique de la fonction exponentielle sur C.

Exercice I1.28. Soit f une fonction continue sur le disque fermé D(0, 1), analytique sur le disque ouvert
D(0,1) et nulle sur le demi-cercle Im(z) > 0. Montrer que f est nulle (on pourra considérer g(z) =

f(2)f(=2))-

(®)1,a définition d’un ouvert étoilé est rappelée page 54.
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Exercice I1.29. Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(0, R). Pour r € [0, R[, on pose
M(r) = sup |f(z)].

z|=r
Montrer que M est une fonction continue et croissante sur [0, R[ et qu’elle est strictement croissante

si f n’est pas constante.

Exercice 11.30 (Principe du module minimum). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe
U. Soit ¢ € U un minimum local de | f|. Montrer que, soit f(c) = 0, soit f est constante sur U.

Exercice I1.31. Soit ¢ un nombre réel strictement positif. Existe-t-il une fonction f holomorphe sur un
ouvert U contenant 0 telle que

()] = |2 +¢?

Exercice I1.32. Soit f une fonction entiere qui tend vers 'infini quand z tend vers I'infini. Montrer que
f s’annule en un nombre fini de points a7, ..., ay. En déduire que f est un polynoéme®).

Exercice I1.33. Soient f et g deux fonctions entieres. On suppose que
F(2)] < Ig(2)| pour tout =.

Quelle conclusion peut-on en tirer ?

Exercice I1.34. Trouver toutes les fonctions entieres f vérifiant
2
[f ()] = [21"

Exercice I1.35. On donne deux nombres positifs A et . Déterminer toutes les fonctions entieres qui
vérifient

£ (2)] < Aexp («Ré(2))

pour tout z de module assez grand.

Exercice I1.36. Soit f une fonction entiere. On suppose qu’il existe des réels positifs A, B et a tels que
|f(z)| <A+ Blz|*
pour tout z de module assez grand. Montrer que f est un polynome.

Exercice I1.37. Vérifier que I'application
w— u/\/1— |uf?

est un homéomorphisme (c’est-a-dire une application continue bijective dont I'inverse est aussi conti-
nue) du disque unité ouvert sur C. Existe-t-il un isomorphisme analytique (c’est-a-dire une application
analytique bijective dont l'inverse est aussi analytique) du disque unité ouvert sur C?

Exercice I1.38 (Le théoreme des trois cercles d’Hadamard). Soient r et R deux nombres réels avec 0 <
r < R. Soit U un ouvert de C contenant le disque D(0, R) et soit f une fonction holomorphe sur U.
Pour p € [r, R], on pose
M(p) = sup |f(2)].
|z|=p

Montrer que
In R—Inp Inp—Inr

M(p) S M('f') In R—In7r M(R) In R—Inr

<6)Questiom subsidiaire : cet exercice permet-il de démontrer que la fonction exponentielle est un polynéme ?
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Indication : on pourra appliquer le principe du module maximum a la fonction z — 2P(f(2))? (pour
p€Z,neN).

Exercice I1.39. Soit U un ouvert de C contenant le disque unité (fermé) et soit f une fonction holo-
morphe sur U. On suppose que f(0) =1 et que |f(z)] > 1 si |z| = 1. Montrer que f s’annule en un
point du disque unité (ouvert).

Exercice I1.40. Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D = D(0,1). On suppose que
f£(0) = 0. Soit r < 1. Montrer qu'il existe une constante A telle que

lz| <r=|f(z") < Ar™ 1,

En déduire que la série de terme général f(z") converge normalement sur D(0, ).
Soient f et g deux fonctions holomorphes sur D vérifiant f(0) = g(0) = 0 et de développements
respectifs
f(z) = Z anz" et g(z) = Z bp2".
n>1 n>1
Montrer que les deux séries
F(2) =) ang(z") et G(z) = Y baf(z")
n>1 n>1
convergent normalement sur tous les compacts de D. Déterminer le développement en série de F' a
l'origine et montrer que F' = G.
Soit ¢ la détermination du logarithme sur D(1,1) qui est nulle en 1. Montrer que, pour tout z € D,

on a
n

S+ =3 (_i)" =

>1 n>1
et de méme " "
z z
D=y
=i 1—=2 =i 1+ 2

Exercice I1.41. Soit f une fonction entiere non bornée. On veut montrer que son image est dense
dans C. On suppose au contraire qu'il existe un disque ouvert centré en wy qui ne rencontre pas f(C).
Que peut-on dire de la fonction 1/(f(z) — wp) ? Conclure.

Exercice I1.42 (Le lemme de Schwarz). On appelle D le disque unité ouvert. Soit f une fonction ho-
lomorphe sur D. On suppose que f(0) = 0 et que |f(z)| < 1 pour tout z dans D (f envoie D dans
lui-méme et fixe 0).

Montrer que z — f(z)/z définit une fonction holomorphe sur D. Soit r €]0, 1[. Montrer que

f(2)

1
< — pour |z| <.
2 r

En déduire que
|f(2)] < |z| pour tout z dans D.

Supposons maintenant qu’il existe un zp non nul tel que |f(z0)| = |20|. Montrer qu’il existe un
nombre complexe A de module 1 tel que f(z) = Az pour tout z € D.

Exercice 11.43 (Automorphismes du disque unité). On utilise les notations (et le résultat) de l'exer-
cice I[1.42. On appelle automorphisme de D un automorphisme analytique, c’est-a-dire une bijection
holomorphe dont I’application réciproque est holomorphe. Le but de cet exercice est de déterminer
tous les automorphismes du disque D.
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(1) Déterminer les automorphismes de D qui fixent 0.
(2) Soient a, b € C tels que |a|* — [b]* = 1. Montrer que fa,p, définie par

az+b
a,b\%) = = 5
fap(2) —

est un automorphisme de D.
(3) Montrer que, pour tout w € D, il existe des nombres complexes a et b tels que

2 b =1 et fup(w) =0.

(4) Déterminer tous les automorphismes de D.

lal

Exercice I1.44. Soit H le demi-plan de Poincaré (des nombres complexes de partie imaginaire stric-
tement positive) et soit f : H — C une fonction continue, bornée, et dont la restriction & I est
holomorphe. On suppose de plus que |f(z)] < 1 quand z est réel. On veut montrer que la méme
inégalité est vraie pour tous les éléments de H.

(1) Soit t un réel strictement positif. On considere la fonction g définie par
9(z) = S
P4tz
Montrer qu’elle est continue sur I et holomorphe sur .
(2) Montrer que |g(2)| < 1 pour 2 réel et que lim|;_; [g9(2)] = 0.
(3) Montrer que |g(z)| < 1 pour tout z dans H. En déduire que |f(z)| < 1 pour tout z dans K.
(4) L’hypothese que f est bornée est-elle vraiment nécessaire ?

Exercice I1.45. On suppose que f est une fonction analytique sur un ouvert U de C et qu’elle est

injective. Montrer que sa dérivée f’ ne s’annule en aucun point de U et que la bijection réciproque de
f est holomorphe.

Exercice I1.46 (Les zéros de P’ sont dans I’enveloppe convexe de ceux de P)

Soient ¢, ..., ¢, les n racines (pas nécessairement distinctes) d’un polynéme P de degré n dans C.
Montrer (par exemple par récurrence sur n) que

P'(z) 1 B oz -
P(z)_;z—ci_z

5
= |z — ¢l

Soit ¢ une racine de P’. On suppose que P(c) # 0. Montrer qu'il existe des nombres réels strictement

positifs mq,...,m, tels que
n n
(Z ml> Cc = Zmlcz
i=1 i=1

Montrer que les racines du polynome P’ sont toutes dans 1’enveloppe convexe des racines du po-
lynéme P (encore un théoreme de Gauss).






CHAPITRE III

INTEGRALES CURVILIGNES, PRIMITIVES

On s’intéresse maintenant au probleme des primitives des fonctions holomorphes. Il devrait déja
étre clair que ce n’est pas un probleme facile : la fonction z — 1/z est holomorphe sur C — {0} mais
on a bien compris qu’elle ne possédait pas de primitive sur cet ouvert (voir la discussion page 15 et
suivantes).

Dans le cas ou f est une fonction réelle de variable réelle (disons, continue), pour trouver une
primitive de f, on fixe un zg et on définit

Flz) = / ") a.

On peut essayer une tactique analogue dans le cas complexe : on fixe zg € U, on choisit un chemin
de zp & z et on calcule

P(2) = / f(w) du

... tout irait bien si cette intégrale ne dépendait pas du choix du chemin « utilisé. Il n’en est, hélas,
rien. Mais la considération de ces intégrales « curvilignes » est riche de conséquences, on va le voir
dans ce chapitre et le suivant.

II1.1. Intégration le long des chemins

On appellera chemin une application continue 7 : [a, b] — C définie sur un intervalle fermé de R, de
classe ! par morceaux et & dérivée bornée. Cette condition signifie qu’il existe des nombres cy, ..., cx
tels que a = co < ¢1 < --- < ¢ < cpyr1 = b, que 7 soit de classe @ sur Je;, ¢ 41 et qu'il existe un réel
M tel que |7/(¢)| soit majoré par M. En particulier, l'intégrale

b
/ 17/ (t)| dt

existe. On 'appelle la longueur du chemin ~.

Si le chemin « se referme » (c’est-a-dire si y(a) = (b)) on dit que c’est un lacet.

On notera que je désigne ici par « chemins » ou « lacets » des applications, c’est-a-dire des chemins
et lacets paramétrés.

Exemples 111.1.1
(1) Le cercle de centre 2y et de rayon r, paramétré par

C(zo,7) : [0,271] —— C
t —— 2o + rett
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est un lacet. Dans la suite, on utilisera la notation C(zp,r) pour désigner ce paramétrage du
cercle.
(2) Si « et § sont deux points fixés dans C, le chemin
0,1] —— C
t——a+t(f—a)

est un paramétrage du segment [, (3].

Si f: U — C est une fonction continue et si 7 : [a,b] — U est un chemin, on peut intégrer f sur ~.
Par définition,

b
2)dz = "(¢) dt.
A £(2) / SO (t) dt

J’insiste, je n’ai pas défini d’« intégrale complexe » dans aucun sens, mais simplement remarqué que
la fonction
t—— f(v(£)Y'(t)
étant continue par morceaux sur [a, b], y était intégrable comme fonction de variable réelle et j’ai défini
I'intégrale de f(z)dz le long du chemin comme l'intégrale de cette fonction de variable réelle.

Exemples I11.1.2
(1) Intégrons par exemple la fonction z — f(2)/(z — 20)"*! sur le cercle C(zg,7). Comme il est
paramétré par C(zq,7)(t) = 20 + re’t, on a C(zp,7)'(t) = ire' et

2 it 2m it
/ f(Z) dZ* f(20+r€ ) ’Ltdt: . f(Z()‘i‘T'e )dt
C(zo0,r) (

= . re 1 -
o — Zo)n—i—l 0 rtlegi(nt1)t 0 rneint

Ce nombre est, d’apres le théoreme de Cauchy (théoreme I1.2.1), justement 2ima,, ou a, est le
n-ieme coefficient de la série de Taylor de f en zp.
En particulier, la « formule de Cauchy » (corollaire 11.2.3) est simplement

fe)= 5 )

20T Jo(zg ) W — 2

L’essentiel de ce chapitre vise a généraliser le fait, affirmé par le théoreme de Cauchy, que ces
intégrales ne dépendent pas du rayon r du cercle sur lequel elles sont calculées.
(2) Considérons maintenant la fonction z +— 1/z. Elle est holomorphe, donc continue sur C — {0}.
Intégrons-la sur le cercle unité :

27
I
c(,1) # o €
27
_ / idt
0

= 2qm.

Etablissons maintenant une liste de propriétés de ces intégrales. Pour m’excuser d’avoir appelé
« chemin » un chemin paramétré plutot qu'un chemin géométrique, je commence par signaler que
I'intégrale, elle, ne dépend que du « chemin géométrique » orienté.

Proposition II1.1.3. Soit ¢ : [a',b'] — [a,b] une bijection croissante de classe C'. Alors

Lowf(z) dz:Lf(z)dz.
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Une bijection croissante et €! n’est autre qu'un changement de paramétrage du chemin géométrique
v, la croissance impose que les deux chemins paramétrés soient parcourus dans le méme sens. Il s’agit
donc bien d’un chemin non paramétré mais orienté.

Démonstration. Le chemin § =~y o ¢ est un chemin [a’,b'] — U et

v b

CFe@) W dt = | f(y(eO) (e (1) (2) dt

b
- / v () du
) O

en faisant le changement de variable u = ¢(

On décrit maintenant ce qui se passe pour le méme chemin géométrique, mais parcouru dans ’autre
sens. Si 7y : [a,b] — U est un chemin, soit v* le chemin défini par v*(t) = v(a + b — t).

Proposition I11.1.4

Démonstration. Comme pour la proposition précédente, il suffit de faire le changement de variable
indiqué (ici u = a + b — t) dans l'intégrale :

b
[ 1= [ sy wa
b
:—/ fy(a+b—1t)y(a+b—t)dt

b
— [ o)y ) du. =

On peut aussi « composer » les chemins, comme sur la figure 1, c¢’est-a-dire suivre ; puis 2 (si
lextrémité de 1 coincide avec l'origine de 73).

¥(c)

FIGURE 1.

On a clairement :
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Proposition I11.1.5. Soient v : [a,b] — U un chemin, c €]a,b[ et soient v1 = v|ja.q, 12 = Ve Alors

[1@ra= [ s@a+ [ e -
v Y1

72

Remarquons maintenant que

b
< / Forv®I V()] dt

<sup|f07 I/h )| dt,

z)dz

la derniere intégrale n’étant autre que la longueur du chemin (géométrique) 7, que nous notons L(7y).
Cette inégalité porte un nom, alors énoncons-la dignement.

Proposition I11.1.6 (Estimation standard). Pour tout chemin v et toute fonction continue sur limage
de v, on a

z)dz| < sup [for(t)] L(v).

t€(a,b]

On en déduit :

Proposition I11.1.7. Si (fn)nen est une suite de fonctions continues U — C convergeant uniformément
vers une fonction f sur les compacts de U, alors

nETmLfn(z) dz:/f(z) dz.

v

Démonstration. On applique I'inégalité précédente a la fonction f — f,,. On en déduit le résultat (dont
on remarquera qu’il s’applique aux séries). O

Les fonctions f intégrées jusqu’ici étaient seulement supposées continues. Revenons maintenant a
nos fonctions favorites et supposons que f est holomorphe.

Proposition II1.1.8. Si F : U — C est une fonction holomorphe et si f = F', alors
[ £z = Fa0) - Fota))
v

Démonstration. La fonction F o~y est une primitive de la fonction & intégrer (f o) -~'. 0
Un corollaire immédiat de cette proposition quasi-évidente est tres important :

Corollaire I11.1.9. Si v est un lacet dans U et si f admet une primitive holomorphe sur U, alors
Uintégrale de f sur vy est nulle. O

Exemples 111.1.10

(1) Soit v le cercle unité. Alors on a
/Zmdz:OpourmEO.
g

En effet F(2) = 2™+ /(m + 1) est une fonction holomorphe sur C dont 2™ est la dérivée et v
est un lacet.
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d
/Z:ﬂm
,YZ

comme on I’a vu en II1.1.2. Il n’existe donc aucun ouvert contenant le cercle unité et sur lequel

(2) Sur le méme lacet, on a

la fonction 1/z posseéde des primitives. Ceci est cohérent avec ce que nous savons des logarithmes
complexes. Voir les pages 15 et suivantes.

I11.2. Homotopie des chemins et intégrales de fonctions holomorphes

On va montrer maintenant que l'intégrale d’une fonction holomorphe sur un chemin tracé dans
U ne change pas quand on « déforme » ce chemin dans U. Ce sera plus précis dans ’énoncé 111.2.3
ci-dessous.

Avant de pouvoir I’énoncer, il faut définir ce que veut dire « déformer ». Un chemin est paramétré
par un segment, deux chemins le sont par deux segments, dans la déformation on considere que ces
deux segments sont deux cotés paralleles d'un carré et que la « déformation » est une application
définie sur tout le carré (figure 2).

or

Y

FIGURE 2.

Soit I' : [0,1]> — C une application de classe C! (un « carré »). On va intégrer les fonctions sur le
«bord » de ce carré, c’est-a-dire sur un chemin paramétré!) image par I' d’un paramétrage 5 du bord
de [0, 1]2.

On en déduit par composition un lacet €' par morceaux I' o 3, qu’on appelle bord de I' et qu’on
note O (voir la figure 2).

Si maintenant f est une fonction définie au voisinage du bord de v, c’est-a-dire de I' ([0, 1]2—]0, 1[?),

o f(z)dz = /F(-,O) f(z)dz + /I‘(l,-) f(z)dz — /F(.

ou I'(+,0) désigne le chemin ¢t — I'(¢,0), etc. En effet, OI' est obtenu en « composant » les chemins
apparaissant dans ces intégrales, les signes sont dus au changement de sens. Cette décomposition est

2)dz — 2)dz
RE /F 0

)

une application directe des propriétés I11.1.3, 111.1.4 et II1.1.5.

(M On peut par exemple paramétrer le bord du carré standard par une application
B:[0,4 —— R?

ou 3 est affine sur chacun des intervalles [k, k+ 1] (k=0,...,3) et telle que B(0) = 3(4) = 0.
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Théoréme I11.2.1. Pour toute fonction holomorphe et toute application
r:[0,1?*——vU
de classe C2, on a

f(z)dz =0.
or

Remarques I11.2.2

(1) L’hypothese sur f est locale, c’est-a-dire qu’elle se vérifie en chaque point : on demande qu’elle
soit holomorphe. Par contre, la conclusion est globale, il s’agit de I'intégrale sur un lacet.

(2) Il est indispensable que tout le carré soit envoyé par I' dans 'ouvert U. Par exemple, sur le bord
du carré

-1 <Ré(z) <1, —1<Im(z) <1
I'intégrale de la fonction 1/z n’est pas nulle (exercice). Le carré n’est pas contenu dans C — {0},
ouvert ol 1/z est holomorphe.

(3) Pour pouvoir dire que I' est de classe €2, il faut qu’elle soit définie sur un ouvert. On suppose
donc ici qu’elle est définie sur un petit voisinage du carré dans R?. Cette hypothese (classe €?)
n’est pas indispensable pour obtenir le résultat, mais elle simplifie la démonstration (elle est
indispensable dans la démonstration donnée ici) et elle suffit pour toutes les applications.

Démonstration du théoréme I11.2.1. Si s € [0,1], on considere le segment ¢ — (s,t) dans [0,1]? et le
chemin
Y5 :[0,1] —— U

t —— I'(s,t)
ainsi que
0s: [0,8] —— U
u+—— I'(u,0)
et

oL 0,8] —— U
u+—— I'(u, 1)

(voir la figure 3).
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