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On a donc bien la somme directe :

ker (P (u)) = ker (P1 (u))© ker (P2 (u)) :

On conclut par r¶ecurrence sur p en consid¶erant que si P1 est premier avec
P2; ¢ ¢ ¢ ; Pp alors il est premier avec leur produit.

Remarque 2.8 Dans le cas oµu P (u) = 0; on a E =
pL
k=1

ker (Pk (u)) :

2.6 Sous espaces caract¶eristiques

Soit u dans L (E) tel que son polynôme caract¶eristique s'¶ecrive :

Pu (X) = (¡1)n
pY

k=1

(X ¡ ¸k)®k ;

avec ®k 2 N ¡ f0g et les ¸k deux µa deux distincts. Le polynôme minimal de u
s'¶ecrit alors :

¼u (X) =

pY

k=1

(X ¡ ¸k)¯k

avec 1 · ¯k · ®k.
Une telle ¶ecriture de Pu est assur¶ee pour K = C; mais pas n¶ecessairement

pour K = R:

D¯nition 2.7 Avec les notations qui pr¶ecµedent, on appelle sous-espaces car-
act¶eristiques de u les sous espaces vectoriels Nk = ker (u¡ ¸kId)®k pour tout
k 2 f1; 2; ¢ ¢ ¢ ; pg :
Thorme 2.8 Avec les notations qui pr¶ecµedent, on a les r¶esultats suivants.

(i) E =
pL
k=1

Nk.

Pour tout k 2 f1; 2; ¢ ¢ ¢ ; pg on a :
(ii) Nk = ker (u¡ ¸kId)¯k ;
(iii) ¸k est la seule valeur propre de la restriction de u µa Nk ;

(iv) dim (Nk) = ®k ;

(v) la restriction de u¡ ¸kId µa Nk est nilpotente d'indice ¯k:
Dmonstration.

(i) De Pu (u) = 0 et du th¶eorµeme de d¶ecomposition des noyaux on d¶eduit que

E =
pL
k=1

Nk.

(ii) On pose, pour tout k 2 f1; 2; ¢ ¢ ¢ ; pg, Mk = ker (u¡ ¸kId)¯k et on a :

Mk ½ Nk; E =

pM

k=1

Nk =

pM

k=1

Mk;
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donc :
1 · dim (Mk) · dim(Nk) ;

n =
pP
k=1

dim (Nk) =
pP
k=1

dim (Mk)

et n¶ecessairement Mk = Nk.

(iii) Soit ¸ une valeur propre de ujNk . C'est aussi une valeur propre de u, il
existe donc j 2 f1; 2; ¢ ¢ ¢ ; pg tel que ¸ = ¸j et un vecteur x 2 Nk ¡ f0g tel
que (u¡ ¸jId) (x) = 0. On a alors x 2 Nk \ Nj ¡ f0g et n¶ecessairement
j = k (Nk \Nj = f0g si j 6= k).

(iv) Soit dk = dim (Nk), pour k 2 f1; 2; ¢ ¢ ¢ ; pg. De ce qui pr¶ecµede on d¶eduit
que le polynôme caract¶eristique de ujNk 2 L (Nk) (Nk est stable par u)
est Pk (X) = (¸k ¡X)dk : De E =

pL
k=1

Nk; les Nk ¶etant stables par u; on

d¶eduit que Pu =

pY

k=1

Pk et dk = ®k:

(v) Pour tout k 2 f1; 2; ¢ ¢ ¢ ; pg ; on note :

vk = (u¡ ¸kId)jNk 2 L (Nk)

et on a v¯kk = 0 (Nk = ker (u¡ ¸kId)¯k). Si, pour un k 2 f1; 2; ¢ ¢ ¢ ; pg ;

v
¯k¡1
k = 0; alors le polynôme (X ¡ ¸k)¯k¡1

pY

j=1
j 6=k

(X ¡ ¸j)¯j annule u puisqu'il

annule tous les ujNj et E =
pL
k=1

Nk, ce qui contredit le fait que

pY

k=1

(X ¡ ¸k)¯k

est le polynôme minimal de u: On a donc v
¯k¡1
k 6= 0 et vk est nilpotent

d'indice ¯k:

Du th¶eorµeme pr¶ec¶edent on va d¶eduire que tout endomorphisme de E dont
le polynôme caract¶eristique est scind¶e sur K se d¶ecompose de maniµere unique
comme somme d'un endomorphisme diagonalisable (un endomorphisme est di-
agonalisable s'il existe une base de E dans laquelle sa matrice est diagonale) d
et d'un endomorphisme nilpotent v avec d et v qui commutent.

Lemme 2.5 Avec les notations qui pr¶ecµedent, pour tout k compris entre 1 et p;

le projecteur ¼k de E sur Nk parallµelement µa
pL
j=1
j 6=k

Nj est un polynôme en u.

Dmonstration. Les polynômes Pk (X) =

pY

j=1
j 6=k

(X ¡ ¸j)¯j ; (1 · k · p) sont

premiers entre eux dans leur ensemble, on peut alors trouver des polynômes
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Q1; Q2; ¢ ¢ ¢ ; Qp tels que
pP
k=1

QkPk = 1 (th¶eorµeme de B¶ezout). On a alors :

Id =

pX

k=1

Qk (u) ± Pk (u)

et tout x de E s'¶ecrit x =
pP
k=1

(Qk (u) ± Pk (u)) (x) avec :

(Qk (u) ± Pk (u)) (x) 2 Ker (u¡ ¸kId)¯k = Nk
C'est-µa-dire que (Qk (u) ± Pk (u)) (x) est la projection de x sur Nk parallµelement
µa

pL
j=1
j 6=k

Nj . On a donc :

¼k = Qk (u) ± Pk (u) 2 K [u] :

Les projecteurs ¼k de E sur Nk parallµelement µa
pL
j=1
j 6=k

Nj sont les projecteurs

spectraux de u:

Thorme 2.9 (Dunford-Schwarz) Soit u un endomorphisme de E dont le polynôme
caract¶eristique est scind¶e sur K: Il existe un unique couple (d; v) d'endomor-
phismes de E tel que d soit diagonalisable, v soit nilpotent, d et v commutent et
u = d+ v.

Dmonstration. Sur chaque sous espace vectoriel Nk, on a vu que l'endo-
morphisme vk = (u¡ ¸kId)jNk est nilpotent et en notant dk = ¸kIdjNk , on a
ujNk = dk + vk avec dk diagonalisable, vk nilpotent et dkvk = vkdk .

On d¶e¯nit alors les endomorphismes d et v par d =
pP
k=1

¸k¼k et v = u¡ d.
L'endomorphisme d est diagonalisable (d = dk sur Nk), l'endomorphisme v

est nilpotent (v = vk sur Nk), d et v commutent puisqu'ils sont dans l'algµebre
commutative K [u] et u = d + v.
Il reste µa montrer l'unicit¶e d'un tel couple (d; v) .
Soit (d0; v0) un autre couple d'endomorphismes v¶eri¯ant les mêmes conditions

que (d; v). Comme u = d0 + v0 et d0 et v0 commutent, ils commutent avec u donc
avec d et v qui sont des polynômes en u: On a alors d¡ d0 = v0 ¡ v, avec d¡ d0
diagonalisable comme somme de deux endomorphismes diagonalisables qui com-
mutent (exercice 3.3) et v0¡v nilpotent comme somme de deux endomorphismes
nilpotents qui commutent. Et n¶ecessairement d¡ d0 = v0 ¡ v = 0 . D'oµu l'unicit¶e
de la d¶ecomposition.
Pratiquement la d¶ecomposition de Dunford-Schwarz d'un endomorphisme de

E dont le polynôme caract¶eristique est scind¶e sur K passe par le calcul des pro-
jecteurs spectraux ¼k: Pour ce faire il su±t de disposer d'un polynôme annulateur
de u de la forme :

P (X) =

pY

k=1

(X ¡ ¸k)mk ;
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avec mk ¸ ¯k pour tout k compris entre 1 et p oµu les ¸k sont les valeurs propres
de u et ¯k est la multiplicit¶e de ¸k comme racine du polynôme minimal (on peut
prendre pour polynôme P le polynôme caract¶eristique, ou mieux le polynôme
minimal, de u).
µA partir de la d¶ecomposition en ¶el¶ements simples :

1

P (X)
=

pX

k=1

mkX

i=1

®ik

(X ¡ ¸k)i
;

en posant, pour tout k compris entre 1 et p :
8
>>>><
>>>>:

Qk (X) =
mkP
i=1

®ik (X ¡ ¸k)mk¡i ;

Pk (X) =

pY

j=1
j 6=k

(X ¡ ¸j)mj ;

on obtient :
1

P (X)
=

pX

k=1

Qk (X)

(X ¡ ¸k)mk

et la d¶ecomposition de B¶ezout :

1 =

pX

k=1

QkPk

qui permet d'obtenir les projecteurs spectraux :

¼k = (QkPk) (u) :

On a alors u = d+ v avec d =
pP
k=1

¸k¼k et v = u¡ d.
La d¶ecomposition de Dunford-Schwarz d'un endomorphisme u de E dont le

polynôme caract¶eristique est scind¶e sur K permet le calcul de ses puissances
successives. En e®et comme d et v commutent, on peut utiliser la formule du
binôme de Newton pour ¶ecrire :

8r ¸ 1; ur = (d+ v)r =
rX

k=0

Ckr d
k ± vr¡k:

Le calcul des puissances successives de l'endomorphisme d peut se faire dans
une base de diagonalisation ou en utilisant les propri¶et¶es des projecteurs pour
¶ecrire que :

8r ¸ 1; dr =

Ã
pX

k=1

¸k¼k

!r

=

pX

k=1

¸rk¼k

et le calcul des puissances successives de l'endomorphisme nilpotent v s'arrête µa
vq¡1 oµu q est son indice de nilpotence.
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On peut aussi calculer vr avec :

8r ¸ 1; vr =

Ã
pX

k=1

(u¡ ¸kId)¼k
!r

=

pX

k=1

(u¡ ¸kId)r ¼k

Avec l'exercice 2.16 on a un exemple de tels calculs.

2.7 Exercices

On note toujours K le corps des r¶eels ou des complexes et on d¶esigne par E
un K-espace vectoriel de dimension n ¸ 1:

Exercice 2.1 Soit P une matrice inversible de Mn (C). On d¶e¯nit les matrices
r¶eelles R et J par R = < (P ) et J = = (P ). Montrer qu'il existe un r¶eel ¸ tel
que la matrice R+¸J soit inversible. En d¶eduire que si A; B dans Mn (R) sont
semblables dans Mn (C) alors elles sont semblables dans Mn (R).

Solution. Si le polynôme ' (X) = det (R +XJ) s'annule pour toute valeur
r¶eelle il est alors identiquement nul et ' (i) = det (R+ iJ) = det (P ) = 0 ce qui
contredit P inversible. Il existe donc des r¶eels ¸ tels que ' (¸) = det (R+ ¸J) 6=
0.
Si A; B 2 Mn (R) sont semblables dans Mn (C) il existe alors une matrice P

inversible dans Mn (C) telle que A = P¡1BP . On a alors en notant R la partie
r¶eelle de P et J sa partie imaginaire :

(R + iJ)A = B (R+ iJ)

et en identi¯ant parties r¶eelles et parties imaginaires RA = BR; JA = BJ . Pour
tout r¶eel ¸ tel que R + ¸J soit inversible on a alors (R + ¸J)A = B (R+ ¸J) ;
ce qui prouve que les matrices A et B sont donc semblables dans Mn (R).

Exercice 2.2 Montrer que pour tout endomorphisme u de E il existe un sous
espace vectoriel de E de dimension 1 ou 2 stable par u:

Solution. Le polynôme minimal ¼u se d¶ecompose dans l'anneau factoriel
K [X ] en produit de facteurs irr¶eductibles, ces facteurs ¶etant de degr¶e 1 ou 2
(K = R ou C). Si ¼u admet un facteur irr¶eductible de degr¶e 1; ce dernier est
de la forme X ¡ ¸ avec ¸ dans K et ¸ est une valeur propre de u: Il est alors
facile de v¶eri¯er que pour tout vecteur propre x dans E ¡ f0g associ¶e µa cette
valeur propre la droite vectorielle D = Kx est stable par u: Si tous ces facteurs
irr¶eductibles sont de degr¶e 2; ils sont de la forme X2+ bX+ c et le polynôme ¼u
s'¶ecrit ¼u (X) = (X

2 + bX + c)Q (X) : De l'¶egalit¶e :

0 = ¼u (u) =
¡
u2 + bu+ cId

¢
±Q (u)

et du caractµere minimal de ¼u on d¶eduit que l'endomorphisme u2 + bu + cId
n'est pas injectif, c'est-µa-dire que son noyau n'est pas r¶eduit µa f0g : Pour tout
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Solution. On note :

PAB (¸) = (¡1)n
¡
¸n + p1¸

n¡1 + :::+ pn¡1¸ + pn
¢
;

PBA (¸) = (¡1)n
¡
¸n + q1¸

n¡1 + :::+ qn¡1¸+ qn
¢
;

les polynômes caract¶eristiques des matrices AB et BA:
On a :

p1 = ¡Tr (AB) = ¡Tr (BA) = q1:
Supposons que pj = qj pour tout entier j compris entre 1 et k¡1 avec 2 · k · n:
On a alors, en utilisant les formules de Newton relatives µa la matrice AB :

kpk = ¡ (Sk + p1Sk¡1 + ¢ ¢ ¢+ pk¡1S1)
= ¡ (Sk + q1Sk¡1 + ¢ ¢ ¢+ qk¡1S1)

avec, pour tout entier j compris entre 1 et k ¡ 1 :

Sj = Tr
³
A

³
B (AB)j¡1

´´
= Tr

³³
B (AB)j¡1

´
A

´
= Tr

³
(BA)j

´
:

On d¶eduit alors que kpk = kqk:
On a donc ainsi montr¶e par r¶ecurrence que AB et BA ont même polynôme

caract¶eristique.
Cette d¶emonstration est valable pour tout corps commutatif K:

Exercice 2.16 Ecrire la d¶ecomposition de Dunford-Schwarz de la matrice :

A =

0
BB@

1 0 ¡1 1
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0

1
CCA 2 M4 (C) :

En d¶eduire un calcul de Ar pour tout entier r strictement positif.

Solution. Le polynôme caract¶eristique de A est PA (X) = X (X ¡ 1)3 et son
polynôme minimal est ¼A (X) = X (X ¡ 1)2 : On a la d¶ecomposition en ¶el¶ements
simples :

1

¼A (X)
=
1

X
+

µ
1

(X ¡ 1)2
¡ 1

X ¡ 1

¶

qui donne la d¶ecomposition de B¶ezout :

1 = (X ¡ 1)2 +
¡
2X ¡X2

¢

et les projecteurs spectraux :

¼1 = (A¡ I4)2 ; ¼2 = 2A¡ A2

(on a ¼1 + ¼2 = I4). On obtient alors la d¶ecomposition A = D + V avec :

D = ¼2 =

0
BB@

1 0 ¡1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 0

1
CCA ; V = A¡D =

0
BB@

0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCA :
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Pour r > 0; on a :
Ar = Dr + rDr¡1V

(D2 = 0) avec Dr = ¼r2 = ¼2 = D: Soit :

8r ¸ 2; Ar = D (I4 + rV ) =

0
BB@

1 0 ¡1 1
0 1 r 0
0 0 1 0
0 0 1 0

1
CCA :


