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1 Analyse d’un signal

On considère la donnée d’un signal f(t), où t est la variable temps, et y =
f(t) est l’intensité du signal à l’instant t. On va chercher à analyser le signal,
par exemple pour reperer des frequences particulieres, à ”filtrer” le signal
(afin d’enlever des bruits parasites), et on s’interessera aussi a la compression
numerique du signal.

Echantillonnage. Dans la pratique, on ne connait pas vraiment f(t) mais
on suppose avoir un système capable d’échantilloner la fonction f(t) aux
instants tk = k∆t, k ∈ Z, et les valeurs qui sont à notre disposition seront
les yk = f(tk).

Pour des raisons pratiques, on analyse le signal dans une ”fenêtre”
de temps t ∈ [0, T ], T > 0. Prenons ∆t = T/N de sorte qu’on a N
échantillons (ou mesures) dans cet intervalle, ce sont les valeurs yk = f(tk),
k = 0, . . . , N − 1 .

Question (Q1). Une première question type que nous nous posons dans
cette étude est de savoir si l’on peut reconstruire tout le signal f(t) à partir
des seules valeurs echantillonnées yk = f(tk).

Analyse en Fréquence. On peut alors developper en serie de Fourier la
fonction f(t) sur l’intervalle [0, T ]. Ses coefficients de Fourier sont:

cj(f) :=
1

T

∫ T

0
f(t)e−2iπjt/T dt. (1)

On rappelle que pour une fonction f ∈ L2(0, T ) (espace des fonctions de
carré sommable sur (0, T )), on a l’identite de parseval

||f ||2L2 :=
1

T

∫ T

0
|f(t)|2dt =

∑

j∈Z

|cj(f)|2,

ainsi que la convergence de la serie en norme L2(0, T ):

f =
∑

j∈Z

cj(f)ej , avec ej(t) = e2iπjt/T .
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(au sens lim
A,B→+∞

||f −
∑

−A≤j≤B

cj(f)ej ||L2(0,T ) = 0).

Spectre d’amplitude.
Il s’agit d’un graphe dans lequel on represente les ”amplitudes” |cn(f)| en
fonction de n. Ceci permet de voir quel ”poids” est affecté sur la fréquence
λn = n/T , c’est à dire sur le signal e2iπλnt. Lorsque l’unité de t est en
secondes, l’unité de λn est en s−1, appele aussi le ”Hertz” (en abregé ”Hz”).
La fréquence fondamentale d’analyse du signal est λ = λ1 = 1

T Hz. Les
autres frequences, multiples de la frequence fondamentale, sont appelées
”harmoniques.”

Par exemple, considerons le signal suivant:

f(t) = c1e
2iπν1t + c2e

2iπν2t,

où ν1 = 220 Hz, cad 220 pulsations par seconde, et ν2 = 330 Hz. (On peut
prendre aussi des cosinus au lieu des exponentielles complexes). Ce signal
est un accord LA-MI en musique, car ν1 correspond à la fréquence de la
note ”LA” et et ν2 correspond à la note ”MI”. (Voir Gasquet-Witomski [1],
Chap. 7). Noter que ν2 = 3

2ν1: on parle de ”quinte” en musique.
Le spectre d’amplitude est donné en Fig.1.
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Figure 1: Spectre d’amplitude d’un accord LA-MI (220 Hz-330 Hz)

2



2 Transformee de Fourier Discrète

En pratique, on considère l’approximation de Riemann des cj(f):

cj(f) ' cj =
1

T

N−1∑

k=0

f(tk)e
−2iπjtk/T ∆t.

Comme ∆t = T/N , et yk = f(tk), on obtient

cj(f) ' cj , avec cj :=
1

N

N−1∑

k=0

yke
−2iπjk/N . (2)

En général, on sait donc calculer les coefficients cj , mais pas les coefficients
exacts cj(f).

Question (Q2). Une deuxieme question que nous nous posons est de com-
prendre quelle erreur fait-on entre les coefficients exacts cn(f) et les cn qu’on
calcule (c’est à dire ceux obtenus à partir des echantillons yk) ?

Une premiere reponse simple decoule de la remarque suivante:

Remarque 1 On a bien cj(f) = cj, j ∈ [0, . . . , N − 1] pour tout polynome

trigonometrique f(t) =
∑N−1

`=0 c̄`e
2iπ`t/T .

Preuve. Le verifier pour chaque e`(t) = e2iπ`t/T , pour 0 ≤ ` ≤ N − 1. �

L’approximation (2) motive les définitions suivantes.

Définition 1 Transformée de Fourier Discrète (TFD)
• On note

ŷ(j) :=
1

N

N−1∑

k=0

yke
−2iπjk/N

la TFD de la suite (yk).
• De même, on définit la TFD inverse de la suite (cj) par:

č(k) :=

N−1∑

j=0

cje
2iπjk/N .

Remarques
1) L’approximation (2) correspond donc a la TFD du signal (yk): c = ŷ.
2) La suite cj , définie pour j ∈ Z, est N -périodique (cj+N = cj).
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3) Les TFD directe et inverse sont stables sur l’ensemble des suites N peri-
odiques

Nper := {(cj)| cj+N = cj , ∀j}.
Dans ce cas on peut prendre dans les definitions une sommation sur tout
intervalle de N entiers consecutifs. En particulier pour N pair et (cj) N -

periodique, on pourra écrire č(k) :=
∑

j=−N
2

,..., N
2
−1

cje
2iπjk/N .

4) On retiendra l’analogie avec les definitions des transformees de Fourier di-
recte et reciproque: f̂(ξ) = 1

2π

∫
R
f(x)e−2iπxξ dx et f̌(ξ) =

∫
R
f(x)e2iπxξ dx.

Proposition 1 (ŷ)̌ = y.

Preuve. Notons U := (e−2iπjk/N )0≤j,k≤N−1. On voit que c = ŷ s’écrit
matriciellement c = 1

NUy, avec y := (y0, . . . , yN−1)
T et c := (c0, . . . , cN−1)

T .
Il s’agit donc de vérifier la relation 1

NU
∗U = IN , qui s’obtient en remarquant

que

1

N

N−1∑

k=0

e2iπ(`−j)k/N =

{
1 si `− j ≡ 0[N ]
0 sinon

}
= δ`j

�

Une premiere reponse positive à la question (Q1) vient du corollaire suivant.

Corollaire 1 On considère un polynome trigonometrique

p(t) :=
∑

j=−N
2

,..., N
2
−1

αje
2iπjt/T , (3)

avec N pair, et on note yk = p(tk), pour k = 0, . . . , N − 1. Alors α = ŷ.
Ainsi à partir des valeurs yk = p(tk) on peut retrouver toutes les valeurs de
p(t) pour t quelconque.

Preuve. On a p(tk) =
∑

j=−N
2

,..., N
2
−1

αje
2iπjk/N =

∑

j=0,...,N−1

αje
2iπjk/N =

α̌(k) car j → αje
2iπjt/T est N -periodique. D’après la proposition, α̌(k) = yk.

�

Remarques et notations complémentaires.
• Les fréquences intervenant dans le polynome trigonometrique p(t) :=∑

j=−N
2

,..., N
2
−1 cje

2iπjt/T sont

λj = j/T.
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• Ici, on définit la fréquence de coupure par

λc := max
j; cj 6=0

|λj|,

c’est à dire la fréquence maximale dans p(t). On voit que λc ≤ 1
2

N
T .

• On définit aussi la frequence d’échantillonage par

λech :=
N

T
=

1

∆t
,

qui correspond à un nombre de points de mesure par unité de temps.
On remarque que dans le corollaire 1 nous avons

λech ≥ 2λc.

En résumé, dans le cas où la fréquence d’échantillonage est au moins deux
fois plus grande que la fréquence maximale du signal analysé, on peut re-
cuperer exactement le signal trigonométrique p(t) de départ à partir des
echantillons yk = p(tk).

Dans la section suivante, nous donnons une première genéralisation de
ce résultat (dû à Shannon).

3 Formule de Shannon pour une fonction trigonométrique

On démontre, pour f définie sur R, la formule suivante (dite ”Formule de
Shannon”):

f(t) =
∑

n∈Z

f(na)
sin(π

a (t− na))
π
a (t− na) (4)

(par exemple pour f ∈ L2(R) t.q. supp(f̂) ⊂]− 1
2a ,

1
2a [). Une démonstration

est donnée en Annexe. Dans cette formule, on echantillonne aux tk = ka.
Donc la periode d’echantillonage est ∆t = a et la frequence d’echantillonnage
est λech := 1

a .
On peut établir facilement la formule de Shannon dans le cas ”trigonometrique”:

Proposition 2 Soit f(t) :=
∑P

j=1 cje
2iπλj t, avec λj réels. On suppose

λech > 2λc, avec λc := max
j
|λj|

Alors la formule (4) est valable pour tout t ∈]− 1
2a ,

1
2a [.
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Preuve. Par linearite il suffit d’obtenir la formule (4) dans le cas d’une
seule exponentielle, f(t) := e2iπλt. Il s’agit d’exprimer f(t) en fonction des

valeurs f(na) = e
2iπλ n

1/a . On va developper f(t) = e2iπλt en série de Fourier
de période T = 1/a, sur l’intervalle de temps t ∈]− T

2 ,
T
2 [=]− 1

2a ,
1
2a [. Pour

|t| < 1
2a , on obtient

e2iπλt = f(t) =
∑

n∈Z

cne
2iπλ n

1/a , (5)

avec

cn =
1

1/a

∫ 1
2a

− 1
2a

f(t)e
−2iπ n

1/a
λt
dt =

sin(π
a (λ− na))

π
a (λ− na) .

(pour l’egalite dans (5), noter qu’on est dans le cas de f ∈ C 1
pm([−T

2 ,
T
2 ]).

Echangeons alors les parametres t et λ. Les coefficients cn deviennent les
mêmes que ceux de (4), et on constate que (5) donne exactement la formule
de Shannon (4). (La convergence de la serie s’obtient donc par convergence
de la série de Fourier dans le cas de fonctions C 1

pm). �

4 Relation entre cj(f) et cj

Revenons à l’analyse de notre signal f(t) sur [0, T ]. Ecrivons formellement:

f(t) =
∑

n∈Z

cn(f)en(t)

Donc

f(tk) =
∑

n∈Z

cn(f)e2iπ nk
N

et

cj =
1

N

N−1∑

k=0

( ∑

n∈Z

cn(f)e2iπ nk
N

)
e−2iπ jk

N

Supposons que
∑

n∈Z
|cn(f)| < ∞. Noter que ceci est realisé par exemple

pour

f ∈ C1
pm([0, T ]) ∩C0([0, T ]), avec f(0) = f(T ). (6)

On peut alors intervertir les sommations:

cj =
∑

n∈Z

cn(f)

(
1

N

N−1∑

k=0

e2iπ k(n−j)
N

)
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Or 1
N

∑N−1
k=0 e

2iπ k(n−j)
N = 1 si n− j ≡ 0[N ], et vaut 0 sinon. Donc on obtient

Proposition 3 si f ∈ C1
pm([0, T ]) et si les tk = k∆t (0 ≤ k ≤ N − 1) sont

des points de continuité de f , alors

cj =
∑

k∈Z

cj+kN(f) (7)

Preuve: utiliser la convergence de la série de Fourier aux points de continuité.

Conclusion. Reprenons l’exemple d’un signal trigonometrique sur (0, T ):

f(t) :=
∑

j=−P,...,P−1

cje
2iπjt/T

de frequence de coupure λc ≤ P
T . Considerons un echantillonage par N

points tk equirepartis (tk = kT/N), avec N pair. On a donc une frequence
d’echantillonnage λech = 1

∆t = N
T . Notons yk = f(tk) et c = ŷ et appliquons

la formule (7).
• Dans le cas où λech > 2λc (ou encore N

2 > P ), on retrouve donc
cj = cj(f) pour j ∈ I = [−N

2 , . . . ,
N
2 − 1]. En effet, les autres coefficients

cj+kN (f) sont nuls pour j ∈ I et k 6= 0. De plus, on peut reconstruire le
signal f(t) a partir des yk = f(tk) (voir Corollaire 1).
• Dans le cas où λech < 2λc (ou encore N

2 < P ), alors des termes non
nuls cj+kN(f) vont apparaitre dans la formule pour cj (j ∈ I). Cela signifie
que notre analyse va être ”perturbée”. En particulier, des coefficients cj

non nuls peuvent apparaitre, alors que cj(f) = 0. Le spectre d’amplitude,
construit a partir des cj (calculés par analyse des yk), peut faire apparaitre
des fréquences parasites.

Dans la pratique, on travaille à frequence d’echantillonnage donnée. Pour
eviter le probleme precedent il faut ”filtrer” de maniere analogique le signal
f(t), de sorte de retirer les frequences trop grandes, avant d’analyser le
signal.

D’autre methodes d’analyse sont possibles, telle l’analyse par ondelettes
(voir Section 7).

5 Transformee de Fourier Rapide

Le principe: on veut effectuer rapidement la multiplication matrice-vecteur
ANX où AN = (e2iπjk/N )0≤j,k≤N−1 et X ∈ C

N . Une méthode directe coûte
de l’ordre de 2N 2 operations elementaires (additions, multiplications), soit
un cout quadratique par rapport à N .
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Supposons N = 2n. Cherchons à ramener le calcul de Y = A2NX (pour
X de taille 2N), a deux calculs analogue ANU et ANV de taille N . Posons

X =




x0
...

x2N−1




Notons u et v les vecteurs de coordonnees xj paires et impaires resp.:

U =




x0

x2
...

x2N−2


 , V =




x1

x3
...

x2N−1


 .

Alors

yj =
N−1∑

k=0

e2iπ
j(2k)
2N x2k +

N−1∑

k=0

e2iπ
j(2k+1)

2N x2k+1 (8)

=
N−1∑

k=0

e2iπ jk
N uk + eiπ

j
N

N−1∑

k=0

e2iπ jk
N vk (9)

Donc pour j = 0, . . . , N − 1:

yj = (ANU)j + eiπ
j
N (ANV )j (10)

yj+N = (ANU)j − eiπ
j
N (ANV )j (11)

On en déduit en terme de coût numérique:

Cout(2N) = 2Cout(N) + 3N.

Donc

Cout(N) = 2Cout(
N

2
) +

3

2
N

Cout(N) = 4Cout(
N

4
) +

3

2
N +

3

2
N

...

= NCout(1) +
3

2
N n
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Comme n = log2(N) et Cout(1) ≤ 1 (une affectation), on a donc

Cout(N) ' 3

2
N log2(N)

soit un cout presque lineaire par rapport à N .

Algorithme récursif FFT (Fast Fourier Transform):

function y=FFT(x)

// effectue la multiplication y= (e^{2i\pi jk/N}) * x

// 0 <= j,k <= N-1

// x,y sont des vecteurs colonnes

// La taille de x doit etre une puissance de 2.

N=length(x)

if N==1 then

y=x;

else

u=x(1:2:N-1);

v=x(2:2:N);

u1=FFT(u);

v1=FFT(v);

n=N/2; v1=v1 .* exp(%i*%pi*(0:n-1)’/n);

y=[u1+v1; u1-v1];

end

Il existe aussi une commande Scilab fft effectuant les TFD directe et
inverse par methode rapide:

Commande Operation éffectuée

y=fft(x,-1) y = A∗
Nx: TFD directe, au coefficient 1

N près
y=fft(x,1) y = 1

NANx: TFD inverse, au coefficient 1
N près

6 Applications

6.1 Analyse d’un accord LA-MI.

Les réponses aux questions posées dans ce paragraphe pourront être obtenues
a l’aide du script Scilab fourni en annexe. On pourra aussi consulter
Gasquet-Witomski [GW], Chapitres 7, 8, et 38.5.

On cherche à analyser un signal qui correspond à un accord LA-MI.
La note LA correspond par exemple à la fréquence ν1 = 220 Hz, cad 220
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pulsations par seconde. La note MI correspond à ν2 = 3
2220 = 330 Hz (cf

[1], chap. 7). On se donne donc un signal de la forme

f(t) = c1e
2iπν1t + c2e

2iπν2t.

(On pourrait prendre aussi des cosinus au lieu des exponentielles complexes).
On désire faire une analyse sur t ∈ [0, T ] (avec T = 1 par exemple), avec

une fréquence d’échantillonage νech = N/T , dans les cas suivants:

• un accord pur (signal f(t) précédent).
• un accord bruité: chaque mesure f(tk) devient f(tk)+rk où rk
est un nombre aléatoire. On pourra tirer rk = cUk où c est une
constante, et Uk est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme
sur [−1, 1].

On cherchera d’abord a tracer le spectre d’amplitude, pour des fréquences
j ∈ [−N

2 , . . . ,
N
2 − 1].

Pour l’analyse de f(t), on pourra commencer par supposer que

f(t) ∼
N/2−1∑

j=−N/2

cj(f)e2iπjt/T .

On approche la formule integrale de cj(f) par l’approximation de Riemann,
i.e. les coefficients cj obtenu par TFD des valeurs {y0, . . . , yN−1} où yk =
f(tk).

Quand la formule cj(f) = cj est-elle exacte ?
En pratique, il faudra prendre un echantillonage suffisament fin par rap-

port aux fréquences ν du signal analysé. (Preciser cela en terme de frequence
d’echantillonnage, par rapport aux frequences du signal analysé).

Que se passe-il alors si on n’échantillonne pas assez finement ?

Quelques tests types à effectuer et à comprendre:
1) N = 1000, puis N = 500;
2) ν1 = 220.1 ;
3) Echantillonage faussé: tk = kT/(N + 1) (au lieu de kT/N).

6.2 Produit de convolution.

On definit le produit de convolution de deux suites x, y, N -periodiques par

(x ∗ y)(j) :=

N−1∑

k=0

xkyj−k.
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On considere une matrice circulante, de la forme

A =




a0 aN−1 . . . a1

a1 a0 . . . a2
...

. . .

a0




(ou matrice de toeplitz). On remarque que le calcul de AX correspond a un
produit de convolution. En effet si

X =




x0
...

xN−1




(et si x et a sont prolongés par N -périodicité) alors (AX)j = (x ∗ a)(j).
Dans la suite, on s’interesse à
(i) la resolution d’un systeme lineaire du type AX = b (a, b donnés);
(ii) le calcul rapide de AX (a, x donnés).

Proposition 4 (x ∗ y)̂ = Nx̂.ŷ (et de même, (x ∗ y)̌ = x̌.y̌.)

Preuve. : Exercice.

Ainsi pour le probleme (i) on a AX = b ⇔ a ∗ x = b ⇔ Nâx̂ = b̂. En
supposant que ∀j, â(j) 6= 0 on obtient donc x̂ = 1

N b̂/â.
Combient ca coûte ? En notant cN = 3

2N log2(N) le cout de calcul d’une
TFD ou d’une TFD inverse (via l’algorithme rapide), on a :

a, b
TFD
−→
2cN

â, b̂ −→
2N

x̂ =
1

N
b̂/â

TFD−1

−→
cN

x

Soit un cout total de l’ordre de 3cn + 2N ∼ 9
2N log2(N)

De même, on peut calculer le produit de convolution a ∗ b (ou le produit
matriciel AX) en 9

2N log2(N) operations elementaires.

7 Analyse par ondelette

L’idée est de coder l’information suivant 1) une information moyenne et 2)
les détails manquant (à un niveau plus fin), et de recommencer récursivement
ce procédé de codage sur les nouveaux détails.
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Commencons par poser φ = 1[0,1] ainsi que les fonctions translatées-

dilatées φn,j(x) := 2n/2φ(2nx − j) pour n ≥ 0 et j = 0, . . . , 2n − 1. Le
coefficient 2n/2 permet d’avoir la normalisation ||φn,j ||L2(0,1) = ||φ||L2(0,1) =
1; on voit aussi que supp(φn,j) = In,j := 2−n[j, j + 1].

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
−3

−2

−1

0

1

2

3

Fonction Phi_{2,1}

Figure 2: Graphe de φn,j

L’indice n représente le niveau ou l’échelle. Pour n petit, le niveau est
grossier. Plus n est grand, plus le niveau est ”fin”.

On définit la fonction de Haar, ψ ∈ L2(R), par

ψ = 1[0, 1
2
] − 1[ 1

2
,1]

soit ψ(x) = 1 si x ∈ [0, 1
2 ], ψ(x) = −1 si x ∈ [ 12 , 1], et ψ(x) = 0 si x /∈ [0, 1].

La fonction ψ va jouer le role de l’ondelette.
On pose ψn,j(x) = 2n/2ψ(2nx − j) pour n ≥ 0 et j = 0, . . . , 2n − 1.

Comme pour les φn,j on a supp(ψn,j) = In,j et ||ψn,j ||L2(0,1) = 1.
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−3
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Fonction Psi_{2,1}

Figure 3: Graphe de ψn,j

On note
Vn := V ect(φn,j , j = 0, . . . , 2n − 1),

12



l’espace des fonctions ”moyennes” de niveau n, qui sont les fonctions con-
stantes par morceaux sur les In

j . Par exemple V0 = V ect(φ) sont les fonctions
constantes (sur (0, 1)), V1 = V ect(φ(2x), φ(2x−1)) est l’espace des fonctions
constantes sur les morceau [0, 1

2 ] et [12 , 1], etc.
On note

Wn := V ect(ψn,j , j = 0, . . . , 2n − 1),

l’espace des ondelettes, ou fonctions ”détails”, de niveau n.

Proposition 5 (i) ∀k ≥ 0, Vk+1 = Vk

⊥
⊕Wk.

(ii) ∀n ≥ 1, Vn = V0

⊥
⊕W0

⊥
⊕ · · ·

⊥
⊕Wn−1.

(iii) F := {φ, (ψn,j)n≥0, j=0,...,2n−1} est une base hilbertienne de L2(0, 1).

Remarque: La propriete (iii) revient aussi a dire que F est une famille
orthonormée de L2(0, 1) et que H := V0+V ect(ψn,j) est dense dans L2(0, 1).

Preuve. (i) On note que φ(2x) = 1
2(φ(x) + ψ(x)) et que φ(2x − 1) =

1
2 (φ(x) − ψ(x)) On en deduit que V1 ⊂ V0 + W0. Réciproquement on a
V0,W0 ⊂ V1, et donc

V1 = V0 +W0.

Enfin l’orthogonalite de V0 et de W0 est evidente. La relation (i) s’obtient
de la meme facon pour k ≥ 1.
(ii) Par récurrence a partir de (i).
(iii) Commençons par prouver l’orthogonalité de la famille F (la normalisa-
tion etant réalisée). Comme toutes les fonctions ψn

j sont de moyenne nulle
(puisque ψ l’est), on a deja l’orthogonalité des ψn

j avec φ ≡ 1.
Ensuite, comme ψn,j ∈ Wn, on a 〈ψn,j , ψn′,j′〉 = 0 si n 6= n′ en utilisant

l’ortogonalite de Wn et Wn′ d’après (ii). Puis pour n = n′, et j 6= j′ on a
〈ψn,j , ψn,j′〉 = 0 car les supports sont disjoints.

Montrons maintenant que H := V ect(φ, ψn
j ) est dense dans L2(0, 1).

D’apres (ii) on a Vn ⊂ H. Il suffit de montrer que pour tout f ∈ L2(0, 1),

lim
n→∞

dL2(f, Vn) = 0.

Soit donc f ∈ L2(0, 1). Posons N = 2n et notons SN := PVn(f) la
projection orthogonale de f sur Vn. On a donc

SN (f)(x) =
∑

j=0,...,2n−1

sn
j φn,j(x), avec sn

j := 〈φn,j, f〉.

Lemme 1 Pour f ∈ C1([0, 1]) on a ||f − SN (f)||L2 ≤ 1

N
||f ′||∞.
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Preuve. Pour x ∈ I := In,j on a |f(x)− SN (f)(x)| = |f(x) − sn
j φn,j(x)| =

|f(x) − 2n
∫
I f(y)dy| ≤ 2n

∫
I |f(x) − f(y)|dy ≤ 2n||f ′||∞

∫
I |x − y|dy ≤

2n|I|2||f ′||∞ = 1
N ||f ′||∞ (Majorations grossieres). On en deduit que ||f −

SN (f)||L2 ≤ ||f − SN (f)||∞ ≤ 1
N ||f ′||∞. �

Maintenant soit ε > 0. On sait qu’il existe g ∈ C1([0, 1]) telle que
||f−g||L2 ≤ ε. D’apres le lemme precedent en prenant N ≥ ||g ′||∞/ε et avec
gN := SN (g), on a ||g−gN ||L2 ≤ ε. Donc ||f−gN ||L2 ≤ ||f−g||L2+||g−gN || ≤
2ε, ce qui conclu la densité de H dans L2(0, 1) et donc la preuve de (iii). �

Coefficients d’ondelettes.
On se donne f ∈ L2(0, 1) et on pose

sn
j := 〈φn,j, f〉 ”sommes”, ou ”moyennes” (12)

dn
j := 〈ψn,j, f〉 ”détails” (13)

Comme Vn = V0 ⊕W0 ⊕ · · · ⊕Wn−1, on a aussi

SN (f)(x) = s00 φ(x) +

n−1∑

k=0

2k−1∑

j=0

dk
j ψk,j(x) (14)

Calcul des coefficients sn au niveau le plus fin.
On utilise tout simplement l’approximation

∫
In,j

f(x)dx ' 2−nf(xn,j) où

xn,j := 2−n(j + 1/2) est le point milieu de In,j. Ce qui donne:

sn
j ' s̄n

j := 2−n/2f(xn,j).

Exercice. Montrer que |sn
j − s̄n

j | ≤ 2−3n/2||f ′′||∞ si f ∈ C2. (Utiliser un

developpement de Taylor.) Montrer aussi que ||f − S̄N (f)||L2 ≤ 1
N ||f ′||L2 ,

où on a noté S̄N (f) :=
∑2n−1

j=0 s̄n
j ψn,j.

Codage.
Il s’agit de calculer tous les coeffcients de la decomposition (14) a partir des
coefficients sn

j . On note que

{
φ(x) = φ(2x) + φ(2x− 1)
ψ(x) = φ(2x)− φ(2x− 1)

(15)

On deduit immediatement de (15) que

{
φ0,0(x) = 1√

2
(φ1,0 + φ1,1),

ψ0,0(x) = 1√
2
(φ1,0 − φ1,1)

(16)
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Donc, en prenant le produit scalaire avec f :

{
s00 = 1√

2
(s10 + s11)

d0
0 = 1√

2
(s10 − s11)

(17)

On établit de meme pour k ≥ 0 que

{
φk,j = 1√

2
(φk+1,2j + φk+1,2j+1)

ψk,j = 1√
2
(φk+1,2j − φk+1,2j+1)

(18)

et donc que





sk
j =

1√
2
(sk+1

2j + sk+1
2j+1)

dk
j =

1√
2
(sk+1

2j − sk+1
2j+1)

(19)

On en deduit un Algorithme de Codage, qui consiste à calculer les coefficients
dn−1, . . . , d0 et s0 a partir des sn:

sn → sn−1 · · · sk+1 → sk · · · → s0

↘ dn−1 ↘ dk ↘ d0 (20)

Décodage. Les relations (19) s’inversent et on obtient





sk+1
2j+1 =

1√
2
(sk

j + dk
j )

dk+1
2j+1 =

1√
2
(sk

j − dk
j )

(on pourrait aussi retrouver ces relations a partir des identités φ(2x) =
1
2 (φ(x) + ψ(x)) et ψ(2x) = 1

2 (φ(x)− ψ(x)).)
On en deduit un Algorithme de décodage, qui consiste a calculer les

coefficients sn a partir des coefficients s0, d0, . . . , dn−1:

sn ← sn−1 · · · sk+1 ← sk · · · ← s0

↖ dn−1 ↖ dk ↖ d0 (21)

Coût des algorithmes. Le nombre d’opérations élémentaires de l’algorithme

de codage est
∑n−1

k=0

∑2k−1
j=0 4 = 4(2n − 1), soit

Cout(codage) ∼ 4N.
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De même pour l’algorithme de décodage on trouve

Cout(décodage) ∼ 4N.

Remarque. Une generalisation simple de l’analyse précédente sont les
”multi-ondelettes” (plusieurs fonctions d’ondelettes sur le meme support),
qui permettent d’avoir une meilleure estimation de ||f −SN (f)|| que O( 1

N ).
On ne detaille pas ici cette généralisation.

8 Comparaison entre Fourier et Ondelettes

Les algorithmes à base d’ondelettes sont plus aptes à analyser des sig-
naux discontinus ou qui varient fortement. Dans le cas d’une discontinuité,
l’analyse par Fourier présente le phénomène de Gibbs. Les opérations de
codage et de decodage sont aussi legerement plus rapide que la FFT et la
FFT inverse.

Voici a titre de comparaison une analyse par Ondelettes de Haar et une
analyse par Fourier d’une fonction discontinue f(t) = t pour t < 0.5 et f(t) =
t − 1 pour t > 0.5. (Pour Fourier, on developpe f(t) = t sur ] − T/2, T/2[,
impaire, qui admet donc le developpement f(t) =

∑
n≥1 bnsin(2πnt) avec

bn = (−1)n+1

πn ). On a pris M = 32 points pour Fourier et aussi n = 5, soit
2n = 32 points pour l’anaylse par ondelette.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
−0.6

−0.4

−0.2
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0.2

0.4

0.6

Analyse par ondelette de Haar

Figure 4: Analyse par Ondelette tronquée au niveau n = 5
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Analyse par Serie de Fourier

Figure 5: Analyse par Fourier tronquée à l’harmonique M = 32. On observe
une oscillation au voisinage de la discontinuité, c’est le phénomène de Gibbs.

ANNEXE: Exemple de script scilab pour l’analyse d’un signal.

//!------------------------

//! ECHANTILLONNAGE MUSICAL

//!------------------------

mode(-1); clear

T=1; N=800;

//! SIGNAL

nu1=220; nu2=3/2*220; // Frequences LA et MI harmonique, en secondes

c1=1; c2=0.5; // Poids

function e=ee(t); e=exp(2*%i*%pi*t); endfunction;

function f=signal(t); f= c1*ee(nu1*t) + c2*ee(nu2*t); endfunction ;

//! ECHANTILLONNAGE sur [0,T]

t=(0:N-1)’/N*T;

y=signal(t);

//! BRUITAGE EVENTUEL

// bruit = rand(y)-(1+%i)*0.5; bruit=bruit/norm(bruit);

// y=y+ 0.5 * bruit * norm(y);

//! Estimations des c_n(f) = poids des frequences v_n = n/T, par FFT

c=fft(y,-1)/N;
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//! FILTRAGE EVENTUEL: Mise a zero des poids relatif < 0.1

// d=c/norm(c); // normalisation L^2 -> poids relatifs

// indices=find(abs(d)<0.1)’; // reperage des indices a poids rel.< 0.1

// c(indices)=0; // poids rel.<0.1 mis a zeros.

//! SPECTRE D"AMPLITUDE sur [-N/2, N/2-1]

//! On utilise la N-periodicite des c_j:

//! c_{-N/2}=c_{N/2-1}, .... ,c_{-1}=c_{N-1}

xset(’window’,0);

xbasc();

indices=[0:N/2-1, -N/2:-1]’; // au lieu des indices=[0:N-1]’

plot2d3(’onn’,indices/T,abs(c),5,rect=[-N/2 0 N/2 1]);

xtitle(’spectre d’’amplitude’,’n’,’c_n’);

input(’’)

Illustration sonore:
Voir le fichier analyse.sci. Tester avec N = 800, puis N = 600.
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ANNEXE:

Formule de Poisson dans L1(R) et Theoreme de Shannon

Formule de Poisson. Il s’agit d’un Développement en Série de Fourier
(en abrégé DSF) de la fonction a-périodique

∑
n∈Z

f(t − na). On note f̂
et f̌ respectivement, les transformées de Fourier directe et réciproque de f ,
definies par:

f̂(ξ) =

∫

R

f(x)e−2iπxξ dx

ainsi que

f̌(ξ) =

∫

R

f(x)e2iπxξ dx.

Dans la suite, on dira qu’une fonction f ∈ L1(R) est ”à dérivée f ′ dans
L1(R)” s’il existe une fonction g ∈ L1(R) telle que

p.p. x ∈ R, f(x) = f(0) +

∫ x

0
g(t)dt (22)

(Si g est continue alors on a bien g = f ′).

Théorème 1 On suppose que f ∈ L1(R) à derivée f ′ ∈ L1(R), au sens
(22). Alors ∀a > 0 on a :

∑

n∈Z

f(t− na) =
1

a

∑

n∈Z

f̂
(n
a

)
en(t) (23)

où on a noté en(t) := e
2iπnt

a .
• Dans (23), le membre de gauche converge normalement sur R vers

F (t) :=
∑

n∈Z

f(t− na).

En particulier F ∈ C0 (car f ∈ C0 d’après (22)).
• F est à variation bornnée sur [0; a].
• Dans (23), le membre de droite converge uniformément vers F sur R.

Commençons par établir plusieurs lemmes. (Le coeur de la preuve se resume
au lemme (4), le reste constitue des details techniques.)

Lemme 2 La serie F (t) =
∑

n f(t− na) converge normalement sur R, est
continue et 1-periodique.
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Preuve. Soit G(x) =
∫ x
n f(t)dt. Un développement de Taylor avec reste in-

tegral donne G(n+1) = G(n)+G′(n)+
∫ n+1
n (n+1− t)G′′(t)dt. On obtient

donc que
∫ n+1
n f(t)dt = f(n) + Rn avec |Rn| =

∣∣∣
∫ n+1
n (n+ 1− t)f ′(t) dt

∣∣∣ ≤
∫ n+1
n |f ′(t)|dt. Comme f ′ ∈ L1, on obtient que la serie

∑ |Rn| est AC (absol-

ument convergente). La serie de terme general
∫ n+1
n f(t)dt est aussi AC car

f ∈ L1(R). On en deduit que la serie
∑

n f(n) est AC. On peut reprendre
sans difficulté le raisonnement pour etudier la serie des f(t+na): On etablit

d’abord que
∫ (n+1)a+t
na+t f(u)du = f(t+ na) +Rn(t) (t ∈ [0, a]), avec la majo-

ration |Rn(t)| ≤
∫ na+a
na |f(t+ u)| du ≤

∫ na+2a
na |f ′(u)| du =: Un. De la majo-

ration
∑
Un ≤ 2

∫
|f ′|, on deduit la convergence normale sur R de la série

de terme general Rn(t). Des majorations analogues pour
∫ (n+1)a+t
na+t f(t)dt

permettent de conclure à la convergence normale de la serie des f(t + na).
�

Lemme 3 La fonction F est à variation bornnée sur [0; a].

Preuve. Pour 0 = t0 ≤ t1 · · · ≤ tp ≤ tp+1 = a on verifie l’inégalité∑p
i=0 |F (ti+1)− F (ti)| ≤

∫
R
|f ′(t)|dt. Ceci démontre que V[0,a](F ) ≤

∫
R
|f ′|.

�

Lemme 4 Le devloppement en serie de Fourier de F (t) (qui est a-periodique)
s’écrit

∑
n∈Z

cn(F )en(t) avec cn(F ) = 1
a f̂

(
n
a

)
.

Preuve. On a
cn(F ) = 1

a

∫ a
0 e

−2iπ n
a

xF (x)dx

= 1
a

∑
k∈Z

∫ a
0 e

−2iπ n
a

xf(x− ka)dx (intervertion à l’aide de la C.U.)

= 1
a

∑
k∈Z

∫ (k+1)a
ka e−2iπ n

a
xf(x)dx = 1

a f̂(n
a )

�

Preuve du Th. 1: Comme F est à variation bornée sur [0; a] (et a-periodique),
sa serie de Fourier converge sur R (vers 1

2(F (x+) + F (x−))). La continuite
de F permet d’obtenir en outre la convergence uniforme sur R. �

Remarque 2 Une autre façon d’obtenir (23) est de partir de l’identité de
Jacobi:

∑

n∈Z

Gt(x+ na) =
1

a

∑

n∈Z

e−( 2πn
a )

2 t
2 en(x), (24)
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où Gt(x) := 1√
2πt
e−x2/(2t) (cette identité peut s’obtenir en developpant le

membre de gauche en serie de Fourier). Si on convole avec f on obtient :

(en ∗ f)(x) =

∫

R

en(x− y)f(y) dy = en(x)f̂
(n
a

)
.

Or Gt(•+ na) ? f = Gt ? f(• − na), donc de (24) on déduit

Gt ?
∑

n

f(x− na)
︸ ︷︷ ︸

F (x)

=
1

a

∫

n
e−( 2πn

a )
2 t

2︸ ︷︷ ︸
cn(t)

f̂(
n

a
)en(x). (25)

Puis on passe à la limite t → 0+: Gt ? F → F dans L∞ car F ∈ C0
b , et

cn(t)→ 1. La difficulté ici est de passer rigoureusement à la limite dans le
membe de droite de (25). Si on suppose que la série

∑
n |f̂(n

a )| converge,
alors la serie du membre de droite de (25) converge normalement et on
obtient (23) à la limite t→ 0+.

Formule de Shannon.
Nous allons donner une premiere façon de trouver la formule de Shan-

non en partant de la formule de Poisson (23). En remplaçant a par 1
a , le

changement n→ −n et le fait que f̌(−x) = f̂(x), on obtient

∑

n∈Z

f(t− n

a
) = a

∑

n∈Z

f̂(na) e2iπnat = a
∑

n∈Z

f̌(na) e−2iπnat

Appliquons cette dernière relation à f̂ et utilisons la formule de réciprocité
ˇ̂
f = f (valable par exemple pour f et f̂ dans L1(R)). On obtient donc, en
remplacant t par ξ:

∑

n∈Z

f̂(ξ − n

a
) = a

∑

n∈Z

f(na)e−2iπnaξ. (26)

(valable pour f , f̂ et (f̂)′ dans L1(R) par exemple). La formule (26) est la
version duale de (23).

Etant donné t ∈ R, on cherche à reconstuire le signal f(t) à partir
des valeurs échantillonnées f(na). On suppose que supp f̂ ⊂ [−λc;λc]
(λc > 0 est la ”fréquence de coupure”), et on note λech := 1

a (la fréquence
d’ehantillonnage).
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Multiplions (26) par R(ξ) = 1[− 1
2a

; 1
2a

](ξ): (on dit que R est une fonction

créneau, ou ”fenêtre”). Supposons de plus que λc <
1
2a = λech/2. Alors le

membre de gauche de (26) se réduit à f̂(ξ), et on a:

f̂(ξ) = a
∑

n∈Z

f(na)e−2iπnaξ1[− 1
2a

; 1
2a

], ∀ξ ∈ R.

On fait une transformée de Fourier inverse par rapport a la variable ξ. Le
membre de droit convergent uniformement sur |ξ| ≤ 1

2a , on peut faire la
transformation terme a terme. On remarque alors que

a (̌Re−2iπnaξ)(t) = a

∫ ξ=− 1
2a

ξ=− 1
2a

e2iπAξ dξ, A := t− na

= a

[
e2iπAξ

2iπA

]ξ=− 1
2a

ξ=− 1
2a

=
sin(π

aA)
π
aA

.

Finalement:

f(t) =
∑

n∈Z

f(na)
sin(π

a (t− na))
π
a (t− na) (27)

Théorème 2 (Formule de Shannon) Soit f telle que f̂ ∈ L2(R), et

suppf̂ ⊂
]
− 1

2a
;

1

2a

[
où a > 0.

Alors on la formule (27), ∀t ∈ R, et la serie converge uniformément sur R.

Preuve. Nous donnons une demonstration directe, qu’on retrouvera dans
[DW], Exercice 18.5 page 122. On rappelle que f̂ ∈ L2(R) ≡ f ∈ L2(R) et
qu’on a la formule de reciprocité (au sens de la limite dans L2(R): f(t) =

lim
A→+∞

∫ A

−A
e2iπλtf̂(λ)dλ. Dans notre cas f(t) =

∫ 1
2a

− 1
2a

e2iπλtf̂(λ)dλ. Develop-

pons alors en serie de fourier de periode T = 1
a sur l’intervalle I = [−T

2 ,
T
2 ].

Posons (f, g) := 1
T

∫ T
2

−T
2

f(t)g(t)dt, cn(f) := (en, f), et h(λ) := e−2iπλt. On
a:

f(t) =
1

a
(h, f̂ ) (28)

=
1

a

∑

n∈Z

cn(h)cn(f̂ 1I) (Parseval) (29)
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(avec serie absolument convergente car h et (f̂ 1I) sont dans L2(I)). Puis

cn(f̂ 1I) = a

∫ − 1
2a

− 1
2a

e−2iπnatf̂(t) dt

= a

∫

R

e2iπ(−na)tf̂(t) dt = af(−na). (Réciprocité)

D’autre part par un calcul direct on obtient cn(h) =
sin( π

a
(t+na))

π
a
(t+na) , ce qui

donne la formule cherchée (quitte à changer n en −n). La convergence
uniforme s’obtient en notant que

∑

n∈Z

|cn(h)cn(f̂ 1I)| ≤ (
∑

n∈Z

|cn(h)|2)1/2(
∑

n∈Z

|cn(h)|2)1/2

≤ ||h||L2(I) ||f̂ ||L2(I) ≤
√
I ||f̂ ||L2(I)

�

Exercice 1 Montrer sous les hypotheses precedentes que
∑

n∈Z
|f(na)|2 <

∞, et retrouver la convergence uniforme sur R.

Indication: utiliser que f et f ′ sont dans L2 par un raisonnement analogue
au lemme 2. On obtient alors la convergence uniforme par Cauchy-Schwartz.

Remarque 3 Si λech ≤ 2λc la formule (27) est fausse en général (l’échantil-
lonnage n’est pas assz fin). On pourra reprendre la premiere derivation
de la formule de Shannon afin de montrer, par exemple dans le cas où
supp(f̂) ⊂]− 1

2a ,
3
2a [, que

f(t) + f(t)e2iπ t
a =

∑

n∈Z

f(na)
sin(π

a (t− na))
π
a (t− na) (30)

Réferences:
[GW] Gasquet-Witomski.
[DW] Dalmasso-Witomski. (Exercices)
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