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1 Bases algébriques et bases topologiques(1.1) En dimension �nie, toute base algébrique d'un espae vetoriel E permet dereprésenter les veteurs de E, et de façon unique, omme une ombinaison linéairedes veteurs formant la base. On est, d'autre part, assuré de l'existene de es basesalgébriques. En dimension in�nie, on peut également montrer le théorème d'existene debases algébriques en utilisant le lemme de Zorn et l'on dispose don du même résultatde représentation : tout veteur de l'espae s'érit de façon unique omme ombinaisonlinéaire �nie de veteurs de la base. Mais si la dimension de l'espae est in�nie, les basesalgébriques sont généralement non dénombrables.On montre, omme appliation du théorème de Baire, le résultat suivant : Si (E, ‖ ‖) estun espae de Banah possédant une base (au sens algébrique) dénombrable, alors E est dedimension �nie. 1



Par exemple, sur l'espae P des polyn�mes en une variable à oe�ients réels, il n'y apas de norme omplète (En e�et P est la réunion dénombrable des ensembles Pk (ferméspour toute norme, ar de dimension �nie) formés des polyn�mes de degré k, k entier ≥ 0.Or haque Pk est d'intérieur vide, e qui interdit l'existene d'une norme omplète surl'espae vetoriel de polyn�mes, d'après le théorème de Baire.On remarque également qu'il n'est pas possible, en général (sauf exeption, omme parexemple dans le as de l'espae vetoriel des polyn�mes), d'expliiter des bases (au sensalgébrique) sous une forme onduisant à des aluls réalisables.Il est don préférable de hanger de point de vue, en onsidèrant des espaes vetorielsnormés et des systèmes de veteurs formant une base dans un sens topologique. La notionde base devient alors une notion d'analyse, qui néessite l'usage de passages à la limite(onvergene de séries). La représentation des veteurs sous forme de séries fait intervenirune in�nité de veteurs de base, mais dans le as des espaes normés séparables (i.e.possédant un sous-ensemble dénombrable dense), où nous allons nous plaer, la baseelle-même est une famille dénombrable, et il est souvent possible d'expliiter des basestopologiques permettant les aluls numériques.Cei nous onduit à préiser la notion même de base, à étudier leur (plus ou moins bonnes)propriétés et à poser le problème de leur existene. Existene et propriétés sont liées auxpropriétés géométriques des espaes normés envisagés.
• Quelques dé�nitions(1.2) Soit E, ‖ ‖) un espae vetoriel (sur R ou C) normé.Notons vect(ej , j ∈ J) l'espae vetoriel engendré par les veteurs d'une famille (ej)j∈J ,
J étant un ensemble d'indies, et vect(ej , j ∈ J) sa fermeture au sens de la norme ‖ ‖.Une famille (ei, i ∈ I), où I est ensemble d'indies, de veteurs de (E, ‖ ‖) est appeléebase topologique de (E, ‖ ‖), si les propriétés suivantes sont véri�ées :1) la famille est totale dans (E, ‖ ‖), i.e. tout veteur de E est limite en norme deombinaisons linéaires �nies de veteurs pris dans le système (ei) (on a don E =
vect(ej , j ∈ J)) ;2) le système (ei) est topologiquement libre : i.e. pour tout indie j ∈ I,

ej 6∈ vect(ei, i ∈ I, i 6∈ j).Contrairement aux bases algébriques, l'existene de bases topologiques n'est pas assurée.La raison en est que la réunion d'une famille roissante de systèmes topologiquement librespeut ne pas l'être, omme le montre l'exemple suivant :Dans (ℓ∞(N), ‖ ‖∞) onsidérons les veteurs : e0 = (1, 1, · · · , 1, · · ·), en = e0 +
(0, 0, · · · , 0, 1/n, 0, · · ·), n ≥ 1.Les familles (e0, · · · , en) sont libres, pour tout n ≥ 1, mais on a limn ‖en − e0‖ = 0.2



L'argument du lemme de Zorn appliqué à des systèmes libres ordonnés par inlusion, utilisépour onstruire les bases algébriques, ne s'applique don pas dans le adre topologique.En renforçant la notion de base topologique, on est onduit à la dé�nition suivante :(1.3) Dé�nition : Etant donné un espae vetoriel normé (E, ‖ ‖), on appelle base deShauder toute suite (ek)k≥1 de veteurs de E ayant la propriété suivante :pour tout veteur x ∈ E, il existe une suite unique de oe�ients (ak(x)) telle que
lim

n→∞
‖x−

n∑

1

ak(x)ek‖ = 0. (1)(1.4) Remarques :1) S'il existe dans (E, ‖ ‖) une base de Shauder, alors (E, ‖ ‖) est séparable.On notera que les espaes renontrés (dans les situations lassiques d'analyse) sont souventséparables. Mais il y a des exeptions. Par exemple l'espae des suites bornées muni de lanorme uniforme (ℓ∞(N), ‖ ‖∞) n'est pas séparable.2) L'ordre dans lequel sont énumérés les veteurs de la base doit être préisé. Enpartiulier, les systèmes de veteurs obtenus en permutant les veteurs d'une base deShauder ne forment plus néessairement une base de Shauder.3) L'uniité des oe�ients an(x), pour un veteur x donné, montre que les appliations
x→ an(x) dé�nissent des formes linéaires sur E.Cette uniité assure que l'on a les relations

an(ek) = δk,n, ∀n, k ≥ 1,où δk,n = 1, pour k = n, et = 0, pour k 6= n.A une base de Shauder on peut don assoier la suite des appliations linéaires (de rang�ni) Pn, n ≥ 1, dé�nies par
Pnx =

n∑

1

ak(x)ek.L'uniité des développements montre que les Pn forme une famille de projeteurs véri�ant :
Pm ◦ Pn = Pn ◦ Pm = Pn, si m ≥ n. (2)L'existene d'une base de Shauder est équivalente à la donnée d'une suite de sous-espaesde dimension �nie (En) et d'une suite de projeteurs (Pn), Pn : E → En véri�ant (2) ettels que

lim
n

‖x− Pnx‖ = 0, ∀x ∈ E.On peut supposer en e�et que dim(En+1) = dim(En) + 1 et il est possible de onstruirepar réurrene une suite de veteurs (ek)k≥1 telle que la famille (e1, · · · , en) soit une base3



de En telle que Pn(x) =
∑n

1 ak(x)ek. La famille (ek)k≥1 est alors une base de Shauder de
(E, ‖ ‖).Une base algébrique dans un espae de dimension �nie est évidement une base dans le sensde la dé�nition préédente. Les bases orthonormées dans les espaes de Hilbert formentune lasse partiulièrement importante de base de Shauder. Nous rappelerons le prinipede leur onstrution. Nous donnerons également d'autres exemples de bases de Shauderen dimension in�nie.Notons que le problème de l'existene d'une base de Shauder dans un espae de Banahséparable, posé depuis Banah, a été résolu par la négative en 1972 par En�o.2 Propriétés des bases de Shauder(2.1) Soit (E, ‖ ‖) un espae vetoriel normé. Dans la suite, nous dirons simplement basepour désigner une base de Shauder de l'espae. Soit (ek)k≥1 une base dans et espae.Pour haque x ∈ E, la suite (‖

∑n
1 ak(x)ek‖, n ≥ 1) est bornée, puisqu'elle onverge ennorme. Posons

|||x||| = sup
n≥1

‖
n∑

1

ak(x)ek‖ = lim
n

sup
1≤m≤n

‖Pmx‖. (3)Il est lair que |||.||| est une semi-norme sur E et la relation
‖x‖ = lim

n
‖

n∑

1

ak(x)ek‖implique l'inégalité
‖x‖ ≤ |||x|||, ∀x ∈ E,e qui assure que |||.||| est une norme.Montrons que les normes ‖ ‖ et ||| ||| sont équivalentes, si l'espae est omplet.(2.2) Proposition : Si (E, ‖ ‖) est un espae de Banah et (ek)k≥1 une base dans etespae, la norme ||| ||| dé�nie par (3) est équivalente à ‖ ‖ : il existe une onstante Ktelle que

‖
n∑

1

ak(x)ek‖ ≤ K‖x‖, ∀n ≥ 1.Preuve : D'après un orollaire du théorème de l'appliation ouverte, il su�t de montrerque ||| ||| est une norme d'espae de Banah. Soit (xk) une suite de Cauhy pour ettenorme ||| |||.Soit ε > 0. La ondition de Cauhy pour la norme ||| ||| implique qu'il existe K(ε) tel que
‖Pnxk − Pnxk′‖ ≤ ε, ∀k, k′ ≥ K(ε), ∀n ≥ 1. (4)4



Pour n �xé, la suite (Pnxk)k≥1 est de Cauhy et don onvergente. Soit yn la limite. Commeles appliations linéaires en dimension �nie sont ontinues, on a Pmxk = Pm(Pnxk) →
Pmyn, pour m ≤ n ; d'où Pmyn = ym, pour m ≤ n. On peut don érire yn sous la forme :
yn =

∑n
1 bkek.En passant à la limite en k′ dans (4), on obtient :

‖Pnxk − yn‖ ≤ ε, ∀n, ∀k ≥ K(ε). (5)La suite (yn) est également une suite de Cauhy. En e�et, pour un k �xé ≥ K(ε), pour net m assez grands, nous avons ‖Pnxk − Pmxk‖ < ε et don :
‖yn − ym‖ ≤ ‖yn − Pnxk‖ + ‖Pnxk − Pmxk‖ + ‖Pmxk − ym‖ ≤ 3ε.Posons x = limn yn =

∑∞
1 bkek. On a yn = Pnx. D'après (5), on obtient, pour tout n ettout k ≥ K(ε) :
‖Pnxk − Pnx‖ = ‖Pnxk − yn‖ ≤ ε;d'où : |||xk − x||| ≤ ε.Il en résulte que, pour un espae de Banah (E, ‖ ‖), la suite des projetions (Pn) estuniformément bornée : d'après la proposition, il existe K tel que

‖Pnx‖ ≤ K‖x‖, ∀n ≥ 1.Cei implique en partiulier qu'une base de Shauder dans un espae de Banah est unebase topologique.Une base est dite monotone si ‖Pn‖ = 1, ∀n ≥ 1 (la onstante K de la proposition (2.2)vaut 1).La proposition suivante donne une aratérisation des bases (de Shauder), utile dans lesexemples.(2.3) Proposition : Une suite (en)n≥1 de veteurs non nuls dans un espae de Banah
(E, ‖ ‖) est une base de Shauder si, et seulement si, les deux onditions suivantes sontvéri�ées :
i) il existe une onstante K telle que

‖
n∑

1

aiei‖ ≤ K ‖
m∑

1

aiei‖, ∀ les salaires ai, ∀n < m;

ii) vect({en, n ≥ 1}) = E.Preuve : Notons d'abord que la suite des normes (|||Pnx|||)n≥1 est roissante, d'après :
|||Pnx||| = sup

k
‖PkPnx‖ = sup

1≤k≤n
‖Pkx‖.5



Si (en) est une base, la proposition (2.2) implique, pour n ≤ m,
‖Pnx‖ = ‖PnPmx‖ ≤ |||Pmx||| ≤ K‖Pm‖.Inversement, la ondition i) implique que le sous-espae de E formé des veteurs x ayantun dévelopement donné par une série onvergente de la forme ∑

i aiei est fermé.Il ontient l'ensemble des ombinaisons linéaires �nies de veteurs ei qui est dense d'aprèsla ondition ii). Ce sous-espae oïnide don ave E.Propriété de dualité(2.4) Les appliations oordonnées e∗n : x ∈ E → an(x) ∈ C sont linéaires, ontinues,d'après la proposition (2.2), don dé�nissent des éléments du dual de (E, ‖ ‖). Le système
({en, e

∗
n})n≥0 est bi-orthogonal (i.e. e∗m(en) = δn,m).Si (E, ‖ ‖) est un espae ré�exif, le système (e∗n)n≥0 forme une base dans E∗, appelée baseduale de (en)n≥0.Tout élément φ ∈ E∗ peut s'érire φ =

∑
k φ(ek)e

∗
k, la onvergene de la série ayant lieupour la topologie faible :

|φ(x) − φ(
n∑

1

ak(x)ek)| = |φ(x) −
n∑

1

φ(ek)e
∗
k(x)| ≤ ‖x−

n∑

1

ak(x)ek‖ ‖φ‖ → 0.Nous allons maintenant donner des exemples de bases de Shauder, en ommençant parl'exemple le plus simple et le plus important, elui des bases hilbertiennes.
3 Bases hilbertiennes(3.1) Une propriété fondamentale des espaes de Hilbert (ou simplement pré-hilbertiens)est l'existene de bases hilbertiennes. Rappelons brièvement leurs propriétés et leuronstrution.Soit V un espae pré-hilbertien muni d'un produit salaire 〈 , 〉 et de la norme assoiéeau produit salaire.
• Orthogonalité et systèmes orthonormésDeux veteurs x, y de V sont dits orthogonaux si 〈x, y〉 = 0. Si V0 ⊂ V est une partiede V , on appelle orthogonal de V0 l'ensemble

V ⊥
0 = {y : 〈x, y〉 = 0, ∀x ∈ V0}.6



Il est lair que si V0 et V1 sont orthogonaux, on a V0

⋂
V1 = {0} et que V ⊥

0 est unsous-espae vetoriel fermé de V .(3.2) Dé�nitions : On dit qu'une famille (ui)i∈I de veteurs dans V forme un systèmeorthogonal si
〈ui, uj〉 = 0, ∀i 6= j.Si, de plus, la famille véri�e ‖ui‖ = 1, ∀i ∈ I, le système est dit orthonormé.(3.3) Lemme : (Pythagore !) Si (u1, · · · , un) est un système orthonormé �ni, pour tout

x =
∑n

1 αiui dans l'espae engendré, on a ‖x‖2 =
∑n

1 |αi|2 et αi = 〈x, ui〉.Preuve : Développer le arré de la norme de x.Une onséquene de e lemme élémentaire est qu'un système orthonormé est une famillelibre : si (ui)i∈I est une famille orthonormée, toute relation de la forme ∑
i∈J ciui = 0,pour un sous-ensemble �ni J de I et des salaires ci dans C implique ci = 0.(3.4) Lemme : Si (ui, · · · , un) est une famille orthonormée dans V , pour tout x dans V ,on a, ∀λ1, · · · , λn ∈ C,

‖x−
n∑

1

λiui‖2 = ‖x−
n∑

1

〈x, ui〉ui‖2 +

n∑

1

|λi − 〈x, ui〉|2,

‖x−
n∑

1

〈x, ui〉ui‖ ≤ ‖x−
n∑

1

λiui‖,et en partiulier (λ1 = · · · = λn = 0)
‖x‖2 = ‖x−

n∑

1

〈x, ui〉ui‖2 +
n∑

1

|〈x, ui〉|2,Preuve : Le veteur x−∑n
1 〈x, ui〉ui est orthogonal à uj pour j = 1, · · · , n. Cei implique :

‖x−
n∑

1

λiui‖2 = ‖x−
n∑

1

〈x, ui〉ui‖2 + ‖
n∑

1

(λi − 〈x, ui〉)ui‖2

= ‖x−
n∑

1

〈x, ui〉ui‖2 +
n∑

1

|λi − 〈x, ui〉|2,

≥ ‖x−
n∑

1

〈x, ui〉ui‖2.La déomposition de x en sa projetion orthogonale sur V ec(u1, · · · , un) et un veteurorthogonal à V ec(u1, · · · , un) est donnée par
x =

n∑

1

〈x, uk〉uk + (x−
n∑

1

〈x, uk〉uk.).7



(3.5) Lemme (Inégalité de Bessel) : Si (ui)i∈I est un système orthonormé quelonque(�ni ou in�ni) dans un espae pré-hilbertien (V, 〈, 〉), on a, pour tout x dans V :
∑

i

|〈x, ui〉|2 ≤ ‖x‖2.Preuve : Il su�t de démontrer pour tout système �ni d'indies J ⊂ I l'inégalité :
‖x‖2 ≥

∑

i∈J

|〈x, ui〉|2.Cette inégalité résulte du lemme préédent.(3.6) Théorème : (aratérisation des bases orthonormées) Soit S = (ui)i∈I un systèmeorthonormé. Les onditions suivantes sont équivalentes :(1) (ui) est un système orthonormé maximal dans V ,(2) l'espae vetoriel W engendré par les ombinaisons linéaires �nies des veteurs ui estdense dans V ,(3) pour tout x ∈ V , on a ‖x‖2 =
∑

i |〈x, ui〉|2, (∗)(4) pour tous x, y ∈ V , on a 〈x, y〉 =
∑

i〈x, ui〉〈y, ui〉.Preuve : La relation (∗) est appelée égalité de Parseval. La ondition "S maximal"signi�e que l'on ne peut étendre stritement S en un système orthonormé plus grand que
S : il n'existe pas de veteur non nul orthogonal à tous les veteurs ui de S.Montrons l'équivalene des quatre onditions.(1) ⇒ (2) : Si la fermetureW est di�érente de V , il existe un veteur y non nul orthogonalà W , don aux ui et le système S n'est pas maximal.(2) ⇒ (3) : Soit x quelonque dans V . Si W est dense dans V ,

∀ε > 0, ∃J �ni ⊂ I et des salaires (λi)i∈J tels que ‖x−
∑

J

λiui‖ ≤ ε.D'après le lemme 3.4, ei implique
‖x−

∑

J

〈x, ui〉ui‖ ≤ ε.Mais on a :
‖x‖2 = ‖

∑

i∈J

〈x, ui〉ui‖2 + ‖x−
∑

i∈J

〈x, ui〉ui‖2 ≤
∑

i∈J

|〈x, ui〉|2 + ε2,d'où :
‖x‖2 ≤

∑

i

|〈x, ui〉|2 + ε2 ≤ ‖x‖2 + ε2,e qui entraîne l'égalité, ε étant arbitraire.(3) ⇔ (4) : par "bilinéarisation" de l'égalité de Parseval.(3)⇒(1) : Montrons que, sous la ondition (4), le système S est maximal. Soit y orthogonalaux veteurs ui du système. D'après (3), on a : ‖y‖2 =
∑

|〈y, ui〉|2 = 0.8



Dé�nition : Une famille S = (ui)i∈I dans un espae de Hilbert (V, 〈, 〉) véri�ant lesonditions équivalentes du théorème est appelée base orthonormée dans V .
• Existene de bases orthonorméesPlaçons-nous dans le as séparable.(3.7) Théorème : Tout espae de Hilbert séparable ontient une famille (�nie oudénombrable) formant une base orthonormée.Preuve : La démonstration repose sur le proédé d'orthonormalisation de Gram-Shmidt.Soit (xn) une famille dénombrable dans V , dont les ombinaisons linéaires sont denses.Nous allons e�etuer la onstrution par réurrene d'une base orthonormée (un) à partirde (xn).Partons de x1. Si x1 6= 0, soit v1 = x1 et u1 = v1

‖v1‖
, le système {u1} est orthonormé.Si x2 et u1 sont indépendants, posons v2 = x2 − 〈x2, u1〉u1. Il est lair que l'indépendanede x2 et de u1 implique ‖v2‖ 6= 0. On peut don dé�nir u2 par u2 = v2

‖v2‖
. Le système

{u1, u2} est orthonormé.A haque étape, on soustrait du nouveau veteur sa projetion sur le sous-espae engendrépar les veteurs préédents et on normalise le résultat.A l'étape n, supposons onstruit le système {u1, · · · , un−1}. Soit xn′ , pour un indie n′ ≥ n,le premier veteur de la suite (xk) à partir du rang n, tel que xn′ soit indépendant de
{u1, · · · , un−1}. (Si e veteur n'existe pas, la onstrution s'arrête au rang n− 1). Posons

vn = xn′ −
n−1∑

1

〈xn′ , uk〉uk.On note que vn est non nul, d'après l'indépendane de xn′ , u1, · · · , un−1. On peut dé�nir
un = vn

‖vn‖
.On a ainsi onstruit à l'étape n un système {u1, · · · , un} orthonormé. Soit S =

{u1, · · · , uk, · · ·} qui est un système �ni ou in�ni dénombrable, orthonormé d'après equi préède. Il est lair que tout veteur de la famille (xk) est une ombinaison linéaire�nie de veteurs uk et réiproquement.Les deux familles (xn) et (un) engendrent don le même sous-espae de ombinaisonslinéaires �nies dans V , sous-espae dense d'après l'hypothèse sur le système (xk). Lesystème S véri�e bien la ondition (2) du théorème. C'est une base orthonormée.Exerie : Soit g une fontion dans L2(R). On suppose que g n'est pas égale presquepartout à une fontion ontinue. Soit V0 le sous-espae de L2(R) orthogonal à g.9



Montrer qu'on peut onstruire une base orthonormée de V0 formée de fontions ontinues àsupport ompat, mais que ette base ne peut pas être omplétée en une base orthonorméede L2(R) formée de fontions ontinues.Le théorème préédent assure l'existene de bases orthonormées dans un espae préhilber-tien et fournit un proédé pour en onstruire à partir d'un système total. Dans les exemplesonrets, en partiulier dans des espaes hilbertiens de fontions, il est souhaitable d'avoirdes exemples expliites de bases. Donnons quelques exemples.Exemples :1) Dans ℓ2(N), soit un = (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · ·), l'élément dont le terme d'indie n seul estnon nul et égal à 1. On obtient ainsi la base anonique qui forme une base orthonorméedans ℓ2.2) Les exponentielles en : x → exp(2πinx), n ∈ Z, forment une base orthonormée de
L2(T1). (On peut utiliser les noyaux de Fejer, qui sont des noyaux de onvolution formantune identité approhée, pour prouver e résultat).3) Il en résulte que (en1[0,1[, n ∈ Z) forme une base orthonormée de l'espae L2([0, 1[)(l'intervalle [0, 1[ étant muni de la mesure de Lebesgue).4) Cei fournit un proédé pour onstruire des bases orthonormées de L2(R) : on ommenepar "loaliser" les fontions (multipliation par une "fenêtre"), puis on e�etue une analysede Fourier loale. La famille (en1[n,n+1[, n, k ∈ Z) est une base orthonormée de L2(R).Néanmoins, si la onstrution est simple, elle présente plusieurs inonvénients. En parti-ulier les bases de Fourier dans Lp(T) ne sont pas inonditionnelles, pour p 6= 2. L'inon-ditionnalité est une propriété importante que possèdent les bases orthonormées dans lesespaes de Hilbert et que nous allons étudier plus loin. On est ainsi amené à herher demeilleures bases de L2(R), qui soient également de bonnes bases de Lp(R) et des espaesfontionnels usuels. Les bases d'ondelettes introduites depuis une dizaine d'années dansleur version atuelle répondent à ette exigene. La base de Haar est un exemple prototyped'une bonne base.4 Autres exemples de bases de Shauder(4.1) Dans l'espae (ℓ0(N), ‖ ‖∞) des suites tendant vers 0 à l'in�ni muni de la normeuniforme, la suite des veteurs (en)n≥1, où en(k) = δn,k, k ≥ 1, forme une base de Shauder.De plus ette base est normalisée (les veteurs de la base sont de norme 1) et monotone(la onstante K de la proposition (2.2) vaut 1).On a une propriété analogue dans ℓp(N), 1 ≤ p <∞.Dans l'espae c(N) des suites onvergentes muni de la norme uniforme, on obtient unebase de Shauder en rajoutant au système (en) préédent, le veteur (noté e0) qui est lasuite identiquement égale à 1 (e0(k) = 1, ∀k ≥ 1).10



De même, il est lair que la base anonique de ℓp(N) est une base monotone.
• Base de Haar(4.2) On onsidère les fontions dé�nies sur l'intervalle [0, 1] de la façon suivante.Soit χ0(t) = 1. Pour n = 2k + ℓ, ave k = 0, 1, 2, ..., ℓ = 0, ..., 2k − 1, on pose :

χn(t) =





1, pour t ∈ [ℓ2−k, ℓ2−k + 2−(k+1)[,
−1, pour t ∈ [ℓ2−k + 2−(k+1), (ℓ+ 1)2−k[,

0, ailleurs.Les ombinaisons linéaires des fontions χn engendrent les indiatries des intervallesdyadiques [ℓ2−k, (ℓ + 1)2−k[. Ce système est don total dans Lp([0, 1]), 1 ≤ p < ∞.Montrons qu'on a, 1 ≤ p ≤ ∞ :
‖

n∑

i=1

aiχi‖p ≤ ‖
m∑

i=1

aiχi‖p, pour 1 ≤ n ≤ m. (6)(La onstante K de base de Shauder est don égale à 1, la base est monotone).Soient f(t) =
∑n

i=1 aiχi(t), g(t) =
∑n+1

i=1 aiχi(t). Ces fontions ne di�érent que sur unintervalle dyadique, sur lequel f a une valeur onstante notée b. La fontion g est égalesur la première moitié de et intervalle à b+an+1 et sur la deuxième moitié égale à b−an+1.L'inégalité
2|b|p ≤ |b+ an+1|p + |b− an+1|p, pour 1 ≤ p <∞, (7)implique le résultat : ‖f‖p ≤ ‖g‖p.Pour la norme du sup, l'inégalité (7) devient :

|b| ≤ sup(|b− an+1|, |b− an+1|. (8)Les inégalités (7) et (8) impliquent (6) et don la propriété de base monotone pour lesystème (χn).La base de Haar est obtenue en normalisant les fontions χn. Posons hn = 2−k/2χn, pour
n = 2k + ℓ, ave k = 0, 1, 2, ..., ℓ = 0, ..., 2k − 1.Le système orthonormal ainsi onstruit, omme le système (χn), véri�e la propriété debase monotone : le système de Haar est une base monotone (pour la norme uniforme) del'espae des fontions qu'il engendre au sens de la onvergene uniforme (i.e. l'espae formédes fontions qui sont des limites uniformes de ombinaisons linéaires �nies des (hn). Onvéri�era que et espae est l'espae des fontions réglées sur [0, 1]. En partiulier, toutefontion ontinue sur [0, 1] est limite uniforme d'une série donnant son développementdans le système de Haar. Comme il s'agit d'un système orthonormal, les oe�ients dudéveloppement d'une fontion f sont les produits salaires de f ave les éléments de labase.Ce résultat ontraste ave le fait qu'il existe des fontions ontinues qui ne sont pas limitepontuelle de leur série de Fourier et a été à l'origine de l'introdution par Haar de lafamille de fontions qui porte son nom vers 1905.11



• Base de Shauder (ou de Faber)(4.3) Les fontions du système de Haar ont l'inonvénient d'être disontinues. Parintégration de es fontions, on obtient les fontions (ontinues, linéaires par moreaux)notées (φn), qui forment e que l'on appelle le système de Shauder (d'où le nom généralde base de Shauder) également introduit par Faber. Ces fontions ne forment plus unsystème orthogonal, mais on peut orthonormaliser le système par le proédé de Shmidt.(4.4) Proposition : Le système de Shauder (φn) est une base monotone (i.e K = 1) de
C[0, 1].Preuve : Les ombinaisons linéaires des fontions φn sont les fontions ontinues linéairespar moreaux sur [0, 1], dont les hangements de pente ont lieu en des points dyadiques.Pour tout n, l'intervalle sur lequel φn+1 est non nul est tel que les fontions φi, pour
1 ≤ i ≤ n sont linéaires. Une somme de la forme ∑n

i=1 aiφi, restreinte à et intervalle,atteint alors la borne supérieure de sa valeur absolue au bord de l'intervalle, là où φn+1s'annule, et don on a bien :
‖

n∑

i=1

aiφi‖∞ ≤ ‖
n+1∑

i=1

aiφi‖∞.5 Bases de Haar généralisées
• Une onstrution générale(5.1) On onsidère un ensemble X. Rappelons qu'il existe un ordre sur l'ensemble despartitions de X : étant données deux partitions P et P ′, on dit que P ′ est plus �ne que
P, si les atomes de P sont réunions d'atomes de P ′. En d'autres termes, la partition P ′est obtenue en déoupant les atomes (ou éléments) formant la partition P. Cei dé�nitun ordre sur l'espae des partitions.Considérons maintenant une suite roissante (Pn) de partitions �nies de X. Nous suppo-sons que : P0 = {X} et Pn+1 est obtenue à partir de Pn en "redéoupant" un atome de
Pn en deux atomes non vides.La partitionPn est don formée de n+1 atomes non-vides. Notons Vn l'espae de dimension
n + 1 formé des fontions à valeurs réelles qui sont onstantes sur haque atome de Pn.Considérons la suite (φn) de fontions surX telle que, φ0 = 1 sur X et φn+1 = 1A1

−1A2
, ennotant A l'atome de Pn redéoupé en deux atomes A1 et A2 de Pn+1 dans la onstrutionde Pn+1 à partir de Pn.Montrons par réurrene que, pour haque n ≥ 1, la famille {φ0, ..., φn} forme une basede Vn. Soit A l'atome de Pn redéoupé en deux atomes A1 et A2. On a 1A =

∑n
0 αjφj ,par l'hypothèse de réurrene et

1A1
=

1

2
(1A + φn+1), 1A2

=
1

2
(1A − φn+1).12



• Propriété de base monotoneLe système (φn) possède la propriété de "base monotone" exprimée dans le lemme suivant :5.2 Lemme : ∀n ≥ 1, pour tous réels a0, ..., an, an+1, on a :
‖

n∑

0

ajφj‖∞ ≤ ‖
n+1∑

0

ajφj‖∞.Preuve : Notons ψn et ψn+1 les deux fontions �gurant respetivement à gauhe et à droite.Ces fontions di�èrent uniquement sur le support de φn+1 qui est l'atome A redéoupédans le passage de Pn à Pn+1. Sur A, ψn a une valeur onstante α, tandis que ψn+1 prendles valeurs α + an+1, α− an+1. On a bien |α| ≤ sup(|α+ an+1|, |α− an+1|).Notons W l'espae des fontions à valeurs réelles sur X qui sont limites uniformes desuites de fontions appartenant à ⋃
n Vn. Une fontion f est don dans W si, pour tout

ε > 0, il existe n et une fontion g "Pn-mesurable" (i.e. onstante sur les atomes de lapartition �nie Pn) telle que ‖f − g‖∞ < ε.5.3 Théorème : Toute fontion dans W est la somme d'une série uniformémentonvergente de la forme ∑∞
0 ajφj.Ce résultat est la onséquene d'un thèorème général pour les bases monotones dans unespae de Banah.5.4 Théorème : Soit (B, ‖ ‖) un espae de Banah. Soit (φj) une suite dans B de veteursnon nuls dont les ombinaisons linéaires sont denses dans B et véri�ant la ondition (debase monotone) :

‖
n∑

0

ajφj‖ ≤ ‖
m∑

0

ajφj‖, ∀n,m, 1 ≤ n < m. (9)Alors tout veteur f dans B est la somme d'une série onvergente dans (B, ‖ ‖) de laforme f =
∑∞

0 ajφj.Preuve : Il su�t de montrer que le sous-espae B0 formé des veteurs f de la forme
f =

∑∞
j=0 ajφj , ave onvergene en norme dans (B, ‖ ‖) est fermé dans B.Soit (fk) dans B0 (ave fk =

∑∞
j=0 a

k
jφj) une suite onvergeant vers un veteur f de B :

limk ‖fk − f‖ = 0.D'après la ondition (9) et la onvergene en norme, on a :
‖

n∑

j=0

(ak
j − ak′

j )φj‖ ≤ ‖
∞∑

j=0

(ak
j − ak′

j )φj‖ ≤ ‖fk − fk′‖. (10)Pour tout n �xé, la suite (
∑n

j=0 a
k
jφj)k≥1 est don de Cauhy et onverge dans (B, ‖ ‖).Comme (φ0, ...φn) forme une base de l'espae Vn engendré de dimension n + 1, par13



équivalene des normes en dimension �nie, les suites (ak
j ) des oe�ients sont onvergentespour haque k. Notons aj = limk a

k
j . Il reste à montrer que limn ‖f −

∑n
0 ajφj‖ = 0.Soient ε > 0 et L(ε) tel que ‖fk − fk′‖ < ε, ∀k, k′ ≥ L(ε). D'après (10), on a, pour tout

n :
‖

n∑

j=0

ak
jφj −

n∑

j=0

ak′

j φj‖ ≤ ε, ∀k, k′ ≥ L(ε);d'où :
‖

n∑

j=0

ak
jφj −

n∑

j=0

ajφj‖ ≤ ε, ∀k ≥ L(ε).Par l'inégalité triangulaire, on obtient, en �xant un k ≥ L(ε) :
‖

n∑

j=0

ajφj − f‖

≤ ‖
n∑

j=0

ajφj −
n∑

j=0

ak
jφj‖ + ‖

n∑

j=0

ak
jφj − fk‖ + ‖fk − f‖

≤ ε+ ‖
n∑

j=0

ak
jφj − fk‖ + ε.Le majorant est ≤ 3ε, pour n assez grand.Remarque : Le résultat reste véri�é si la ondition (9) est remplaée par : il existe uneonstante K telle que

‖
n∑

0

ajφj‖ ≤ K‖
m∑

0

ajφj‖, ∀n,m, 1 ≤ n < m.

• Exemple : la base de HaarIl est lair que le système des fontions (χn) onstruite en (4.2) est un as partiulier dela onstrution dérite plus haut.
• Lien ave les martingales(5.5) Revenons à la onstrution générale dérite au début du paragraphe. Supposonsdonnée sur l'espae X une struture d'espae probabilisé, i.e. une tribu A et une mesurede probabilité sur A. Les atomes des partitions Pn onstruites par "déoupage" sontsupposés A-mesurables et de µ-mesure non nulle. On peut alors ontruire un systèmemonotone qui soit en même temps orthonormalisé pour la mesure µ.14



Pour ela, il su�t de modi�er onvenablement la onstrution des fontions φn. Enreprenant les notation du début, à haque étape, si A est l'atome de Pn oupé en deuxatomes A1 et A2 de Pn+1, on pose
ψn+1 = (µ(A1))

−11A1
− (µ(A2))

−11A2
.Les fontions ψn forment un système orthogonal dans L2(X,A, µ). Chaque ψn est denorme non nulle et on peut normaliser le système (ψn) pour obtenir un système (hn)orthonormal dans L2(X,A, µ).Notons enore Pn la tribu (�nie) engendrée par les atomes de la partition Pn et soit P∞la sous-tribu de A engendré par l'algèbre (au sens ensembliste) formée de la famille desensembles Pn mesurables, pour un n ≥ 0.On véri�e que l'espérane onditionnelle par rapport à Pn s'érit :

E(f |Pn) =
n∑

k=0

〈hk, f〉 hk.D'après la théorie des martingales, on a, au sens L1(µ) et µ-presque partout :
lim

n

n∑

k=0

〈hk, f〉 hk = lim
n

E(f |Pn) = E(f |P∞).En partiulier, si P∞ = A, on obtient, au sens L1(µ) et µ-presque partout :
f = lim

n

n∑

k=0

〈hk, f〉 hk.La base de Haar onstruite sur [0, 1] véri�e en partiulier ette propriété. Elle fournit donune base orthonormée de L2([0, 1]) (pour la mesure de Lebesgue uniforme sur [0, 1]), pourlaquelle il y a onvergene presque-partout.6 Bases inonditionnellesLes bases orthonormées dans les espaes de Hilbert ont des propriétés remarquables. Parexemple, si (ek) est une base orthonormée dans un espae de Hilbert,- la onvergene de la série ∑
k αkek ne dépend que de la suite des modules (|αk|)k≥1 ;- la onvergene de la série reste inhangée si l'on permute l'ordre des éléments de la base.On aimerait étendre e type propriété en dehors du adre hilbertien orthonormé. Intro-duisons pour ela la notion de onvergene inonditionnelle.

15



(6.1) Proposition : Pour une suite de veteurs (yn) dans un espae de Banah (E, ‖ ‖),les onditions suivantes sont équivalentes :
i) la série ∑

n yπ(n) onverge, pour toute permutation π des entiers,
ii) la série ∑

i yni
onverge, pour toute sous-suite roissante n1 < n2 < n3 < · · ·,

iii) la série ∑
n θnyn onverge, pour tout hoix des signes θn = ±1,

iv) ∀ε > 0, il existe n tel que ‖
∑

i∈I yi‖ < ε, pour tout ensemble �ni d'indies I tel que
inf(i ∈ I) > n.Preuve : L'équivalene entre ii) et iii) est évidente.Supposons qu'on ait iv). Les sommes partielles dans i) et ii) véri�ent le ritère de Cauhy,et don onvergent. Ainsi, iv) implique i) et ii).Supposons maintenant que iv) ne soit pas véri�ée. Il existe alors ε > 0 et des ensembles�nis In, n = 1, 2, 3, · · ·, tels que qn = sup(i, i ∈ I) < pn+1 = inf(i, i ∈ In+1) et
‖∑

i∈In
yi‖ ≥ ε, ∀n. La réunion I = ∪In est une suite in�nie d'entiers telle que ∑

i∈I yi neonverge pas, e qui ontredit ii).En�n, si π est une permutation d'entiers qui, pour tout n ≥ 1, applique l'intervalle
{i : pn ≤ i ≤ qn} sur lui-même, de façon que π−1(In) = {pn, pn + 1, · · · , pn + kn}, où
kn = Card(In), alors ∑

i yπ(i) ne onverge pas, e qui ontredit i).Dé�nition : Sous les onditions équivalentes du théorème, on dit que la série ∑
yn estinonditionnellement onvergente. On montre qu'alors la somme ∑

yπ(n) ne dépendpas alors de la permutation π.On pourra montrer en exerie le résultat suivant :Si ∑
yn est une série inonditionnellement onvergente, l'appliation de {−1, 1}N (munide la topologie produit) dans E, dé�nie par

θ = (θn) ∈ {−1, 1}N →
∑

θnynest ontinue et d'image ompate pour la norme uniforme.Si la série des normes ∑
‖yn‖ onverge, on dit que la série ∑

yn absolument onver-gente (on dit aussi que la série est normalement onvergente). Dans un espae deBanah, ette propriété implique la onvergene. C'est une propriété plus forte que laonvergene inonditionnelle.En dimension �nie, la onvergene inonditionnelle et la onvergene absolue sont équi-valentes. Par ontre, en dimension in�nie il existe des séries qui onvergent inondition-nellement, mais non absolument. 16



Dé�nition : On dit qu'une base (de Shauder) (en)n≥1 d'un espae normé (E, ‖ ‖) estune base inonditionnelle, si, pour tout x ∈ E, son développement dans la base (en),donné par la série ∑
n anen onverge inonditionnellement. La proposition suivante donnedi�érentes formes équivalentes à l'inonditionnalité pour une base.(6.2) Proposition : Pour une base (de Shauder) (en) dans un espae de Banah (E, ‖ ‖),les onditions suivantes sont équivalentes :

i) la famille (eπ(n)) est une base, pour toute permutation π des entiers ;
ii) pour toute série ∑

n anen onvergente, la série ∑
n bnen onverge, pour toute suite (bn)telle que |bn| ≤ |an|.

iii) pour toute série ∑
n anen onvergente, la série la série ∑

n θnanen onverge, pour touthoix des signes θn = ±1.Preuve : Soit (en) est une base de Shauder dans un espae de Banah. Nous savons que,pour tout sous-ensemble �ni d'entiers I, on dé�nit un projeteur ontinu PI en posant :
PI(

∑

n

anen) =
∑

n∈I

anen.Si (en) est une base inonditionnelle, alors la ondition ii) et le théorème du graphe ferméimpliquent que, pour tout sous-ensemble d'entiers I, PI(
∑

n anen) =
∑

n∈I anen dé�nitenore un projeteur ontinu.On montre de même que, pour tout hoix θ = (θn) de signes, l'appliation
Mθ :

∑

n

anen →
∑

n

θnanendé�nit une appliation linéaire ontinue Mθ. En appliquant le théorème de Banah-Steinhaus, on obtient :
sup

θ
‖Mθ‖ = K <∞.En�n, montrons qu'il existe une onstante K telle que, pour toute suite de salaires (λn),on a :

‖
∑

λnanen‖ ≤ K sup
n

|λn|‖
∑

n

anen‖.En e�et, supposons les salaires réels. Soit y =
∑
λnanen une somme �nie. Par lethéorème de Hahn-Banah, il existe une forme linéaire ontinue φ de norme 1 telle que

‖y‖ = φ(y) =
∑
λnanφ(en). Soit θn = sgn(anφ(en)). On a :

‖
∑

n

λnanen‖ ≤
∑

n

|λn||anφ(en)| ≤ (sup
n

|λn|)
∑

n

θnanφ(en)

= (sup
n

|λn|)φ(Mθ(
∑

n

anen)) ≤ (sup
n

|λn|)‖Mθ(
∑

n

anen)‖

≤ (sup
n

|λn|)K‖
∑

n

anen‖.17



Cette majoration s'étend des ombinaisons �nies aux séries onvergentes. On a ainsimontré que si |bn| ≤ |an|, ∀n ≥ 1, et si ∑ anen onverge, alors ∑
bnen onverge, puisqu'ellevéri�e, par la majoration préédente, le ritère de Cauhy.Exerie : Montrer que si (E, ‖ ‖) est un espae ré�exif, la base duale de toute baseinonditionnelle de (E, ‖ ‖) est elle-même inonditionnelle.Dans le as d'un espae de Hilbert (V, 〈, 〉), il est lair que toute base orthonorméeest inonditionnelle. La propriété suivante, plus faible que l'orthogonalité, assure enorel'inonditionalité.Dé�nition : Le système (en)n≥1 forme une base de Riesz dans (V, 〈, 〉), si les ombinai-sons linéaires d'éléments du système (en) sont denses dans V et s'il existe une onstante

C > 0 telle que l'on ait, pour toute suite �nie (cn) :
1

C

∑

n

|cn|2 ≤ ‖
∑

n

cnen‖2 ≤ C
∑

n

|cn|2.

7 Critères d'inonditionnalité dans les LpFontions de Rademaher :Erivons x ∈ [0, 1[ en base 2, x =
∑∞

n=0 2−nxn. La fontions de Rademaher d'ordre n estdé�nie par Rn(x) = 2xn − 1, ou de façon équivalente, par Rn(x) = sign(sin(2nx)).La famille (Rn), n ≥ 1 onstitue un sytème de fontions orthonormé sur [0, 1[, formé defontions en esalier, Rn étant onstante sur les intervalles dyadiques d'ordre n (i.e. de laforme [k2−n, (k + 1)2−n].Cette famille n'est pas totale dans L2([0, 1]). Nous verrons que le sous-espae fermé Rengendré par les Rn dans L2([0, 1]) a la propriété remarquable que les fontions dans Rsont dans Lp([0, 1]), pour tout p ∈ [1,∞[, et que les normes ‖ ‖p sur R sont équivalentesentre elles, pour p > 1.La onstrution préédente s'interprète bien du point de vue probabiliste. Le odageen base 2 permet d'établir une orrespondane entre les espaes Ω = {0, 1}N et [0, 1[.A une suite ω = (ω1, ..., ωn, ...) élément de Ω, on fait orrespondre le réel φ(ω) =∑∞
1 ωn2

−n. L'appliation φ est borélienne et binunivoque, si l'on prive Ω de l'ensembledénombrable formé des suites se terminant par des "1" (les nombres dyadiques ontdeux développements). Elle transporte la mesure produit (1
2
, 1

2
)N sur la mesure deLebesgue uniforme sur [0, 1]. Notons Yn les appliations oordonnées sur Ω. La familledes variables aléatoires (Xn)n≥1 dé�nies par Xn = 2Yn − 1 est formée de v.a. indépendan-tes, identiquement distribuées et entrées. Les omposées Rn ◦ φ s'identi�ent aux Xn.Ainsi, les fontions Rn peuvent être vues omme des variables aléatoires indépendantes demême loi et entrées. (Cei implique en partiulier qu'elles sont deux à deux orthogonales.)18



Avant d'établir les inégalités de Khinthin, rappelons deux lemmes sur les normes ‖ ‖p.(7.1) Lemme : La fontion p→ log(

∫ 1

0

|f |p dx) est onvexe pour p > 0.Preuve : Soient α, β > 0 tels que α + β = 1 et p1 ≤ p2. L'inégalité de Hölder (appliquéeaux fontions |f |αp1 et |f |βp2 et aux exposants onjugués 1
α
, 1

β
) donne :

∫ 1

0

|f |αp1+βp2 dx ≤ (

∫ 1

0

|f |p1 dx)α(

∫ 1

0

|f |p2 dx)β .On notera que sur [0, 1] on a les inlusions évidentes Lp([0, 1]) ⊂ L2([0, 1]), pour p ≥ 2.La norme ‖ ‖p alulée sur [0, 1] est, d'autre part, une fontion roissante de p :(7.2) Lemme : Si f est une fontion mesurable sur [0, 1], ou plus généralement sur unespae muni d'une mesure de probabilité :
‖f‖p1

≤ ‖f‖p2
≤ ∞, ∀1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞.Preuve : En posant α = p2/p1 et en prenant β tel que 1/α+ 1/β = 1, on obtient :

∫ 1

0

|f |p1 1 dx ≤ (

∫ 1

0

(|f |p1)α dx)1/α (

∫ 1

0

1β dx)1/β ≤ (

∫ 1

0

|f |p2 dx)p1/p2 .

(7.3) Proposition (Inégalités de Khinhin) : Soit (Rn)n≥1 la suite des fontions deRademaher. Pour tout p, 1 ≤ p < ∞, il existe des onstantes Ap > 0 et Bp telles que,pour toute suite �nie (an) de réels, on ait :
Ap(

∑

i

a2
i )

p/2 ≤ ‖
∑

i

aiRi‖p
p ≤ Bp(

∑

i

a2
i )

p/2.Pour p = 2r ≥ 2 entier pair, on peut prendre pour B2r la onstante B2r =
(2r)!

2rr!
.Preuve : 1) Considérons d'abord le as p ≥ 2. D'après l'inlusion Lp[0, 1] ⊂ L2[0, 1] etl'inégalité ‖f‖2 ≤ ‖f‖p, il su�t de démontrer la deuxième majoration. Comme la norme

‖ ‖p est une fontion roissante de p ≥ 1, on peut supposer que p est un entier pair :
p = 2r, où r est un entier ≥ 1.Faisons l'hypothèse de réurrene que, pour tous les entiers ℓ tels que 1 ≤ ℓ ≤ r, l'inégalité
‖

∑n−1
i=1 aiRi‖ℓ

ℓ ≤ B2ℓ(
∑

i a
2
i )

ℓ est véri�ée, pour toutes les suites (ai) de longueur n − 1,ave B2ℓ = (2ℓ)!
2ℓℓ!

.Posons Sn(t) =
∑n

1 akRk(t). On obtient, par la formule du bin�me :
∫

(Sn)2r dt =

∫
(Sn−1 + anRn)2r dt =

2r∑

j=0

Cj
2ra

2r−j
n

∫
(Sn−1(t))

jRn(t)2r−j dt.19



La propriété d'indépendane entre Sn−1 et Rn implique que les intégrales dans la sommesont égales au produit des intégrales (
∫

(Sn−1(t))
j dt) (

∫
Rn(t)2r−j dt) et don nulles,sauf pour j pair. Pour une valeur paire de j, j = 2ℓ, on a Rn(t)2r−2ℓ = 1 et l'intégrale∫

Rn(t)2r−2ℓ dt est égale à 1. On a don, en utilisant l'hypothèse de réurrene :
∫

(Sn)2r dt =
r∑

ℓ=0

C2ℓ
2ra

2r−2ℓ
n (

∫
(Sn−1(t))

2ℓ dt)

≤
r∑

0

C2ℓ
2rB2ℓ(

n−1∑

1

a2
i )

ℓ(a2
n)r−ℓ

≤ B2r

r∑

0

Cℓ
r(a

2
n)r−ℓ(

n−1∑

1

a2
i )

ℓ = B2r(
n∑

1

a2
i )

r.On a utilisé dans la dernière majoration l'inégalité
C2ℓ

2rB2ℓ ≤ Cℓ
rB2r, ∀ℓ ≤ r,qui se véri�e immédiatement.2) Pour 1 ≤ p < 2, prenons α, β ≥ 0, tels que α+ β = 1, pα+ 4β = 2 (e qui est possiblepour 1 ≤ p < 2). Soit Sn =

∑n
1 aiRi. En utilisant la majoration (véri�ée d'après 1))

∫
S4

n dx ≤ 3(
∑

a2
i )

2,et en appliquant le lemme 7.1, nous obtenons :
n∑

1

a2
i = ‖Sn‖2

2 ≤ ‖Sn‖pα
p ‖Sn‖4β

4

≤ ‖Sn‖pα
p [

√
2(

∑
a2

i )
1/2]4β ;d'où :

4−
1

p

β

α (
∑

a2
i )

1/2 ≤ ‖Sn‖p.(7.4) Corollaire : Les normes ‖ ‖p, pour 1 < p <∞, sont équivalentes sur le sous-espaefermé de L2([0, 1]) engendré par les fontions de Rademaher.Inonditionnalité dans les espaes LpSoient X un espae mesurable et µ une mesure positive sur X. Considérons les espaesde Banah Lp(X,µ) (1 ≤ p ≤ ∞).Pour p = ∞, L∞(X,µ), qui n'est pas séparable, ne possède pas de base de Shauder. Onpeut montrer que L1(X,µ)] ne possède pas de base inonditionnelle. Examinons le as
1 < p <∞.Désignons par (ek)k≥1 une base de Lp(X,µ), où p véri�e 1 < p < ∞. L'utilisation desinégalités de Khinthin va nous permettre de démontrer le ritère d'inonditionnalitésuivant : 20



(7.5) Proposition : Une série de fontions ∑
k fk est inonditionnellement onvergentedans Lp(X,µ), pour 1 < p <∞, si, et seulement si

∫

X

(
∑

k

|fk|2)p/2 dx <∞.Preuve : On peut supposer les fontions à valeurs réelles. Si la série de fontions ∑
k fkest inonditionnellement onvergente dans Lp(X,µ), il existe une onstante K < ∞ telleque, pour toute suite de salaires (an) véri�ant |an| ≤ 1, ∀n, on ait : ‖∑

k akfk‖p ≤ K.En prenant pour oe�ients ak les fontions de Rademaher, on obtient, pour tout
t ∈ [0, 1], ∫

X

|
∑

k

Rk(t)fk(x)|p dx = ‖
∑

k

akfk‖p
p ≤ Kp.Intégrons ette inégalité en t et permutons les intégrales par le théorème de Fubini :

∫

X

(

∫ 1

0

|
∑

k

Rk(t)fk(x)|p dt) dx = ‖
∑

k

akfk‖p
p ≤ Kp.D'autre part, d'après les inégalités de Khinhin, on a, pour tout x :

(
∑

k

f 2
k (x))p/2 ≤ Bp‖

∑

k

fk(x)Rk(.)‖p
p = Bp

∫ 1

0

|
∑

k

fk(x)Rk(t)|p dt.D'où :
Kp ≥

∫

X

(

∫ 1

0

|
∑

k

Rk(t)fk(x)|p dt) dx ≥
∫

X

(
∑

k

f 2
k (x))p/2 dx.De la même façon, on montre :(7.6) Théorème : Une base (ek)k≥1 est inonditionnelle dans Lp(X,µ), pour 1 < p <∞si, et seulement si, il existe une onstante C > 0 telle que l'on ait, pour tout n et toutesuite �nie (ak)1≤k≤n de salaires,

1

C

∫

X

[

n∑

k=1

|ak|2|ek|2]p/2dµ ≤
∫

X

|
n∑

k=1

akek|pdµ ≤ C

∫

X

[

n∑

k=1

|ak|2|ek|2]p/2dµ.Preuve : Si (en) est une base inonditionnelle dans Lp(X,µ), il existe une onstante Ktelle que, si f =
∑

k akek est le développement d'une fontion f dans ette base, pourtout hoix de signe εn, on ait :
‖

∑

k

akεkek‖p
p ≤ K‖f‖p

p.21



On en onlut omme préédemment qu'on a une majoration de la forme
∫

X

(
∑

k

a2
ke

2
k(x))

p/2 dx ≤ C1‖f‖p
p,pour une onstante C1. On a don ∑

k a
2
ke

2
k(.) ∈ Lp/2(X,µ).Examinons la situation suivante, dans laquelle nous ne onsidérons que des fontions àvaleurs réelles. Pour 1 < p ≤ 2, l'espae de Banah B = Lp([0, 1]) ontient l'espae deHilbert H = L2([0, 1]). Soit (en) une base orthonormée de H . La ondition ∑ |〈f, en〉|2 <

∞ implique que f est dans H .Si l'on a ∑
a2

ne
2
n ∈ Lp/2, ave an =

∫
fen dx, alors ∑

a2
ne

2
n ∈ Lp/2 est bornée sur unborélien A de mesure δ > 0 par une onstante C. On a don :

∫

E

∑
a2

ne
2
n dx =

∑
a2

n

∫

E

e2n dx ≤ C.Si lim inf
∫

E
e2n dx > 0, ei implique que la série ∑

n a
2
n onverge et don f ∈ H .Cei montre en partiulier que le système (1, cos2πnx, sin2πnx, n ≥ 1) ne forme pas unebase inonditionnelle de Lp([0, 1]), pour 1 < p < 2. (Le as p > 2 se traite par dualité).Remarques :a) Pour une base inonditionnelle (ek), on a don l'équivalene :

∑

k

akek onverge dans Lp(X,µ) ⇐⇒ [
∑

k

|ak|2|ek|2]1/2 ∈ Lp(X,µ).b) Considérons le as p = 2 et supposons que (ek)k≥1 forme une base inonditionnelledans L2(X,µ) et véri�e
0 < α = inf

k≥1

∫

X

|ek|2dµ ≤ β = sup
k≥1

∫

X

|ek|2dµ < +∞.Le ritère d'inonditionnalité s'érit alors :
α

C

∑

k

|ak|2 ≤ ‖
∑

k

akek‖2
L2(X,µ) ≤ βC

∑

k

|ak|2.Le système (ek)k≥1 forme don une base de Riesz dans L2(X,µ).) Notons que e ritère prouve que les bases inonditionnelles dans un espae de Hilbertsont les bases de Riesz, puisque tout espae de Hilbert séparable est isomorphe à L2[0, 1].Si l'on part d'un système (ek)k≥1 qui forme une base inonditionnelle dans L2(X,µ), parexemple une base orthonormée, ou plus généralement une base Riesz dans L2(X,µ), leproblème est herher si la propriété de base inonditionnelle est enore vraie dans lesespaes Lp(X,µ). Le problème a un sens pourvu que les ek soient dans Lp, e qui est leas en mesure �nie quand les ek sont bornés.22



Exemples :1) X est l'espae [0, 1] et µ désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1] .Le système trigonométrique (en(x) = e2iπnx, n ∈ Z) forme une base dans haque espae
Lp([0, 1]), (1 < p <∞), mais elle n'est inonditionnelle que pour p = 2.2) Nous avons vu plus haut l'exemple du système de Haar, version adaptée à l'intervalle.Le système (χ̃n)n≥0 forme une base orthonormée dans L2([0, 1]), qui aussi une baseinonditionnelle dans haque espae Lp([0, 1]) (1 < p <∞).3) X est l'espae R et µ désigne la mesure de Lebesgue sur R.Le système de Haar sur R peut être dé�ni sur R. Il forme une base inonditionnelle dans
Lp(R) pour (1 < p <∞).Ce résultat s'étend aux bases d'ondelettes orthogonales (ψj,k)j,k∈Z, pour toute ondelette
ψ su�samment régulière et loalisée à l'in�ni.Référene :Joseph Diestel : Sequenes and series in Banah spaes, graduate texts in mathematis,Springer-Verlag.
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