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1 Bases algébriques et bases topologiques

(1.1) En dimension finie, toute base algébrique d’un espace vectoriel E permet de
représenter les vecteurs de FE, et de fagon unique, comme une combinaison linéaire
des vecteurs formant la base. On est, d’autre part, assuré de l'existence de ces bases
algébriques. En dimension infinie, on peut également montrer le théoréme d’existence de
bases algébriques en utilisant le lemme de Zorn et 1’on dispose donc du méme résultat
de représentation : tout vecteur de l'espace s’écrit de fagon unique comme combinaison
linéaire finie de vecteurs de la base. Mais si la dimension de I'espace est infinie, les bases
algébriques sont généralement non dénombrables.

On montre, comme application du théoréme de Baire, le résultat suivant : Si (E, || ||) est
un espace de Banach possédant une base (au sens algébrique) dénombrable, alors E est de
dimension finie.



Par exemple, sur 'espace P des polynomes en une variable a coefficients réels, il n'y a
pas de norme compléte (En effet P est la réunion dénombrable des ensembles Py (fermés
pour toute norme, car de dimension finie) formés des polynémes de degré k, k entier > 0.
Or chaque Py est d’intérieur vide, ce qui interdit I'existence d’une norme compléte sur
I’espace vectoriel de polynomes, d’aprés le théoréme de Baire.

On remarque également qu’il n’est pas possible, en général (sauf exception, comme par
exemple dans le cas de 'espace vectoriel des polynomes), d’expliciter des bases (au sens
algébrique) sous une forme conduisant a des calculs réalisables.

Il est donc préférable de changer de point de vue, en considérant des espaces vectoriels
normés et des systémes de vecteurs formant une base dans un sens topologique. La notion
de base devient alors une notion d’analyse, qui nécessite I'usage de passages a la limite
(convergence de séries). La représentation des vecteurs sous forme de séries fait intervenir
une infinité de vecteurs de base, mais dans le cas des espaces normés séparables (i.e.
possédant un sous-ensemble dénombrable dense), ot nous allons nous placer, la base
elle-méme est une famille dénombrable, et il est souvent possible d’expliciter des bases
topologiques permettant les calculs numériques.

Ceci nous conduit a préciser la notion méme de base, a étudier leur (plus ou moins bonnes)
propriétés et a poser le probléme de leur existence. Existence et propriétés sont liées aux
propriétés géométriques des espaces normés envisages.

e Quelques définitions
(1.2) Soit E,|| ||) un espace vectoriel (sur R ou C) normé.
Notons vect(e;,j € J) I'espace vectoriel engendré par les vecteurs d'une famille (e;), e,

J étant un ensemble d’indices, et vect(e;, j € J) sa fermeture au sens de la norme || ||.

Une famille (e;,i € I), ont I est ensemble d’indices, de vecteurs de (E, || ||) est appelée
base topologique de (£, || ||), si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1) la famille est totale dans (E,|| ||), i.e. tout vecteur de E est limite en norme de
combinaisons linéaires finies de vecteurs pris dans le systéme (e;) (on a donc E =
vect(e;, € J)

2) le systéme (e;) est topologiquement libre : i.e. pour tout indice j € I,

e; & vect(e;,i € 1,0 & 7).

Contrairement aux bases algébriques, 1'existence de bases topologiques n’est pas assurée.
La raison en est que la réunion d’une famille croissante de systémes topologiquement libres
peut ne pas I'étre, comme le montre I’exemple suivant :

Dans ({(N),|| |loo) considérons les vecteurs : ey = (1,1,---,1,--+), e, = ey +
(0,0,---,O,l/n,O,---),nZl.

Les familles (eg, - - -, e,) sont libres, pour tout n > 1, mais on a lim,, ||e, — eg|| = 0.



L’argument du lemme de Zorn appliqué a des systémes libres ordonnés par inclusion, utilisé
pour construire les bases algébriques, ne s’applique donc pas dans le cadre topologique.

En renforcant la notion de base topologique, on est conduit a la définition suivante :

(1.3) Définition : Etant donné un espace vectoriel normé (E,|| ||), on appelle base de
Schauder toute suite (ex)r>1 de vecteurs de E ayant la propriété suivante :

pour tout vecteur x € E, il existe une suite unique de coefficients (ax(x)) telle que
n
Jim =3 aeerl =0 )

(1.4) Remarques :
1) S’il existe dans (£, || ||) une base de Schauder, alors (E, || ||) est séparable.

On notera que les espaces rencontrés (dans les situations classiques d’analyse) sont souvent
séparables. Mais il y a des exceptions. Par exemple I’espace des suites bornées muni de la
norme uniforme (¢o(N), || o) n’est pas séparable.

2) L’ordre dans lequel sont énumérés les vecteurs de la base doit étre précisé. En
particulier, les systémes de vecteurs obtenus en permutant les vecteurs d’une base de
Schauder ne forment plus nécessairement une base de Schauder,

3) L’unicité des coefficients a,(x), pour un vecteur = donné, montre que les applications
r — a,(x) définissent des formes linéaires sur E.

Cette unicité assure que ’on a les relations
an(ex) = Ogn, Y, k> 1,
ou 0y, = 1, pour k =n, et =0, pour k # n.

A une base de Schauder on peut donc associer la suite des applications linéaires (de rang
fini) P,, n > 1, définies par

n
P,z = Z ag(z)ey.
1
L’unicité des développements montre que les P, forme une famille de projecteurs vérifiant :
P,oP,=P,0oP, =P, sim>n. (2)

[’existence d’une base de Schauder est équivalente a la donnée d’une suite de sous-espaces
de dimension finie (E,) et d’une suite de projecteurs (P,), P, : E — E, vérifiant (2) et
tels que

1i1£n |t — P,z|| =0, Vz € E.

On peut supposer en effet que dim(FE,+1) = dim(E,) + 1 et il est possible de construire
par récurrence une suite de vecteurs (eg)r>1 telle que la famille (eq, - - -, e,,) soit une base



de E, telle que P,(z) = > 7 ar(x)ey. La famille (ej)r>1 est alors une base de Schauder de

(B (1 1)-

Une base algébrique dans un espace de dimension finie est évidement une base dans le sens
de la définition précédente. Les bases orthonormées dans les espaces de Hilbert forment
une classe particuliérement importante de base de Schauder. Nous rappelerons le principe
de leur construction. Nous donnerons également d’autres exemples de bases de Schauder
en dimension infinie,

Notons que le probléme de I'existence d’une base de Schauder dans un espace de Banach
séparable, posé depuis Banach, a été résolu par la négative en 1972 par Enflo.

2 Propriétés des bases de Schauder

(2.1) Soit (£, ]| ||) un espace vectoriel normé. Dans la suite, nous dirons simplement base
pour désigner une base de Schauder de 'espace. Soit (e)r>1 une base dans cet espace.

Pour chaque = € E, la suite (|| Y.} ax(z)eg||, n > 1) est bornée, puisqu’elle converge en
norme. Posons

llzl[] = sup | Y~ ax(z)ex] =lim sup ||Pna. (3)
n>1 1 n1<m<n

Il est clair que |||.||| est une semi-norme sur E et la relation

2l = Tim || ) ax(@)exl|
1

implique I'inégalité
]l < [|=[l], V= € E,

ce qui assure que [||.||| est une norme.

Montrons que les normes || || et ||| ||| sont équivalentes, si I'espace est complet.

(2.2) Proposition : Si (E,| ||) est un espace de Banach et (ex)r>1 une base dans cet
espace, la norme ||| ||| définie par (3) est équivalente a || || : il existe une constante K
telle que

1> ax(@)er]l < Kl ¥n = 1.
1

Preuve : D’aprés un corollaire du théoréeme de 'application ouverte, il suffit de montrer

que ||| ||| est une norme d’espace de Banach. Soit (zx) une suite de Cauchy pour cette

norme ||| ||.

Soit £ > 0. La condition de Cauchy pour la norme ||| ||| implique qu’il existe K (¢) tel que
| Pozy — Poxw|| < e, Yk, k' > K(e), Vn > 1. (4)



Pour n fixé, la suite (P,xy)r>1 est de Cauchy et donc convergente. Soit ¥, la limite. Comme
les applications linéaires en dimension finie sont continues, on a P,z = P, (P,x;) —
Py, pour m < n; d’ot Py, = Ym, pour m < n. On peut donc écrire y,, sous la forme :

Yn = 1 brey.
En passant a la limite en &" dans (4), on obtient :
| Poxr — ynll < e,Yn, Yk > K(e). (5)

La suite (y,) est également une suite de Cauchy. En effet, pour un k fixé > K(e), pour n
et m assez grands, nous avons ||P,zr — Ppai| < € et donc :

190 = vl < llyn = Pozil| + | Pazer. = Ponei|| + [ Pt = yml| < 3.

Posons = = lim, y,, = " byex. On a y,, = P,x. D’aprés (5), on obtient, pour tout n et
tout k > K (e) :
| Prae — Pozl| = || Pazk — ynll < €

dont : |||z — z|]| < e.

m]

Il en résulte que, pour un espace de Banach (E, | ||), la suite des projections (P,) est
uniformément bornée : d’aprés la proposition, il existe K tel que

[Poz| < Kllz]], ¥n > 1.

Ceci implique en particulier qu’une base de Schauder dans un espace de Banach est une
base topologique.

Une base est dite monotone si || P,|| = 1, ¥n > 1 (la constante K de la proposition (2.2)
vaut 1).

La proposition suivante donne une caractérisation des bases (de Schauder), utile dans les
exemples.

(2.3) Proposition : Une suite (e,),>1 de vecteurs non nuls dans un espace de Banach
(E, || ) est une base de Schauder si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

i) il existe une constante K telle que
n m

I ZaieiH <K | ZaieiH, V les scalaires a;, Yn < m;
1 1

i) vect({e,,n >1}) = E.
Preuve : Notons d’abord que la suite des normes (||| P,x|||)n>1 est croissante, d’aprés :

[ Pazl|| = sup || PPz = sup [[Pyz|.
k 1<k<n

bt



Si (e,) est une base, la proposition (2.2) implique, pour n < m,

1P| = | B Pne| < [[| P[] < K[| B[

Inversement, la condition ¢) implique que le sous-espace de E formé des vecteurs x ayant
un dévelopement donné par une série convergente de la forme ). ae; est fermé.

Il contient I’ensemble des combinaisons linéaires finies de vecteurs e; qui est dense d’aprés
la condition ii). Ce sous-espace coincide donc avec FE.

m]

Propriété de dualité

(2.4) Les applications coordonnées e} : © € E — a,(x) € C sont linéaires, continues,
d’aprés la proposition (2.2), donc définissent des éléments du dual de (E, || ||). Le systéme
({en, €} )n>0 est bi-orthogonal (i.e. €} (e,) = dpm)-

Si (E,] ||) est un espace réflexif, le systéme (e),>o forme une base dans E*, appelée base
duale de (e,,)n>0-

Tout élément ¢ € E* peut s’écrire ¢ = ), ¢(ex)e, la convergence de la série ayant lieu
pour la topologie faible :

[6(x) = (D ar(@)en)| = [o(x) = Y dlen)eip(@)] < o =D an(@)ex] o]l — 0.

Nous allons maintenant donner des exemples de bases de Schauder, en commengant par
I’exemple le plus simple et le plus important, celui des bases hilbertiennes.

3 Bases hilbertiennes

(3.1) Une propriété fondamentale des espaces de Hilbert (ou simplement pré-hilbertiens)
est l'existence de bases hilbertiennes. Rappelons briévement leurs propriétés et leur
construction.

Soit V' un espace pré-hilbertien muni d’'un produit scalaire { , ) et de la norme associée
au produit scalaire.
e Orthogonalité et systémes orthonormés

Deux vecteurs z,y de V sont dits orthogonaux si (z,y) = 0. Si Vj C V est une partie
de V', on appelle orthogonal de V; I’ensemble

Vit ={y: (z,y) =0,z € Vp}.



Il est clair que si Vj et V; sont orthogonaux, on a Vo(Vi = {0} et que V4 est un
sous-espace vectoriel fermé de V.

(3.2) Définitions : On dit qu'une famille (u;);e; de vecteurs dans V' forme un systéme
orthogonal si

<Ui, Uj> = O,VZ % j
Si, de plus, la famille vérifie ||u,|| = 1,Vi € I, le systéme est dit orthonormé.

(3.3) Lemme : (Pythagore!) Si (u1,---,uy,) est un systéme orthonormé fini, pour tout
x =Y 1 auu; dans Uespace engendré, on a ||z||* = Y7 |ai|? et a; = (z, ;).

Preuve : Développer le carré de la norme de .

m]

Une conséquence de ce lemme élémentaire est qu’'un systéme orthonormeé est une famille

libre : si (u;);er est une famille orthonormée, toute relation de la forme ZieJ cu; = 0,
pour un sous-ensemble fini J de I et des scalaires ¢; dans C implique ¢; = 0.
(3.4) Lemme : Si (u;, - -, uy,) est une famille orthonormée dans V', pour tout x dans V,
on a, Vi, -, \, € C,
n n n
lz =" Xl = llw =Y o wahuil|* + > [N = (awi)
1 1 1
n n
lz = (e wuwll < e =Y N,
1 1
et en particulier (A =--- =X, =0)
n n
Iz = llz = > (@, wwill* + > [{z, w)?,
1 1
Preuve : Le vecteur x — Z?(x, w;)u; est orthogonal a u; pour j =1, .-+, n. Ceci implique :
n n n
o= 3"l =l = 3wl 4+ IS0 s wul P
1 1 1
n n
= o =) (wuwul®+ > [N — (@, w) ),
1 1
n
> |z - Z<I7Uz>uz||2
1
O
La décomposition de x en sa projection orthogonale sur Vec(uy,---,u,) et un vecteur
orthogonal & Vec(uy, - -+, u,) est donnée par
n n
r = Z(:c,ukmk + (z — Z(:c,uk>uk)
1 1



(3.5) Lemme (Inégalité de Bessel) : Si (u;);c; est un systéme orthonormé quelconque
(fini ou infini) dans un espace pré-hilbertien (V,(, )), on a, pour tout  dans V :

D e u))® < la*
i
Preuve : 11 suffit de démontrer pour tout systéme fini d’indices J C I I'inégalité :
[EI =D
icJ
Cette inégalité résulte du lemme précédent.

m]

(3.6) Théoréme : (caractérisation des bases orthonormées) Soit S = (u;);cr un systéme
orthonormé. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (u;) est un systéme orthonormé mazimal dans V,

(2) Uespace vectoriel W engendré par les combinaisons linéaires finies des vecteurs u; est
dense dans 'V,

(3) pour tout z € V, on a ||z||* =X, [{z, u;)|?, (%)

(4) pour tous x,y € V, on a (x,y) = Y_.(x,u;)(y, u;).

Preuve : La relation (x) est appelée égalité de Parseval. La condition "S maximal"
signifie que I’on ne peut étendre strictement S en un systéme orthonormé plus grand que
S @il n’existe pas de vecteur non nul orthogonal a tous les vecteurs u; de S.

Montrons I’équivalence des quatre conditions.

(1) = (2) : Si la fermeture W est différente de V', il existe un vecteur y non nul orthogonal
a W, donc aux u; et le systéme S n’est pas maximal.

(2) = (3) : Soit & quelconque dans V. Si W est dense dans V/,
Ve >0, 3J fini C I et des scalaires (\;);cs tels que ||z — Z il <e.
J

D’aprés le lemme 3.4, ceci implique

o= Yo < e
J
Mais on a :
21 = 1) (, wu* + lo = (w,wul|* <Y [, )| + €%,
ieJ ieJ ieJ
d’on :
2] <) Ko u)® + &2 < lzf|* + €2,
i

ce qui entraine I'égalité, € étant arbitraire.
(3) < (4) : par "bilinéarisation" de I’égalité de Parseval.

(3) =(1) : Montrons que, sous la condition (4), le systéme S est maximal. Soit y orthogonal
aux vecteurs u; du systéme. D’aprés (3), on a : ||y||> = > [{y, us)|* = 0. 4



Définition : Une famille S = (u;);c; dans un espace de Hilbert (V,(,)) vérifiant les
conditions équivalentes du théoréme est appelée base orthonormée dans V.

o Existence de bases orthonormeées

Placons-nous dans le cas séparable.

(3.7) Théoréme : Tout espace de Hilbert séparable contient une famille (finie ou
dénombrable) formant une base orthonormée.

Preuve : La démonstration repose sur le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Soit (x,) une famille dénombrable dans V', dont les combinaisons linéaires sont denses.
Nous allons effectuer la construction par récurrence d’une base orthonormée (u,,) a partir
de (z,).

vy
floall”?

Partons de z. Si 21 # 0, soit v; = 1 et u; = le systéme {u;} est orthonormé.
Si z5 et up sont indépendants, posons vy = Ty — (T2, ug)u;. Il est clair que I'indépendance

de x5 et de uy implique [|vg]| # 0. On peut donc définir uy par uy = ||:Z||' Le systéme

{u1,us} est orthonormé.

A chaque étape, on soustrait du nouveau vecteur sa projection sur le sous-espace engendré
par les vecteurs précédents et on normalise le résultat.

A l'étape n, supposons construit le systéme {uy, - - -, u,—1 }. Soit z,,,, pour un indice n’ > n,
le premier vecteur de la suite (xy) a partir du rang n, tel que x, soit indépendant de
{uq, -+, u,_1}. (Si ce vecteur n’existe pas, la construction s’arréte au rang n — 1). Posons

n—1

Uy = Ty — Z(azn/, Up ) U

1

On note que v, est non nul, d’aprés I'indépendance de x,,uq,- -+, u,_1. On peut définir
Uy = T2

o all”
On a ainsi construit a l'étape n un systéme {uq,---,u,} orthonormé. Soit S =
{uy, -+, ug,---} qui est un systéme fini ou infini dénombrable, orthonormé d’aprés ce

qui précede. 11 est clair que tout vecteur de la famille () est une combinaison linéaire
finie de vecteurs uy et réciproquement.

Les deux familles (z,) et (u,) engendrent donc le méme sous-espace de combinaisons
linéaires finies dans V', sous-espace dense d’aprés I'hypothése sur le systéme (zy). Le
systéme S vérifie bien la condition (2) du théoréme. C’est une base orthonormeée.

]

Exercice : Soit g une fonction dans L*(R). On suppose que g n’est pas égale presque
partout a une fonction continue. Soit Vy le sous-espace de L?(R) orthogonal a g.



Montrer qu’on peut construire une base orthonormeée de V, formée de fonctions continues a
support compact, mais que cette base ne peut pas étre complétée en une base orthonormée
de L?*(R) formée de fonctions continues.

Le théoréme précédent assure I'existence de bases orthonormées dans un espace préhilber-
tien et fournit un procédé pour en construire a partir d’un systéme total. Dans les exemples
concrets, en particulier dans des espaces hilbertiens de fonctions, il est souhaitable d’avoir
des exemples explicites de bases. Donnons quelques exemples.

Exemples :

1) Dans (*(N), soit u, = (0,0,---,0,1,0,---), I'élément dont le terme d’indice n seul est
non nul et égal a 1. On obtient ainsi la base canonique qui forme une base orthonormée
dans (2.

2) Les exponentielles e, : © — exp(2minz),n € Z, forment une base orthonormée de
L*(T'). (On peut utiliser les noyaux de Fejer, qui sont des noyaux de convolution formant
une identité approchée, pour prouver ce résultat).

3) 11 en résulte que (e,1ljp1,n € Z) forme une base orthonormée de I'espace L*([0,1])
(I'intervalle [0, 1[ étant muni de la mesure de Lebesgue).

4) Ceci fournit un procédé pour construire des bases orthonormeées de L*(R) : on commence
par "localiser" les fonctions (multiplication par une "fenétre"), puis on effectue une analyse
de Fourier locale. La famille (e,1p, 1], 7, k € Z) est une base orthonormée de L*(R).

Néanmoins, si la construction est simple, elle présente plusieurs inconvénients. En parti-
culier les bases de Fourier dans LP(T) ne sont pas inconditionnelles, pour p # 2. L’incon-
ditionnalité est une propriété importante que possédent les bases orthonormées dans les
espaces de Hilbert et que nous allons étudier plus loin. On est ainsi amené a chercher de
meilleures bases de L*(R), qui soient également de bonnes bases de LP(R) et des espaces
fonctionnels usuels. Les bases d’ondelettes introduites depuis une dizaine d’années dans
leur version actuelle répondent a cette exigence. La base de Haar est un exemple prototype
d’une bonne base.

4 Autres exemples de bases de Schauder

(4.1) Dans l'espace (€o(N),|| ||oo) des suites tendant vers 0 a Uinfini muni de la norme
uniforme, la suite des vecteurs (e,,),>1, 0t €, (k) = 0 4, k > 1, forme une base de Schauder.
De plus cette base est normalisée (les vecteurs de la base sont de norme 1) et monotone
(la constante K de la proposition (2.2) vaut 1).

On a une propriété analogue dans (*(N), 1 < p < 0.

Dans 'espace ¢(N) des suites convergentes muni de la norme uniforme, on obtient une
base de Schauder en rajoutant au systéme (e,) précédent, le vecteur (noté eg) qui est la
suite identiquement égale a 1 (eo(k) = 1,Vk > 1).

10



De méme, il est clair que la base canonique de (?(N) est une base monotone.

e Base de Haar

(4.2) On considére les fonctions définies sur l'intervalle [0, 1] de la fagon suivante.

Soit xo(t) = 1. Pour n = 2% + ¢, avec k = 0,1,2,...,4 =0,...,2¥ — 1, on pose :
1, pour t € [(27F 27F 4 2=(k+1)[,
Xn(t) = —1, pour t € [(27F 4+ 2=+ (¢ 4 1)27F],
0, ailleurs.
Les combinaisons linéaires des fonctions y, engendrent les indicatrices des intervalles

dyadiques [(27% (¢ + 1)27*[. Ce systéme est donc total dans LP([0,1]), 1 < p < oc.
Montrons qu'on a, 1 < p < o0 :

n m
| Zaz’Xin < Z%’Xi”pa pour 1 <n < m. (6)
i=1 i=1

(La constante K de base de Schauder est donc égale a 1, la base est monotone).

Soient f(t) = S0 aixi(t), g(t) = S a;xa(t). Ces fonctions ne différent que sur un
intervalle dyadique, sur lequel f a une valeur constante notée b. La fonction g est égale
sur la premiére moitié de cet intervalle a b+a,,1; et sur la deuxiéme moitié égale a b—a,, 1.
L’inégalité

2|6/ < b+ apns1|’ + |b— ans1|?, pour 1 < p < oo, (7)
implique le résultat : || ]|, < ||gll,-
Pour la norme du sup, I'inégalité (7) devient :

‘b| Ssup(|b_an+1‘7‘b_an+1|’ (8)

Les inégalités (7) et (8) impliquent (6) et donc la propriété de base monotone pour le
systéme ().

La base de Haar est obtenue en normalisant les fonctions y,,. Posons h, = 2—k/2

n=2"4+/¢ aveck=0,1,2,...0=0,..,2F—1.

Xn, pour

Le systéme orthonormal ainsi construit, comme le systéme (x,), vérifie la propriété de
base monotone : le systéme de Haar est une base monotone (pour la norme uniforme) de
I'espace des fonctions qu’il engendre au sens de la convergence uniforme (i.e. ’'espace formé
des fonctions qui sont des limites uniformes de combinaisons linéaires finies des (h,,). On
vérifiera que cet espace est I'espace des fonctions réglées sur [0, 1]. En particulier, toute
fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme d’une série donnant son développement
dans le systéme de Haar. Comme il s’agit d’un systéme orthonormal, les coefficients du
développement d’une fonction f sont les produits scalaires de f avec les éléments de la
base.

Ce résultat contraste avec le fait qu’il existe des fonctions continues qui ne sont pas limite
ponctuelle de leur série de Fourier et a été a l'origine de l'introduction par Haar de la
famille de fonctions qui porte son nom vers 1905.
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e Base de Schauder (ou de Faber)

(4.3) Les fonctions du systéme de Haar ont l'inconvénient d’étre discontinues. Par
intégration de ces fonctions, on obtient les fonctions (continues, linéaires par morceaux)
notées (¢, ), qui forment ce que I'on appelle le systéme de Schauder (d’ou le nom général
de base de Schauder) également introduit par Faber. Ces fonctions ne forment plus un
systéme orthogonal, mais on peut orthonormaliser le systéme par le procédé de Schmidt.

(4.4) Proposition : Le systéme de Schauder (¢,,) est une base monotone (i.e K = 1) de
Clo, 1].

Preuve : Les combinaisons linéaires des fonctions ¢,, sont les fonctions continues linéaires
par morceaux sur [0, 1], dont les changements de pente ont lieu en des points dyadiques.
Pour tout n, l'intervalle sur lequel ¢, 1 est non nul est tel que les fonctions ¢;, pour
1 < i < n sont linéaires. Une somme de la forme > ;"  a;¢;, restreinte a cet intervalle,
atteint alors la borne supérieure de sa valeur absolue au bord de l'intervalle, 14 ot ¢,
s’annule, et donc on a bien :

n+1

n
1S il < 1S il
i=1 =1

5 Bases de Haar généralisées

e Une construction générale

(5.1) On considére un ensemble X. Rappelons qu’il existe un ordre sur I'ensemble des
partitions de X : étant données deux partitions P et P’, on dit que P’ est plus fine que
P, si les atomes de P sont réunions d’atomes de P’. En d’autres termes, la partition P’
est obtenue en découpant les atomes (ou éléments) formant la partition P. Ceci définit
un ordre sur ’espace des partitions.

Considérons maintenant une suite croissante (P,) de partitions finies de X. Nous suppo-
sons que : Py = {X} et P,1; est obtenue a partir de P,, en "redécoupant”" un atome de
P,, en deux atomes non vides.

La partition P,, est donc formée de n+1 atomes non-vides. Notons V,, I'espace de dimension
n + 1 formé des fonctions a valeurs réelles qui sont constantes sur chaque atome de P,,.

Considérons la suite (¢,,) de fonctions sur X telle que, ¢pg = 1sur X et ¢, 1 = 14, —14,, en
notant A 'atome de P, redécoupé en deux atomes A; et Ay de P, dans la construction
de P, 11 a partir de P,.

Montrons par récurrence que, pour chaque n > 1, la famille {¢, ..., ¢, } forme une base
de V,. Soit A Patome de P, redécoupé en deux atomes A; et As. On a 14 = Zg a;Q;.
par I’hypothése de récurrence et

1 1
1141 = _(114 + ¢n+1)7 1A2 = _(1A - ¢n+1)'
2 2
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e Propriété de base monotone

Le systéme (¢,,) posséde la propriété de "base monotone" exprimée dans le lemme suivant :

5.2 Lemme : Vn > 1, pour tous réels ay, ..., ay,, Api1, 0N a :

n+1

n
1D a5l <11 a0l
0 0

Preuve : Notons v, et 1,1 les deux fonctions figurant respectivement a gauche et a droite.
Ces fonctions différent uniquement sur le support de ¢, qui est 'atome A redécoupé
dans le passage de P,, a P,y1. Sur A, 9, a une valeur constante «, tandis que ¢, prend
les valeurs a + ay,41, @ — Gpy1. On a bien |a] < sup(|la+ api1l, |a — angq]).

]

Notons W lespace des fonctions a valeurs réelles sur X qui sont limites uniformes de
suites de fonctions appartenant a (J, V,. Une fonction f est donc dans W si, pour tout
e > 0, il existe n et une fonction g "P,-mesurable" (i.e. constante sur les atomes de la
partition finie P,) telle que || f — g]|e < €.

5.3 Théoréme : Toute fonction dans VW est la somme d’une série uniformément
o
convergente de la forme Y ;" a;¢;.

Ce résultat est la conséquence d’un théoréme général pour les bases monotones dans un
espace de Banach.

5.4 Théoréme : Soit (B, || ||) un espace de Banach. Soit (¢;) une suite dans B de vecteurs
non nuls dont les combinaisons linéaires sont denses dans B et vérifiant la condition (de
base monotone) :

1Y S aioill < 1D ajgsll, Vn,m, 1 < n < m. (9)
0 0

Alors tout vecteur f dans B est la somme d’une série convergente dans (B, || ||) de la

forme f =" a;¢;.

Preuve : 11 suffit de montrer que le sous-espace By formé des vecteurs f de la forme
o 2
f=2>220a;0;, avec convergence en norme dans (B, || ||) est fermé dans B.

Soit (fx) dans By (avec fy = > 2 af¢;) une suite convergeant vers un vecteur f de B :

D’aprés la condition (9) et la convergence en norme, on a :

n

1D (af =)oyl < 1Y (af = i)yl < [1fie = fiell (10)
=0

J=0

Pour tout n fixé, la suite (3 7_ a¥®;)r>1 est donc de Cauchy et converge dans (B, || ||).

Comme (¢, ...¢p,) forme une base de l'espace V, engendré de dimension n + 1, par
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équivalence des normes en dimension finie, les suites (af) des coefficients sont convergentes
— T k 5 : n —
pour chaque k. Notons a; = limy af. Il reste a montrer que lim,, || f — > 7 a;¢;]| = 0.

Soient € > 0 et L(e) tel que || fr — fil|l < &,Vk, k" > L(e). D’aprés (10), on a, pour tout
n:

1Y ke, =Y de;)| <e kK > L(e);
j=0

=0
d’ou :

1D ake; = a;o4ll <&, Vk > L(e).
=0 =0

Par I'inégalité triangulaire, on obtient, en fixant un k& > L(e) :

> aje;— fll
=0

1D ajo; = dkoill + 1> dke; — fil + |1 fi — £
j=0 Jj=0

J=0

IN

< e+ Zaf%’ — [l + €.
=0

Le majorant est < 3¢, pour n assez grand.

]

Remarque : Le résultat reste vérifié si la condition (9) est remplacée par : il existe une
constante K telle que

1> " aigill < K1 agésll, ¥n,m, 1 <n < m.
0 0

e Exemple : la base de Haar

Il est clair que le systéme des fonctions (x,) construite en (4.2) est un cas particulier de
la construction décrite plus haut.

e Lien avec les martingales

(5.5) Revenons a la construction générale décrite au début du paragraphe. Supposons
donnée sur 'espace X une structure d’espace probabilisé, i.e. une tribu A et une mesure
de probabilité sur A. Les atomes des partitions P, construites par "découpage" sont
supposés A-mesurables et de p-mesure non nulle. On peut alors contruire un systéme
monotone qui soit en méme temps orthonormalisé pour la mesure pu.
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Pour cela, il suffit de modifier convenablement la construction des fonctions ¢,. En
reprenant les notation du début, & chaque étape, si A est I'atome de P,, coupé en deux
atomes A; et A; de P, 1, on pose

Yo = (1(A1) "' La, — (1(A2)) " La,.

Les fonctions 1, forment un systéme orthogonal dans L*(X, A, ). Chaque v, est de
norme non nulle et on peut normaliser le systéme (1)) pour obtenir un systéme (h,)
orthonormal dans L?(X, A, u).

Notons encore P, la tribu (finie) engendrée par les atomes de la partition P, et soit Py
la sous-tribu de A engendré par I’algébre (au sens ensembliste) formée de la famille des
ensembles P, mesurables, pour un n > 0.

On vérifie que I'espérance conditionnelle par rapport a P, s’écrit :

n

E(fPa) =D (i, [) .

k=0

D’aprés la théorie des martingales, on a, au sens L'(u) et u-presque partout :
n
lim Y ~(hy, ) by = UmE(f|P,) = E(f[Pa).
n n
k=0
En particulier, si P, = A, on obtient, au sens L'(u) et p-presque partout :

f=1mY (. f) b
k=0

La base de Haar construite sur [0, 1] vérifie en particulier cette propriété. Elle fournit donc
une base orthonormée de L*([0,1]) (pour la mesure de Lebesgue uniforme sur [0, 1]), pour
laquelle il y a convergence presque-partout.

6 Bases inconditionnelles

Les bases orthonormées dans les espaces de Hilbert ont des propriétés remarquables. Par
exemple, si (ex) est une base orthonormée dans un espace de Hilbert,

- la convergence de la série ), aie, ne dépend que de la suite des modules (|og|)k>1;

- la convergence de la série reste inchangée si 'on permute 'ordre des éléments de la base.

On aimerait étendre ce type propriété en dehors du cadre hilbertien orthonormé. Intro-
duisons pour cela la notion de convergence inconditionnelle.
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(6.1) Proposition : Pour une suite de vecteurs (y,) dans un espace de Banach (E, || ||),
les conditions suivantes sont équivalentes :

i) la série Y, Yrm) converge, pour toute permutation 7 des entiers,
it) la série Y . y,, converge, pour toute sous-suite croissante ny < ng < mng < ---,
i) la série Y Oy, converge, pour tout choiz des signes 6, = %1,

iv) Ve > 0, il existe n tel que || D ,c; yill < €, pour tout ensemble fini d’indices I tel que
inf(i € I) > n.

Preuve : L’équivalence entre ii) et iii) est évidente.

Supposons qu’on ait 7v). Les sommes partielles dans i) et i) vérifient le critére de Cauchy,
et donc convergent. Ainsi, iv) implique 7) et ii).

Supposons maintenant que 7v) ne soit pas vérifiée. Il existe alors ¢ > 0 et des ensembles
finis I,,, n = 1,2,3,---, tels que ¢, = sup(i,i € I) < ppr1 = inf(i,i € I,41) et
| > e, ¥ill = €,¥n. La réunion I = UI,, est une suite infinie d’entiers telle que ), y; ne
converge pas, ce qui contredit i7).

Enfin, si m est une permutation d’entiers qui, pour tout n > 1, applique l'intervalle
{i : pp < i < ¢} sur lui-méme, de fagon que 7~ (1,) = {pp,pn + 1, +,pn + kn}, ol
kn = Card(1,), alors ), y.; ne converge pas, ce qui contredit 7).

m]

Définition : Sous les conditions équivalentes du théoréme, on dit que la série > v, est
inconditionnellement convergente. On montre qu’alors la somme ) /() ne dépend
pas alors de la permutation .

On pourra montrer en exercice le résultat suivant :

Si >y, est une série inconditionnellement convergente, Uapplication de {—1, 1} (muni
de la topologie produit) dans E, définie par

0 =(6,) € {~1,1}" = by,
est continue et d’image compacte pour la norme uniforme.

Si la série des normes converge, on dit que la série absolument conver-
n b) n
gente (on dit aussi que la série est normalement convergente). Dans un espace de
Banach, cette propriété implique la convergence. C’est une propriété plus forte que la
b)
convergence inconditionnelle.

En dimension finie, la convergence inconditionnelle et la convergence absolue sont équi-
valentes. Par contre, en dimension infinie il existe des séries qui convergent incondition-
nellement, mais non absolument.
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Définition : On dit qu'une base (de Schauder) (e,),>1 d'un espace normé (E, || ||) est
une base inconditionnelle, si, pour tout x € F, son développement dans la base (e,),
donné par la série ) aye, converge inconditionnellement. La proposition suivante donne
différentes formes équivalentes & I'inconditionnalité pour une base.

(6.2) Proposition : Pour une base (de Schauder) (e,,) dans un espace de Banach (E, || ||),
les conditions suivantes sont équivalentes :

i) la famille (exn)) est une base, pour toute permutation m des entiers ;

it) pour toute série Y, aye, convergente, la série Y bpe, converge, pour toute suite (by,)
telle que |b,| < |ay,].

i11) pour toute série Y ape, convergente, la série la série ) On,ane, converge, pour tout
choizr des signes 0, = *+1.

Preuve : Soit (e,) est une base de Schauder dans un espace de Banach. Nous savons que,
pour tout sous-ensemble fini d’entiers I, on définit un projecteur continu P; en posant :

PI(Z apen) = Z QpCp.

nel

Si (ep,) est une base inconditionnelle, alors la condition i) et le théoréme du graphe fermé
impliquent que, pour tout sous-ensemble d’entiers I, Pi(>" ane,) = Znel ane, définit
encore un projecteur continu.

On montre de méme que, pour tout choix § = (6,) de signes, 'application
My - Zanen — Z@nanen
n n

définit une application linéaire continue Mjy. En appliquant le théoréme de Banach-
Steinhaus, on obtient :
sup || My|| = K < oc.
0

Enfin, montrons qu’il existe une constante K telle que, pour toute suite de scalaires (\,,),

on a:
I E Antnen| < Ksup Al E anen|.
n
n

En effet, supposons les scalaires réels. Soit y = > A\,a,e, une somme finie. Par le
théoréme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire continue ¢ de norme 1 telle que

lyll = é(y) = = Anand(en). Soit 6, = sgn(ang(e,)). On a :

n

= (sup|>\ |) &(My( Zanen sup\)\ || Mg( Zanen

IA

(sup | A ) K || ZanenH.
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Cette majoration s’étend des combinaisons finies aux séries convergentes. On a ainsi
montré que si |b,| < |a,|, ¥n > 1, et si ) ane, converge, alors > b,e, converge, puisqu’elle
vérifie, par la majoration précédente, le critére de Cauchy.

]
Exercice : Montrer que si (E,|| ||) est un espace réflexif, la base duale de toute base
inconditionnelle de (E,|| ||) est elle-méme inconditionnelle.

Dans le cas d'un espace de Hilbert (V,(,)), il est clair que toute base orthonormée
est inconditionnelle. La propriété suivante, plus faible que I'orthogonalité, assure encore
I'inconditionalité.

Définition : Le systéme (e,),>; forme une base de Riesz dans (V/ (,)), si les combinai-
sons linéaires d’éléments du systéme (e,,) sont denses dans V' et §’il existe une constante
C' > 0 telle que l'on ait, pour toute suite finie (c,) :

Xl < I cwel? < O3 Jeal

7 Critéres d’inconditionnalité dans les L?

Fonctions de Rademacher :

Ecrivons z € [0,1[ en base 2, x = Y~ ;27"x,,. La fonctions de Rademacher d’ordre n est
définie par R,(z) = 2z, — 1, ou de facon équivalente, par R,(z) = sign(sin(2"z)).

La famille (R,),n > 1 constitue un sytéme de fonctions orthonormé sur [0, 1], formé de

fonctions en escalier, R, étant constante sur les intervalles dyadiques d’ordre n (i.e. de la
forme [k27", (k+ 1)27"].

Cette famille n’est pas totale dans L?([0,1]). Nous verrons que le sous-espace fermé R
engendré par les R, dans L%([0,1]) a la propriété remarquable que les fonctions dans R
sont dans LP([0,1]), pour tout p € [1,00[, et que les normes || ||, sur R sont équivalentes
entre elles, pour p > 1.

La construction précédente s’interpréte bien du point de vue probabiliste. Le codage
en base 2 permet d’établir une correspondance entre les espaces Q = {0, 1} et [0,1].
A une suite w = (wi,...,wy,...) élément de Q, on fait correspondre le réel ¢(w) =
2(1)0 w,27". L’application ¢ est borélienne et binunivoque, si 'on prive {2 de I'ensemble
dénombrable formé des suites se terminant par des "1" (les nombres dyadiques ont
deux développements). Elle transporte la mesure produit (%,%)N sur la mesure de
Lebesgue uniforme sur [0, 1]. Notons Y,, les applications coordonnées sur 2. La famille
des variables aléatoires (X,,),>1 définies par X,, = 2Y,, — 1 est formée de v.a. indépendan-

tes, identiquement distribuées et centrées. Les composées R, o ¢ s’identifient aux X,.

Ainsi, les fonctions R,, peuvent étre vues comme des variables aléatoires indépendantes de
méme loi et centrées. (Ceci implique en particulier qu’elles sont deux a deux orthogonales.)
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Avant d’établir les inégalités de Khintchin, rappelons deux lemmes sur les normes || ||,

1
(7.1) Lemme : La fonction p — log(/ |f|P dx) est convexe pour p > 0.
0

Preuve : Soient o, F > 0 tels que v + 3 = 1 et p; < py. L’inégalité de Holder (appliquée
aux fonctions | f|*' et |f|PP2 et aux exposants conjugués %) donne :

e

1 1 1
ap1+6p2 dr < PL ) P2 ﬁ'
/0|f| x_</0 P do) (/0 1P do)

On notera que sur [0,1] on a les inclusions évidentes LP([0,1]) C L*([0,1]), pour p > 2.
La norme || ||, calculée sur [0, 1] est, d’autre part, une fonction croissante de p :

(7.2) Lemme : Si f est une fonction mesurable sur [0,1], ou plus généralement sur un
espace muni d’une mesure de probabilité :

[fllpy < [[f]lps < 00, V1 <p1 < pp < 0.

Preuve : En posant a = py/p; et en prenant 3 tel que 1/a+ 1/ = 1, on obtient :

1 1 1 1
2 P o 1/a B dr 1/8 P2 pl/p2.
[ vae <[y ane ([ <[ an

(7.3) Proposition (Inégalités de Khinchin) : Soit (R,),>1 la suite des fonctions de
Rademacher. Pour tout p, 1 < p < oo, il existe des constantes A, > 0 et B, telles que,
pour toute suite finie (a,) de réels, on ait :

A aPE<1YaRilh < By(Y_al).

(2r)!

2rpl

Preuve : 1) Considérons d’abord le cas p > 2. D’aprés linclusion LP[0,1] € L?[0,1] et
I'inégalité || f]|a < || f]|p, il suffit de démontrer la deuxiéme majoration. Comme la norme
| |l, est une fonction croissante de p > 1, on peut supposer que p est un entier pair :
p = 27, ou r est un entier > 1.

Pour p = 2r > 2 entier pair, on peut prendre pour B, la constante B, =

Faisons I’hypothése de récurrence que, pour tous les entiers £ tels que 1 < £ < r, I'inégalité
I Z?z_ll a;iRil|5 < Bou(>, a?)" est vérifiée, pour toutes les suites (a;) de longueur n — 1,

(2
20)!
avec By = %.

Posons S,,(t) = >} axRi(t). On obtient, par la formule du binome :
2r '
/ (Sp)?" dt = / (Sp_1 + apRy)* dt = ZC%T,aiT’_j / (Sp_1(1)) Ry, (t)* 7 dt.
=0
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La propriété d’indépendance entre S, _; et R, implique que les intégrales dans la somme
sont égales au produit des intégrales ([(S,—1(¢))? dt) (J R,(t)* 7 dt) et donc nulles,
sauf pour j pair. Pour une valeur paire de j, j = 2¢, on a R, (t)> 2 = 1 et l'intégrale
J R, (t)* ¢ dt est égale & 1. On a donc, en utilisant 'hypothése de récurrence :

[isrrar = Z x5 an

< Y OyBu(Y af)(an)
0

r n—1 n
< Ba ) Ca) (o) = Bal(D_al)"
0 1 1

On a utilisé dans la derniére majoration I'inégalité
20 ¢
CQTB% S CTBQT», A4 S r,
qui se vérifie immédiatement.

2) Pour 1 < p < 2, prenons «, 3 > 0, tels que a + [ = 1, pa+ 43 = 2 (ce qui est possible
pour 1 < p < 2). Soit S, = >} @;R;. En utilisant la majoration (vérifice d’aprés 1))

/Sﬁ dzx < B(Z a?)?,

et en appliquant le lemme 7.1, nous obtenons :

n

4
Yoa =Sl < ISl 11Sal13”

1
< ISalB V20 ad)
d’on :

_18
4775 (Y a)'? < ||Sully.

(7.4) Corollaire : Les normes || ||,, pour 1 < p < oo, sont équivalentes sur le sous-espace
fermé de L*([0,1]) engendré par les fonctions de Rademacher.

Inconditionnalité dans les espaces LP

Soient X un espace mesurable et p une mesure positive sur X. Considérons les espaces
de Banach LP(X, u) (1 <p < 0).

Pour p = oo, L™(X, i), qui n’est pas séparable, ne posséde pas de base de Schauder. On
peut montrer que L'(X, )] ne posséde pas de base inconditionnelle. Examinons le cas
1 <p<oo.

Désignons par (eg)r>1 une base de LP(X, i), ou p vérifie 1 < p < oo. L'utilisation des
inégalités de Khintchin va nous permettre de démontrer le critére d’inconditionnalité
suivant :
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(7.5) Proposition : Une série de fonctions ), fi est inconditionnellement convergente
dans LP(X, p), pour 1 < p < oo, si, et seulement si

/ (1A da < oo.
X g

Preuve : On peut supposer les fonctions a valeurs réelles. Si la série de fonctions ), fi
est inconditionnellement convergente dans LP(X, p1), il existe une constante K < oo telle
que, pour toute suite de scalaires (a,) vérifiant |a,| < 1, Vn, on ait : || Y, arfill, < K.

En prenant pour coefficients a; les fonctions de Rademacher, on obtient, pour tout

teo.1]
/\ZRk P do = | S oufilg < K

Intégrons cette inégalité en ¢t et permutons les intégrales par le théoréme de Fubini :

//|ZRk )Jr(2)[" dt) df’f—||zakfk||p<Kp

D’autre part, d’apres les inégalités de Khinchin, on a, pour tout x :

@y < B AR = / S AR d

k

sz//|ZRk ) fe(2)[P dt) d:)s>/2f2 NP2 da.

De la méme facon, on montre :

(7.6) Théoréme : Une base (er)r>1 est inconditionnelle dans LP (X, ), pour 1 < p < 0o
si, et seulement si, il existe une constante C' > 0 telle que l'on ait, pour tout n et toute
suite finie (ax)i1<k<n de scalaires,

> bl < [ 13 st < C [ 13 sl
X k=1 X k=1

X p=1

Preuve : Si (e,) est une base inconditionnelle dans LP(X, 1), il existe une constante K
telle que, si f = >, axey est le développement d’'une fonction f dans cette base, pour
tout choix de signe ¢, on ait :

1Y " arerexlh < K| £
k
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On en conclut comme précédemment qu’on a une majoration de la forme
[ (Cac@y ar < cilsi,
Xk

pour une constante C;. On a donc Y, a2e2(.) € LP/3(X, p).

]

Examinons la situation suivante, dans laquelle nous ne considérons que des fonctions a
valeurs réelles. Pour 1 < p < 2, l'espace de Banach B = LP([0,1]) contient 'espace de
Hilbert H = L?([0,1]). Soit (e,) une base orthonormée de H. La condition >_ |(f, e,)|* <
oo implique que f est dans H.

Silon a  ae? € LP/?, avec a, = [ fe, dz, alors Y a2e2 € LP/? est bornée sur un
borélien A de mesure § > 0 par une constante C'. On a donc :

2.2 7. _ 2 2
[EZanen d:E—Zan/Een dr < C.

Si liminf fE e dx > 0, ceci implique que la série Y a2 converge et donc f € H.

Ceci montre en particulier que le systéme (1, cos2mnx, sin2rnz,n > 1) ne forme pas une
base inconditionnelle de LP([0, 1]), pour 1 < p < 2. (Le cas p > 2 se traite par dualité).

Remarques :

a) Pour une base inconditionnelle (e;), on a donc I’équivalence :

Zak€k converge dans LP(X, p) < [Z |ag|?|ex|*]V? € LP(X, ).
K k

b) Considérons le cas p = 2 et supposons que (ex)r>1 forme une base inconditionnelle
dans L?(X, i) et vérifie

0<a= inf/ lex)?du < B = sup/ lex|*dp < +oo.
k21 [ x k>1 JX

Le critére d’inconditionnalité s’écrit alors :
«Q
23 < I anerlFa < 5 lanf
k k k

Le systéme (e;)x> forme donc une base de Riesz dans L?(X, p).

¢) Notons que ce critére prouve que les bases inconditionnelles dans un espace de Hilbert
sont les bases de Riesz, puisque tout espace de Hilbert séparable est isomorphe & L?[0, 1].

Si 'on part d’un systéme (e, );>; qui forme une base inconditionnelle dans L?*( X, u1), par
exemple une base orthonormée, ou plus généralement une base Riesz dans L?(X, p), le
probléme est chercher si la propriété de base inconditionnelle est encore vraie dans les
espaces LP(X, u). Le probléme a un sens pourvu que les e, soient dans LP, ce qui est le
cas en mesure finie quand les e; sont bornés.
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Exemples :
1) X est lespace [0, 1] et p désigne la mesure de Lebesgue sur [0,1] .

Le systéme trigonométrique (e,(x) = €*™* n € Z) forme une base dans chaque espace
LP(]0,1]), (1 < p < 00), mais elle n’est inconditionnelle que pour p = 2.

2) Nous avons vu plus haut I'exemple du systéme de Haar, version adaptée a l'intervalle.

Le systéme (X,)n>0 forme une base orthonormée dans L%([0,1]), qui aussi une base
inconditionnelle dans chaque espace LP(]0,1]) (1 < p < 00).

3) X est I'espace R et p désigne la mesure de Lebesgue sur R.
Le systéme de Haar sur R peut étre défini sur R. Il forme une base inconditionnelle dans
LP(R) pour (1 < p < o0).

Ce résultat s’étend aux bases d’ondelettes orthogonales (1;);rez, pour toute ondelette
v suffisamment réguliére et localisée a 'infini.
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