
Fig. 1 – Figure d’étude.

Dans la figure 1 ci-dessus les données sont de couleur noire excepté les milieux respectifs
des segments [PR′] [QP′] et [RQ′] appelés respectivement A′, B′ et C′. Les autres couleurs
désignent des objets ultérieurement construits. La démonstration passe par des applica-
tions des théorèmes de Ménélaüs et Jean de Céva. Je n’ai pas exploré une dualisation de
l’exercice en raison de l’usage du milieu d’un segment. Un doit pouvoir faire une autre
démonstration en prenant la droite (MN) comme droite de l’infini. Enfin, nous admettrons
l’existence des points M, N et O ; rappelons que la formule de Ménélaüs :

MB

MC
× NC

NA
× OA

OB
= 1

quand le point M n’existe pas devient :

NC

NA
× OA

OB
= 1

grâce au théorème de Thalès ce qui permet de faire les démonstrations sans examiner les
cas particuliers. L’objectif est de démontrer la relation :

(1)
UB

UC
× VC

VA
× WA

WB
= −1

1



qui, d’après la réciproque du théorème de Jean de Céva, est une condition suffisante pour
que les droites (AA′), (BB′), (CC′) soient concourantes ou parallèles. Nous n’examinerons
pas le cas où elles pourraient être parallèles.
Dans un premier temps, nous allons montrer par application du théorème de Ménélaüs
que les points M, N et O sont alignés conformément à la figure. Comme le point M est l’in-
tersection des droites (PR′) et (BC) la droite (PR′) est une transversale du triangle ABC
et, d’après le théorème de Ménélaüs, on a :

MB

MC
× R′C

R′A
× PA

PB
= 1 et par permutations des lettres :

NC

NA
× P′A

P′B
× QB

QC
= 1

OA

OB
× Q′B

Q′C
× RC

RA
= 1

Multiplions ces trois égalités membre à membre et regroupons les termes selon nos besoins ;
nous obtenons : 

MB

MC
× NC

NA
× OA

OB

!
×
 

R′C

R′A
× RC

RA

!
×
 

P′A

P′B
× PA

PB

!
×
 

Q′B

Q′C
× QB

QC

!
= 1.

Or les points A et B ainsi que les points P et P′ s’échangent deux à deux dans la symétrie de
centre I. Comme une symétrie centrale est une application affine et que toute application
affine conserve les rapports de mesures algébriques, on a :

PA

PB
=

P′B

P′A

par conséquent :
P′A

P′B
× PA

PB
= 1

ce qui implique :
MB

MC
× NC

NA
× OA

OB
= 1

et les points M, N et O sont alignés.

À présent, évaluons le rapport
UB

UC
. Par projection de centre A, les points M, P, A′, R′ ont

pour images respectives M, B, U, C et comme la projection centrale conserve le birapport,
on en déduit : [M, A′, P, R′] = [M, U, B, C] ce qui permet d’évaluer le rapport convoité ;
puisque A′ est le milieu de [PR′], le rapport contenant A′ vaut −1 et l’on a :

UB

UC
÷ MB

MC
= −MP

MR′
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on en déduit :

UB

UC
= −MP

MR′ ×
MB

MC
et par permutation circulaire :

VC

VA
= −NQ

NP′ ×
NC

NA

WA

WB
= − OR

OQ′ ×
OA

OB

Par produit membre à membre, on obtient :

UB

UC
× VC

VA
× WA

WB
= (−1)3 ×

= 1z }| {
MB

MC
× NC

NA
× OA

OB
×
 

MP

MR′ ×
NQ

NP′ ×
OR

OQ′

!

il ne reste pour conclure qu’à montrer que la dernière parenthèse vaut 1 elle aussi. À cette
fin, nous allons utiliser les triangles APR′, BQP′ et CRQ′. les points M, N, O sont sur
une transversale au triangle APR′ et le théorème de Ménélaüs donne :

MP

MR′ ×
NR′

NA
× OA

OP
= 1 et par permutation :

NQ

NP′ ×
OP′

OB
× MB

MQ
= 1

OR

OQ′ ×
MQ′

MC
× NC

NR
= 1

effectuons les produits membre à membre et réordonnons, nous obtenons : 
MP

MR′ ×
NQ

NP′ ×
OR

OQ′

!
×
 

NR′

NA
× NC

NR

!
×
 

OA

OP
× OP′

OB

!
×
 

MB

MQ
× MQ′

MC

!
= 1;

finalement les trois doubles produits valent chacun 1 en faisant usage des symétries cen-
trales et l’on en déduit :

UB

UC
× VC

VA
× WA

WB
= −1

ce qui prouve que les trois droites (AU), (BV) et (CW) sont concourantes ou parallèles.
Il est assez facile de montrer que quand les points P, Q et R sont astreints à rester sur les
segments côtés du triangle, ces droites ne sont pas parallèles.
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