Chinoiseries
par Jean-Marie Didry et Pierre-Yves Gaillard

Institut Elie Cartan, Universié Henri Poincaé, didry@iecn.u-nancy:.fr,
gaillard@iecn.u-nancy.fr

RESUME. On se place sur I'anneaG[X]. On donne des formules explicites pour
le theoreme chinois et on en montre diverses applications.

MOTS-CLES : theoréme chinois, division euclidiennegebmposition eglements
simples, suitesécurrentes de nombres complexes, exponentielle d’unacaatr
équation diférentielle ordinaire lireairea coefficients constants.

1 Préliminaires

Pour tout polyndmé® € C[X], ou X est une indéterminée, et tout nombre com-
plexea notonsy(a, P) la multiplicité dea comme racine dé (avec la conven-
tion u(a,0) = +o00), et, pour tout coupléP, Q) tel queP, @ € C[X],Q # 0,
définissons lanultiplicit & dea comme racine de la fraction rationnelle f :=
P/@Q) comme étant I'entier

,LL(CL, f) = M(av P) o ,LL(CL, Q)

(Cet entier ne dépendant quedet f, la définition a bien un sens.) Posons pour
touta € C
ClX]a :=A{f € C(X) | u(a, ) = 0}

Une fraction rationnelle est di&finie ena si elle appartient &£[X|,. On vérifie
C[X] c C[X], et

f,9€CXle= f+g, fg, f' € C[X].
On pose pour tout € C, u € N et toutf, g € C[X],
f=gmod (X —a) < f—ge€ (X —a)ClX],.

C’est évidemment une relation d’équivalencefSif,, g1, g» € C[X], etsif; =
gj mod (X — a)* pourj = 1,2, alors

fit =g +g2, fi f2=g1 g2mod (X —a)
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Pourf € C(X)etac Cona
pla, f) # 0= p(a, f') = pla, f) — L.
Soit f € C[X],. Limplication ci-dessus entraine
f=0mod (X —a)* «— f™(a)=0Vn < p.

En particulier ledéveloppement limié de f ena al'ordre p — 1
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DLy (f) = (X —a)" 1)
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est 'unique polyndme de degké ;. satisfaisant
DL (f) = f mod (X — a)".
Par suite on a pouf, g € C[X],
DL~ (f +g) = DLEL(f) + DLE " (g) mod (X — a), 2

DLy~ (f g) = DLy (f) DLy (g) mod (X —a)". 3)

2 Theoreme chinois

Fixons un polyndme non constabte C[X], notonsZ I'ensemble de ses racines
(on admet le théoreme fondamental de I'algébre) et ppgpn= p(a, D) pour
toute racine: de D.

Théoréme 1 (Tkeoreme chinois) Soit(P,).cz C C[X] une famille de polydmes.
Alors I'unique solutionR? € C[X| de degé < deg D des congruences

R = P, mod (X —a)* pourtouta € Z.

est donge par laformule de Taylor-Gauss(voir [1])

RX) =Y DLZ“‘l(Pa(X) b @)

ac”Z

En particulier si lesP, sont tousegauxa P, alors R est le reste de la division
euclidienne deP par D, tandis que la partie singudre de la @composition de



P/D enélements simples est ddpar lapremiere formule de Serret(voir

1)
swe () = o1 (P00 ) | ©

ace”Z

SoitQ le quotient de la division euclidienne d&par D, et soitg son degée. Alors
() est donge par ladeuxieme formule de Serret(voir [1]) :

Q(X™) =DL{(f(X™') X7) X (6)

Preuve.Sia,b € Z et sié désigne le symbole de Kronecker, alors on a, en vertu
du paragraphg 1,

5ab Pa(X) = 5ab (Pa(X) (X_CL)MG) D<X)

(X —a)ta

mod (X — b)*.

= pre( p 0 E -2 DY)
(o)

D(X) (X — a)He
Cela impliquel(®) ef{5). MontronEl(6). Définissonslkgré d’'une fraction ration-

nelleg non nulle comme étant le degré du numérateur moins celdedominateur ;
en particulier

deg g = —p(0,9(X ™). (7)
Ceci dit, posong),(X) := DL{(f(X1) X9) ou f := P/D. D'aprés le para-
graphdll il existe une fraction rationnedl@éfinie en 0 satisfaisant
FXTH X7 = Qo(X) + X7 g(X),
et donc
P(X) = D(X) XQo(X ") + X~ 'g(X™") D(X).
Commeg(X 1) est de degré& 0 par [@), cela prouvé]6). QED

Fixons une racine de D, désignons paB I'ensemble des autres racines, pour
toute application: : B — N, b — u,, notonsju| la somme des,,.

Théoréme 2 Le coefficient d¢X — a)* dansDLVe ! (-2 est

D(X)
fy — 1+ wy 1
o= 0 I (M0 s
wenB bEB o =1 (@ — )t
|u|=k



Preuve. |l suffit de multiplier les développements limités

o octee) - 0011

n=0

CQFD

Cark P (a)

Le polyndmer: du theoremgl1 est alorsy i
n.

(X —a)"™.

a€”Z
k4+n<pq

3 Suites recurrentes

Soit encoreD un polyndme non constant d& X| et ¢ son degré. Soit™ I'en-
semble des suites de nombres complexes /st¢ibpérateur de décalage qui a la
suiteu € CN associe la suitt\u € C" définie par(Au); = us,,; soit f € CV;
soientcy, . .., ¢,—1 € C; soity 'unique élement d&€" satisfaisant

D(A)y=f, yn=cypourtoutn <gq;

pour (n,t) € N? notonsg,(t) le coefficient deX™ dans le reste de la division
euclidienne deX* parD.

Théoreme 3 Sit > g alorsy, = ch gn(t) + qu_l(t —1—k) fg.

n<q k<t

La preuve de ce résultat est similaire a (et legeremiestfacile que) celle du
Théoremélb plus bas.

4 Fonctions de matrices

SoientA, 'ensemble des applications @& x C dansC et f un élément de\,.
Convenons de notef™(a) [resp. DL~ *(f)] limage d’un couple(n,a) par f
[resp. le polyndme défini pdi(1)]. Tout polyndrftgpeut-etre vu comme I'élément
(n,a) — P™(a) de A,. Il est parfois commode de désigner gaX) I'element

f deA,. Etant donnég, g € A, on veérifie qu'il existe un unique élemerfit+ g
[resp.fg] de A, satisfaisantl{2) [respl](3)] pour toutc C et touty € N*. Sia, i

et f sont comme ci-dessus etgest une fraction rationnelle définie enalors

on noteDL*!(fg) 'unique polyndme de degré 1 tel que [B). Les opérations
gue I'on vient de définir sul, prolongent les opérations correspondantes sur les
polyndmes.



Le théoreme chinois (Théorerfk 1) nous invite a défennesteR (f, D) de la
division euclidienne d’'un élément de A, par le polyndmeD fixé au début du
paragraphBl2 comme étant le polyndme

R(f, D)(X) =) DLZ“(f(X) B 8

ac”Z

C’est I'unique polyndme de degré deg D satisfaisant
DL~ (R(f. D)) = DL~ (f) Vae Z. (9)
Si ) est un polyndme non nul, alors on a
R(R(f, DQ), D) = R(f.D). (10)

En effet, en désignant pay, la multiplicité dea € Z comme racine dé), nous
obtenons en vertu dEI(9) pour taut 7

DLy Y(R(f, DQ)) = DLy ~(f)

et donca fortiori
DLAH(R(f, DQ)) = DLE"(f),

ce qui, compte tenu dgl(9) et du theoréme chinois, implfide En particulier si
A est une matrice fois p a coefficients complexes annulée pgralors la matrice

f(A) = R(f, D)(A)

ne dépend pas du choix du polyndbme annulateuet nous obtenons pour tout
f7 g S AO

(f +9)(A) = f(A) +9(A), (fg9)(A) = f(A) g(A).
NotonsA I'ensemble des applications
f:NxRxC—C, (nta)— f™a)

telles quet — f(")(¢, a) estC™ pour tout(n, a) € Nx C. DéfinissonsZ : A — A
par

N
(%) (o= 5 10
etpourf € A,t € R notonsf (¢, X) I'element(n, a) — f™(t,a) deAy.

SifeA satisfait% = F(t, f), ou F' est une application quelconque de
R x A dansA, et siA est comme ci-dessus, alof&, A) est solution de I'équation
differentielle ordinaires f(t, A) = F(t, f(t, A)).
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5 Matrice exponentielle
En particulier, vu que I'élement de A défini parf™ (¢, a) := t" e satisfait

of

— =X X)=1

= = X[ J0.X)=1,
on a% f(t,A) = A f(t,A) et f(0, A) = 1 pour toute matrice carréé annulée
par D, d’ou I'on déduit, en posant* := f(t, X),

Théoreme 4 La matrice exponentielle doée par laformule de Wedderburn
(voir [1])

e =R, D)(A) (11)

[voir (B)] dépend diférentiablement deet satisfaitd ' = A ¢4, 04 = 1.

6 Equation diff érentielle

L'unique solutiony(¢) de I'équation différentielle

dt
ou f : R — C est une fonction continue g, € C pour0 < n < ¢, s’exprime

simplement en terme dg(?), ..., g,—1(t), o g,(t) est le coefficient d&™ dans
R(etX, D)

D(d)y<t>:f<t>, SO0 =y Vn<q=degD,  (12)

Théoreme 5 On a laformule de Collet (voir [1])

R(eX,D)=> g.(t) X" =
n<q

(13)

y(t) = 3y galt) + / Gor(t — 2) f(2) da

n<q

[Pour D(X) = X on retrouve la formule de Taylor avec reste intégral.]

Preuve.En posant,, ==y, vy, := y,_1 pourl < n < g, et en désignant par
e, le dernier vecteur de la base canoniqué&Cdel’équation [I2) prend la forme

V() =Av(t)+ f(t) eq,  v(0) =1y



ou A est une matrice fois ¢ annulée paiD. On a donc

t
v(t) = ey + / f(x) et=4e, da.
0

Si pour toute matricé3 on note[B];; son coefficient en positioft, j) et[B]; sa
i-eme ligne, on obtient

y(t) = [ vo + /0 (=24, f(x) da.

Un calcul facile donngA™];; = 6,11,; pourn < g, et le Théoremgl5 résulte du
Théoremél. CQFD

Les commentaires de Richard Antetomaso, Frédéric Campacques Chong,
Jean-Pierre Ferrier et Pierre Marchand nous ont étaitiles.

[1] http ://www.lecn.u-nancy.fr/"gaillard/O
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