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RÉSUMÉ. On se place sur l’anneauC[X]. On donne des formules explicites pour
le théor̀eme chinois et on en montre diverses applications.

MOTS-CLÉS : théor̀eme chinois, division euclidienne, décomposition eńeléments
simples, suites récurrentes de nombres complexes, exponentielle d’une matrice,
équation diff́erentielle ordinaire lińeaireà coefficients constants.

1 Préliminaires

Pour tout polynômeP ∈ C[X], oùX est une indéterminée, et tout nombre com-
plexea notonsµ(a, P ) la multiplicité dea comme racine deP (avec la conven-
tion µ(a, 0) = +∞), et, pour tout couple(P, Q) tel queP, Q ∈ C[X], Q 6= 0,
définissons lamultiplicit é dea comme racine de la fraction rationnellef :=
P/Q comme étant l’entier

µ(a, f) := µ(a, P ) − µ(a, Q).

(Cet entier ne dépendant que dea et f , la définition a bien un sens.) Posons pour
touta ∈ C

C[X]a := {f ∈ C(X) | µ(a, f) ≥ 0}.

Une fraction rationnelle est ditedéfinie ena si elle appartient àC[X]a. On vérifie
C[X] ⊂ C[X]a et

f, g ∈ C[X]a ⇒ f + g, fg, f ′ ∈ C[X]a.

On pose pour touta ∈ C, µ ∈ N et toutf, g ∈ C[X]a

f ≡ g mod (X − a)µ ⇐⇒ f − g ∈ (X − a)µ
C[X]a.

C’est évidemment une relation d’équivalence. Sif1, f2, g1, g2 ∈ C[X]a et sifj ≡
gj mod (X − a)µ pourj = 1, 2, alors

f1 + f2 ≡ g1 + g2, f1 f2 ≡ g1 g2 mod (X − a)µ.
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Pourf ∈ C(X) eta ∈ C on a

µ(a, f) 6= 0 ⇒ µ(a, f ′) = µ(a, f) − 1.

Soitf ∈ C[X]a. L’implication ci-dessus entraı̂ne

f ≡ 0 mod (X − a)µ ⇐⇒ f (n)(a) = 0 ∀ n < µ.

En particulier ledéveloppement limit́e def ena à l’ordre µ − 1

DLµ−1
a (f) :=

µ−1
∑

n=0

f (n)(a)

n!
(X − a)n (1)

est l’unique polynôme de degré< µ satisfaisant

DLµ−1
a (f) ≡ f mod (X − a)µ.

Par suite on a pourf, g ∈ C[X]a

DLµ−1
a (f + g) ≡ DLµ−1

a (f) + DLµ−1
a (g) mod (X − a)µ, (2)

DLµ−1
a (f g) ≡ DLµ−1

a (f) DLµ−1
a (g) mod (X − a)µ. (3)

2 Théorème chinois

Fixons un polynôme non constantD ∈ C[X], notonsZ l’ensemble de ses racines
(on admet le théorème fondamental de l’algèbre) et posons µa := µ(a, D) pour
toute racinea deD.

Théorème 1 (Th́eorème chinois) Soit(Pa)a∈Z ⊂ C[X] une famille de polyn̂omes.
Alors l’unique solutionR ∈ C[X] de degŕe< deg D des congruences

R ≡ Pa mod (X − a)µa pour touta ∈ Z.

est donńee par laformule de Taylor-Gauss(voir [1])

R(X) =
∑

a∈Z

DLµa−1
a

(

Pa(X)
(X − a)µa

D(X)

)

D(X)

(X − a)µa
(4)

En particulier si lesPa sont touségauxà P , alors R est le reste de la division
euclidienne deP par D, tandis que la partie singulière de la d́ecomposition de
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P/D en éléments simples est donnée par lapremière formule de Serret (voir
[1])

Sing

(

P

D

)

=
∑

a∈Z

DLµa−1
a

(

P (X)
(X − a)µa

D(X)

)

1

(X − a)µa
(5)

SoitQ le quotient de la division euclidienne deP par D, et soitq son degŕe. Alors
Q est donńee par ladeuxième formule de Serret(voir [1]) :

Q(X−1) = DLq
0(f(X−1) Xq) X−q (6)

Preuve.Si a, b ∈ Z et siδ désigne le symbole de Kronecker, alors on a, en vertu
du paragraphe 1,

δab Pa(X) = δab

(

Pa(X)
(X − a)µa

D(X)

)

D(X)

(X − a)µa

≡ DLµa−1
a

(

Pa(X)
(X − a)µa

D(X)

)

D(X)

(X − a)µa
mod (X − b)µb .

Cela implique (4) et (5). Montrons (6). Définissons ledegréd’une fraction ration-
nelleg non nulle comme étant le degré du numérateur moins celui du dénominateur ;
en particulier

deg g = −µ(0, g(X−1)). (7)

Ceci dit, posonsQ0(X) := DLq
0(f(X−1) Xq) où f := P/D. D’après le para-

graphe 1 il existe une fraction rationnelleg définie en 0 satisfaisant

f(X−1) Xq = Q0(X) + Xq+1g(X),

et donc
P (X) = D(X) XqQ0(X

−1) + X−1g(X−1) D(X).

Commeg(X−1) est de degré≤ 0 par (7), cela prouve (6). QED

Fixons une racinea deD, désignons parB l’ensemble des autres racines, pour
toute applicationu : B → N, b 7→ ub, notons|u| la somme desub.

Théorème 2 Le coefficient de(X − a)k dansDLµa−1
a ( (X−a)µa

D(X)
) est

ca,k := (−1)k
∑

u∈N
B

|u|=k

∏

b∈B

(

µb − 1 + ub

µb − 1

)

1

(a − b)µb+ub
.
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Preuve.Il suffit de multiplier les développements limités

DLµa−1
a

(

1

(X − b)µb

)

=

µa−1
∑

n=0

(

µb − 1 + n

µb − 1

)

(−1)n(X − a)n

(a − b)µb+n
.

CQFD

Le polynômeR du théorème 1 est alors
∑

a∈Z
k+n<µa

ca,k P
(n)
a (a)

n!
(X − a)k+n.

3 Suites ŕecurrentes

Soit encoreD un polynôme non constant deC[X] et q son degré. SoitCN l’en-
semble des suites de nombres complexes ; soit∆ l’opérateur de décalage qui à la
suiteu ∈ C

N associe la suite∆u ∈ C
N définie par(∆u)t = ut+1 ; soit f ∈ C

N ;
soientc0, . . . , cq−1 ∈ C ; soity l’unique élément deCN satisfaisant

D(∆) y = f, yn = cn pour toutn < q ;

pour (n, t) ∈ N2 notonsgn(t) le coefficient deXn dans le reste de la division
euclidienne deX t parD.

Théorème 3 Si t ≥ q alorsyt =
∑

n<q

cn gn(t) +
∑

k<t

gq−1(t − 1 − k) fk.

La preuve de ce résultat est similaire à (et légèrement plus facile que) celle du
Théorème 5 plus bas.

4 Fonctions de matrices

SoientΛ0 l’ensemble des applications deN × C dansC et f un élément deΛ0.
Convenons de noterf (n)(a) [resp.DLµ−1

a (f)] l’image d’un couple(n, a) par f
[resp. le polynôme défini par (1)]. Tout polynômeP peut-être vu comme l’élément
(n, a) 7→ P (n)(a) deΛ0. Il est parfois commode de désigner parf(X) l’élément
f deΛ0. Étant donnésf, g ∈ Λ0 on vérifie qu’il existe un unique élémentf + g
[resp.fg] deΛ0 satisfaisant (2) [resp. (3)] pour touta ∈ C et toutµ ∈ N∗. Si a, µ
et f sont comme ci-dessus et sig est une fraction rationnelle définie ena, alors
on noteDLµ−1

a (fg) l’unique polynôme de degré< µ tel que (3). Les opérations
que l’on vient de définir surΛ0 prolongent les opérations correspondantes sur les
polynômes.
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Le théorème chinois (Théorème 1) nous invite à définirle resteR(f, D) de la
division euclidienne d’un élémentf deΛ0 par le polynômeD fixé au début du
paragraphe 2 comme étant le polynôme

R(f, D)(X) :=
∑

a∈Z

DLµa−1
a

(

f(X)
(X − a)µa

D(X)

)

D(X)

(X − a)µa
(8)

C’est l’unique polynôme de degré< deg D satisfaisant

DLµa−1
a (R(f, D)) = DLµa−1

a (f) ∀ a ∈ Z. (9)

Si Q est un polynôme non nul, alors on a

R(R(f, DQ), D) = R(f, D). (10)

En effet, en désignant parνa la multiplicité dea ∈ Z comme racine deQ, nous
obtenons en vertu de (9) pour touta ∈ Z

DLµa+νa−1
a (R(f, DQ)) = DLµa+νa−1

a (f)

et donca fortiori
DLµa−1

a (R(f, DQ)) = DLµa−1
a (f),

ce qui, compte tenu de (9) et du théorème chinois, implique(10). En particulier si
A est une matricep fois p à coefficients complexes annulée parD, alors la matrice

f(A) := R(f, D)(A)

ne dépend pas du choix du polynôme annulateurD, et nous obtenons pour tout
f, g ∈ Λ0

(f + g)(A) = f(A) + g(A), (fg)(A) = f(A) g(A).

NotonsΛ l’ensemble des applications

f : N × R × C → C, (n, t, a) → f (n)(t, a)

telles quet 7→ f (n)(t, a) estC∞ pour tout(n, a) ∈ N×C. Définissons∂
∂t

: Λ → Λ
par

(

∂f

∂t

)(n)

(t, a) :=
d

dt
f (n)(t, a),

et pourf ∈ Λ, t ∈ R notonsf(t, X) l’élément(n, a) 7→ f (n)(t, a) deΛ0.

Si f ∈ Λ satisfait ∂f

∂t
= F (t, f), où F est une application quelconque de

R×Λ dansΛ, et siA est comme ci-dessus, alorsf(t, A) est solution de l’équation
différentielle ordinaired

dt
f(t, A) = F (t, f(t, A)).
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5 Matrice exponentielle

En particulier, vu que l’élémentf deΛ défini parf (n)(t, a) := tn eat satisfait

∂f

∂t
= Xf, f(0, X) = 1,

on a d
dt

f(t, A) = A f(t, A) et f(0, A) = 1 pour toute matrice carréeA annulée
parD, d’où l’on déduit, en posantetX := f(t, X),

Théorème 4 La matrice exponentielle donnée par laformule de Wedderburn
(voir [1])

etA := R(etX , D)(A) (11)

[voir (8)] d épend diff́erentiablement det et satisfait d
dt

etA = A etA, e0A = 1.

6 Équation diff érentielle

L’unique solutiony(t) de l’équation différentielle

D

(

d

dt

)

y(t) = f(t), y(n)(0) = yn ∀ n < q := deg D, (12)

où f : R → C est une fonction continue etyn ∈ C pour0 ≤ n < q, s’exprime
simplement en terme deg0(t), . . . , gq−1(t), oùgn(t) est le coefficient deXn dans
R(etX , D) :

Théorème 5 On a laformule de Collet (voir [1])

R(etX , D) =
∑

n<q

gn(t) Xn =⇒

y(t) =
∑

n<q

yn gn(t) +

∫ t

0

gq−1(t − x) f(x) dx

(13)

[PourD(X) = Xq on retrouve la formule de Taylor avec reste intégral.]

Preuve.En posantvn := y(n−1), v0n := yn−1 pour1 ≤ n ≤ q, et en désignant par
eq le dernier vecteur de la base canonique deCq, l’équation (12) prend la forme

v′(t) = A v(t) + f(t) eq, v(0) = v0
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oùA est une matriceq fois q annulée parD. On a donc

v(t) = etAv0 +

∫ t

0

f(x) e(t−x)Aeq dx.

Si pour toute matriceB on note[B]ij son coefficient en position(i, j) et [B]i sa
i-ème ligne, on obtient

y(t) = [etA]1 v0 +

∫ t

0

[e(t−x)A]1q f(x) dx.

Un calcul facile donne[An]1j = δn+1,j pourn < q, et le Théorème 5 résulte du
Théorème 4. CQFD

Les commentaires de Richard Antetomaso, Frédéric Campana, Jacques Choné,
Jean-Pierre Ferrier et Pierre Marchand nous ont été trèsutiles.

[1] http ://www.iecn.u-nancy.fr/˜gaillard/0

5 janv. 2006
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