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@ ACBED
FHGJI(GLKMFHNPO�FQKRI�SRI8GTKMFUN
VXWHY5Z1[]\_^`ZRa`Z�Y5bcad\JZ�a�Y5be[faga`h1ijh1a`Z1WlkTZ6^gmHn o,[lplqrWtsvu�Z�a`wcZ�a1svxva`Z1^`WlZ1y{z}|VXW~^`ZgpfbeWvWfZg[vW�Z1^`Y=��kTZ_�&��WlZ E plq�a�q�wchgY=�&a�y�� Z1^`Y=��kTZE�eZ1kL\JbcaJq�Z1y E |]�PZ6k�qf�cZ1[f\Pplq�a`Z� [t� bcW���[lWlZ���kL\�q�beWHpl[Hwca`be[fY5Z���pvplq{\�qri�plZ E

E × E −→ E
(A, ~u) 7−→ A+ ~u

� [lqlZ1^d\P^`qr��Yvy�Z1��Z6Wc\�\Ja���Wl^Jq{\�q{�eZ�� E Z1^d\PWfbeW��fqrpfZcseZT\�Y5be[la�\Jbe[]\PkTbe[fY=y�Z (A,B)
plZ E qryZT�lq�^d\`Z�[lWH[lWvq � [fZ ~u ∈ E \JZ1y � [fZ A+ ~u = B

|=VXWHWfb�\JZ���y�bcaJ^
~u =
−−→
AB

|?�$����a`Z1yj�2\Jq�beW
pfZ����v��^`y�Z1^ −−→

AB +
−−→
BC =

−→
AC

ZT�]YvaJq��~Z�y�Z�i���q�\ � [?� beW���[lWfZM��kL\�q�beW
pfZRwca`be[lY5Zc|{�� WlZ��&YlYvyrq�k1�2\�q�beW
f : E → F Z1We\Ja`ZMZ1^dY5��kTZ1^X�&��WlZ1^,plq�aJq�wch6^_Y=�&a

E
ZT\
F
a`Z6^dY5Z1kT�\�q{�eZ1�~Z1Wc\�Z1^d\�pvq{\JZ
�2��WlZU^�� qry�ZT�lq�^d\`ZH[lW�Y5beq�We\

O ∈ E ZT\~[lWfZ
�&YlYvyrq�k6�6\�q�beW�yrq�Wfh2��q�a`Z
~f : E → F

\JZ1yry�Z � [lZcs�Y5be[fa�\Jbe[]\ M ∈ E s f(M) = f(O) + ~f(
−−→
OM)

|�o,y�b�a�^ ~f WfZpfh1Y5Z1Wlp~Y=��^�pl[�k��fbeq��~pfZ
O
�e^`q

A
Z1^�\P[lW���[]\Ja`Z�Y5beq�We\PpfZ E scbeW��XY5be[fa�\Jbe[]\ M ∈ E �

f(M) = f(O) + ~f(
−−→
OM) = f(O) + ~f(

−→
OA+

−−→
AM)

= f(O) + ~f(
−→
OA) + ~f(

−−→
AM) = f(A) + ~f(

−−→
AM) .

V,W��&YlY5Z1yry�Z ~f y$� �&YlY=y�qrk1�2\�q�beW
yrq�Wfh2�&q�a`ZM��^`^dbfk�q�h�Z�m f |� W�Z1^`Y=��kTZH�&��WfZQZ1[vk�y�qrplq�Z1W�Z1^�\~[lW�Z1^`Y=��kTZH�&��WfZU^J[fa
R
plq�aJq�w�hUY=�&a�[lW�Z1^dY5��kTZ�eZ1kL\JbcaJq�Z6y��M[vWlq�pt� [lWfZ�^�\JaJ[vkL\�[fa`Z
Z1[lk�yrq�pvq�Z1WvWfZcs�k�| ��m2�}pt|�p?� [vW�Yla`bfpl[lq�\�^`k6��yr��q�aJZc| � WfZqr^dbe��hT\JaJq�Z�p?� [vW�Z6^dY=��kTZ_�&��WfZ�Z1[vk�y�qrplq�Z1W E Z6^�\�[vWfZ_�2YvYvyrq�k1�2\�q�beW��&��WfZ f : E → E \JZ1yry�Z� [fZ�y����&YlYvyrq�k6�6\�q�beW�y�qrWfh6��q�a`Zg��^J^dbfk�q�h1Z��&YlY5�&ad\�q�Z1WvWfZg��[Mwca`be[fY/Z�bcad\��fbcwcbeWv��y/� ~f ∈ O(E)

|�?Z6^Pqr^dbe�~hT\JaJq�Z1^�pfZ E ijbcaJ��Z6Wc\E[lWQw�aJbc[lY5Z � [fZXy$� bcWUWfb�\JZ�a�� Isom(E)
s*ZT\�y$� �&YlY=y�qrk1�2\�q�beW

f 7→ ~f
Z1^d\_[lWH�lbe��be��bca`Yv�vq�^J��ZR^J[fa$��Z1kL\�q�i8pfZ

Isom(E)
^`[fa

O(E)
|��Z�Wfb6 ]��[~pfZ�y$� �fbe��be��bca`Y=�lq�^J��Z

Isom(E)→ O(E)
Z1^d\�y�Zg^dbe[l^d�¡wca`be[fY5Z�plqr^�\�q�Wlwc[lh

T(E �RplZ1^�\Ja���Wl^Jyr�2\�q�beWl^MpfZ E |��8�U\Ja���Wl^Jyr�2\�q�beW�pfZ��eZ1kL\JZ1[la ~u ∈ E
Z1^d\�y����&YlY=y�qrk1�2\�q�beW

t~u : E → E plh�¢vWlq�Z~Y=�&a t~u(M) = M + ~u
|�V,W£�

t~u(M) = t~u(O) +
−−→
OM

stZT\�plbeWlk
−→
t~u = IdE

|�¤gh1k�q�Yla`b � [fZ6��Z1We\�^Jq f : E → E Z1^�\�[lWfZ��&YvYvy�qrk1�2\�q�beW¥�&��WlZQ\JZ1yry�Z � [fZ
~f = IdE

s���y�bcaJ^XZ1W
k��fbeqr^`qr^`^��&We\
O ∈ E Z�\�Z1W¦Y/bc^���Wc\ ~u =

−−−−→
Of(O)

stbcW£�QY5be[faX\Jbe[]\
M ∈ E �

f(M) = f(O) +
−−→
OM = O + ~u+

−−→
OM = M + ~u = t~u(M) .

�?Z�wca`be[fY5Z���plpvq{\�q�i(pfZ
E
Z1^�\_q�^`be��bca`Yv�lZ�m

T(E)
Y=�&a

~u 7→ t~u
|

§



VXW¨Y5Z1[f\©a`h1^J[l��Z1a©yj�¥^Jq{\�[v�2\�q�bcW¨Y5�2a¦yj�¥^J[lq{\JZ�ZT�v��kL\JZ�pt� �fbe��be�~bca`Yv�lqr^`�~Z1^�pfZwca`be[fY5Z6^R�
1 −→ E −→ Isom(E) −→ O(E) −→ 1

f 7−→ ~f
~u 7−→ t~u .

ª k�q
1
pfh1^Jq�weWlZRy�ZXwca`be[lY5Z,\JaJq{�lqr��y?m�[lWH^dZ6[ly/h1y�h6��Z1We\6s]Z�\�y$� ZT�l��kL\�q�\�[lpfZ�pfZ�yr��^`[lq�\JZ,�cZ6[]\plq�a`Z � [fZ�y�� qr���&wcZ�pfZ�k��v� � [fZ��fbe��be��bca`Y=�lq�^J��ZRZ1^�\gh�w*��y���[HWfb6 ]��[
pl[
^`[lq��c�&We\6|��Z1^Rh6y�h1�~Z1Wc\�^�plZ

O(E)
beWc\�Y5be[fa�plhT\JZ�aJ�~qrWv��Wc\ ±1 « bcW£Wfb�\JZ O+(E)

y�Z1^�^dbe[v^��wca`be[fY5ZPpvq�^d\JqrWfwe[fh�plZ1^�qr^dbe��h�\`a�q�Z1^�plZPpfh�\`Z1aJ�~qrWv��Wc\
1
�$q�^`be��hT\JaJq�Z1^�plq�a`Z1kL\JZ1^L�Ls1ZT\

O−(E)^dbeW�k�bc�~Yvy�h1��Z1We\L�&q�a`Z¬�$q�^`be��hT\JaJq�Z1^�q�Wlpvq�a`Z6kL\JZ1^��L|�V,W­Wfb�\JZ
Isom+(E)

y�ZH^dbe[l^d�¡wca`be[fY5Z
plqr^�\�qrWfwe[fh¬pfZ

Isom(E) � [lq,Z1^�\Hy$� q����2wcZ¦a`h1k�q�Yla`b � [lZ¬pfZ O+(E)
Y5�&a

f 7→ ~f « ^`Z1^h1y�h1��Z6Wc\�^8^dbeWe\(pfZ6^8q�^`be��hT\JaJq�Z1^8plq�a`Z1kL\JZ1^�be[Mplh�Yvyj��kTZ1��Z6Wc\�^8pfZ E |cVXWMWfb�\JZ Isom−(E)
y�ZkTbe�~Yvy�h6��Z1We\���q�a`Zcs2^dZ6^�h6y�h1�~Z1Wc\�^8^dbeWe\(y�Z1aJ^8q�^`be��hT\JaJq�Z1^�qrWlplq�a`Z1kL\JZ1^8be[��&We\�q�plh�Yvyj�&k�Z1��Z1We\�^pfZ E |

®_¯�°*±2²*³�²e°�´¶µ�·L¸�¹�ºv»&¼c½�¾l¿�¹$¼�ºl¸~À]·
Isom(E) Á�Â ½ ÂLÃ ·Tº=¿�¸�À*·�Ä�Å�ÆLÆ Â ½dÇ ¹$À*·Tº=¿�¹�¿ Â�È ¸�¼�º=¿_½�·L¸¸LÉ Ã�Â ¿�ÆL¹$·L¸�¼�ÆT¿�Êf¼�Ëe¼�º5Åc½r·L¸PÌlÅ�Æ�ÆdÅTÌeÌf¼�ÆT¿�Å�¾cÍ�¸�¼�¾*¸LÎ`·L¸}ÌlÅeÄ�·L¸�ÅdÏ�º/·L¸�À*· E Ð

®_¯�°*±2²*³�²e°¬Ñ Á�ÒÔÓ ÆJ·L¸Lº/·�½ Õ�Ì Ð�Ö�×=ØLÈ
Ù ¼�¹�¿ f : E → E Ð ¾fº/·¦ÅLÌeÌ/½�¹$Ä�Åc¿�¹$¼�º"·Tºl¸1· Ã�Ú ½{¹j¸T¿}· ÐÛ¬¼�º5¿�ÆJ·LÆ�Ü�¾v·
f
·L¸T¿�¾fº/·R¹Ô¸�¼ Ã�Â ¿�ÆL¹¡·�ÅdÏ�º/·X¸L¹�·�¿�¸�·T¾l½�· Ã ·Tº=¿(¸L¹5Ìl¼�¾]Æ�¿¡¼�¾]¸ M Ý N À*· E¼�º
Å

d(M,N) = d(f(M), f(N)) Á ¼�Þ d ·L¸T¿�½�ÅQÀ�¹Ô¸T¿¡Å�º5ÄL· d(M,N) = ‖−−→MN‖ ÈeÐ
ß be[la�kTZ�pfZ6[]�fq�à1��ZRZT�fZ�aJk�qrkTZcsf�cbeqrk�q � [fZ1y � [lZ1^�qrWlplqrk1�2\�q�beWl^EY5be[la�y�Z,\Ja���q�\JZ�a�pfZ����2�Wlq�à�a`ZRplq�á5h�a`Z1We\JZRpfZXkTZ6y�y�ZRpfZ~n xla`Z6^`WfZ6y{z}| � WlZR�&YvYvy�qrk1�2\�q�beWUpt� [lWQZ1^`Y=��kTZ��&��WfZXp=�&Wv^E[lW��[]\Ja`Z�Z1^�\��&��WlZ~^`q8ZT\�^`Z1[ly�Z1��Z6Wc\�^`q8Z1yry�Z�Yva`h1^dZ�a`�cZ~y�Z1^Xâ=�&ad lkTZ1We\`aJZ1^~��y�Z1^Xâ=�&ad lkTZ1We\`a`Z6^pfZ
pfZ1[f��Y5beq�Wc\�^~^`[f��^dZ1We\~Y5be[fa~y�Z6^�Z6^dY=��kTZ6^~�&��WfZ6^�a`h�Z6y�^L���X�ebeq�a�n o,[lpvq�W]z}|�ã][lYlY5b��^dbeWv^
C = αA + (1 − α)B

���eZ1k
0 < α < 1

|�VXW­�©��y�bcaJ^
d(A,B) = d(A,C) +

d(C,B)
ZT\
αd(A,C) = (1− α) d(C,B)

|vä,bcWvk
d(f(A), f(B)) = d(f(A), f(C)) +

d(f(C), f(B))
ZT\
αd(f(A), f(C)) = (1−α) d(f(C), f(B)) « plZ�yj��Yva`Z1�~q�à�a`ZPh1we��yrq{\JhbeWUpfh1pl[vq{\ � [lZ C Z1^�\g��yrq�weWfh����eZ1k

A
Z�\
B
ZT\�Z1Wc\Ja`Z

A
ZT\
B
s]Z�\g���cZ6kXyr��pfZ1[]�lq�à1�~ZXbeWkTbeWlk1y�[]\

f(C) = αf(A) + (1−α) f(B)
|vV,WUyr��q�^J^dZ�mMyr�My�Z1kL\JaJqrkTZRy�ZR^dbeqrWQpfZXa`h�wey�Z�aEy�Zk1��^�plZ1^_�&[f\Ja`Z1^��c��y�Z6[faJ^gpfZ

α
|

å æ�K�ç(èêéëç8B�ìHíUG�I�éMO�î�ïLSMN�N�GLD
îPSRI8GTKMFðìQégNñG�N?KMèêB�I�ç(GTégN
òMó�ô]õ ±2ö]÷£°�´�ødù õ ±&÷£°�± ô]ú8û ³jü6°vý Ù ¼�¹�¿ f ∈ Isom(E) Ð/þ ½�·JÍ�¹j¸T¿}·R¾fº/·R¾]º=¹�Ü�¾=·�À Â Ä�¼ Ã ÎÌl¼&¸L¹�¿$¹�¼�º

f = t~u g
¿}·�½Ô½r·MÜ�¾=·

ÖeÐ g ÅeÀ Ã ·�¿�Å�¾ Ã ¼�¹�ºl¸R¾]º�Ìl¼�¹Ôº5¿vÿ8Í*· Ý� Ð ~f(~u) = ~u Ð�M·�Ì/½�¾]¸ Ý g ·�¿ t~u Ä�¼ Ã�Ã ¾l¿}·Tº=¿ Ð
� °]÷��v±�� û °��_ª y,W?� Z6^�\UY=��^Uplq���k1q�y�Z¬pfZ¬pfh1kTbe��Y/bc^`Z�aU[lWlZ¦qr^dbe��hT\JaJq�Z¬�&��WfZ¬^dbe[l^Uyr�ijbcaJ�~Z

f = t~u g
���eZ1k

g
qr^dbe��h�\`aJq�Z�Y5be^J^dh1pv��We\��&[���beq�Wv^�[lW£Y5beq�We\M¢f�fZc|�ä,ZQi���q{\6s�^JqbeW
¢f�]Z

O ∈ E s=beWHY/Z1[]\,pfh1¢vWlq�a_Y5be[fa�\Jbe[]\ ϕ ∈ O(E)
y$� qr^dbe�~hT\JaJq�Z��&��WfZ

sO(ϕ)
Y=�&a

sO(ϕ)(M) = O + ϕ(
−−→
OM) « k�� Z1^�\�y�� [vWlq � [fZ~qr^dbe��h�\`a�q�Z~�&��WfZ~pt���&YlYvyrq�k1�2\�q�bcW¬yrq�Wfh2��q�a`Z��^`^`bfk�q�h�Z

ϕ
�� ]�&We\

O
Y5be[fa�Y5beq�We\�¢l�]Zc|�V,W­�¦�&y�bcaJ^�s�Y5be[la�\Jbe[]\

f ∈ Isom(E)
s
f =

t−−−→
Of(O)

sO(~f)
|?�?Z�Y/bcqrWc\�k1y�h�pv��Wl^Ry�Z�\��fh1b�aJà1��Z�Z1^d\ � [t� beW¬pfZ1����WlpfZ � [fZ~y�Z��eZ1kL\JZ1[la

pfZR\Ja���Wl^`yj�2\Jq�beWH^`beq{\g¢f�fhRY=�&a ~f |
	



�Pbe����Z1W�
TbeWl^EY=�&ag��beWe\Ja`Z�ag[lWfZ�Yla`bcYla�q�hT\Jh � [lq?Wfbe[v^�^`Z�a���[]\�q�y�Z~�
E
·�¸T¿(½�Å�¸�¼ Ã�Ã ·XÀ�¹�Æ`·JÄ1¿}·X¼�ÆT¿�Êf¼�Ëe¼�º5Åc½r·,À*· F = ker(IdE− ~f)

·�¿�À*·
G = im(IdE− ~f) Ð�Pbe����ZMyj��^dbe����ZMplZ1^Xplq��~Z1Wl^Jq�beWl^,plZ1^XpfZ1[]�©^dbe[v^��¡Z1^`Y=��kTZ1^,Z1^�\

dim(E)
s/q�y8^J[lir�

¢f\QpfZ���beWc\Ja`Z1a � [t� qry�^�^`beWc\�bcad\��fbcwcbeWv��[]�t| ß a`Z6WfbeWl^�pfbeWlk x \JZ1y � [fZ ~f(x) = x
ZT\

��beWe\Ja`beWl^ � [?� qrytZ1^�\gbcad\��lb�wcbeWv��y�m y − ~f(y)
Y5be[fa�\Jbc[f\

y ∈ E |5V,W
k1��y�k1[ly�Z
x · (y − ~f(y)) = x · y − x · ~f(y) = x · y − ~f(x) · ~f(y) = 0 ,

kTZ � [lq���beWc\Ja`Z�yj��Yla`bcYlaJq�hT\JhM�&WvWfbeWlkTh1Z~� E = F
⊥
⊕ G |���lbeq�^Jq�^`^`beWl^,[lW�Y5beq�We\

A ∈ E |tãf[fYlY5be^`bcWv^ � [t� q�y�ZT�lq�^d\`Z�[vWfZ�pfh1k�bc�~Y5be^`q�\Jq�beW f =

t~u g
k�be�~��Z�pv��Wl^gy�ZR\��fh�bca`à6��ZcslZT\_^`beq{\

O
[lWHY5beq�We\g¢f�fZ�pfZ

g « ��y�bcaJ^ −−−−→Of(O) = ~u
Z�\

~f(~u) = ~u
|5VXW
�
−−−−→
Af(A) =

−→
AO +

−−−−→
Of(O)−−−−−−−→f(A)f(O) = ~u+ (

−→
AO −−−−−−−→f(A)f(O))

ZT\�pfbeWlk
~u
Z1^d\Pyj�Rk�be��Y5be^J��We\`Z_^dZ1y�beW

F
pfZ −−−−→
Af(A)

p=��Wl^�yr��pfh6kTbe��Y5be^Jq{\�q�beW~Z1W�^dbe�~��Z
plq�a`Z1kL\JZ�bcad\J�lbcwcbcW=��y�Z

E = F
⊥
⊕ G |5�PZ1k1q?��beWc\Ja`Z�y$� [lWlqrk�q{\Jh�pfZ�yr��plh1kTbe��Y5be^Jq{\�q�bcW?|ãfqPy$� beW�plh�¢vWlq�\

~u
Y=�&a −−−−→

Af(A) = ~u + ~v
���eZ1k

~u ∈ F
ZT\
~v ∈ G

s8ZT\ � [?� beW�Y5be^dZ
g = t−~u f

s���y�bcaJ^�beW��gâvq�Z1W ~f(~u) = ~u
| ß �&a(pfh�¢=Wlq�\Jq�beWMplZ

G
s
~v
Y/Z1[]\�^�� h1kTa�q�a`Z

~w− ~f(~w)
|ß be^dbeWl^

O = A+ ~w
|lo,y�bcaJ^

g(O) = f(O)− ~u = f(A) + ~f(~w)− ~u = f(A) + (~u+ ~w − −−−−→Af(A))− ~u
= A+ ~w = O ,

kTZ � [lq���beWc\Ja`Z � [fZ g � O kTbe�~��ZRY5beqrWc\g¢f�fZc|ß be[lagyr��plZ�aJWlq�à�a`Z�Y=�&ad\�q�Z�pl[U\��fh�bca`à1�~Zcslqry?^`[f��\_plZ�k1��yrk�[ly�Z�a
g t~u = t~g(~u) g = t~f(~u) g = t~u g .

®_¯�°*±2²*³�²e°
� µ�·L¸�Ìl¼�¹�º=¿�¸Mÿ8Í]·L¸¬À�¾
g
À�¾¶¿�Ê Â ¼�Æ�� Ã ·
À*·���¼�Æ Ã ·¬Æ Â À�¾]¹�¿}·���¼�Æ Ã ·Tº=¿�¾]º¸�¼�¾]¸�Î`·L¸}ÌlÅeÄL·~ÅdÏ�º/· F À�¹�ÆL¹rË Â ÌlÅ�Æ F = ker(IdE − ~f) Ð�� ·�¸�¼�¾]¸�Î`·L¸}ÌlÅeÄL· F Ìv·T¾l¿���¿�ÆJ·Ä�Å�Æ`ÅeÄ1¿ Â ÆL¹j¸ Â Ä�¼ Ã�Ã ·,½dÇ ·Tºl¸1· Ã�Ú ½r·XÀ*·L¸�Ìl¼�¹�º=¿�¸ M ¿}·�½�¸,Ü�¾v·

d(M, f(M))
¸�¼�¹�¿ Ã ¹Ôºv¹ Ã ¾ Ã�Ð

��Z~\��fh�bca`à1�~Z�plZ�iÔbcaJ��Z�a`h1pl[vq{\JZ�Y5Z�a���ZT\Myj�Hk1yr��^`^Jq�¢=k1�2\�q�beW£pfZ6^�q�^`be��hT\JaJq�Z1^�pfZ E smHY5�2a`\Jq�aMpfZQkTZ6y�y�ZQpfZ1^Mq�^`be��hT\JaJq�Z1^�plZ
E
| ß �2aMZT�]Z6��Yvy�Zcs�^Jq

E
Z1^d\�[lW£Yvyj��W
�cZ1kT\`bcaJq�Z1yZ1[vk�y�qrplq�Z1WtsvbcW
^J��q�\ � [fZ�y�Z1^�h1y�h6��Z1We\J^gpfZ O(E)

^dbeWc\§ �Uy�� qrpfZ1We\Jq�\Jhcs
	 �Uy�Z6^Ea`b�\L�2\�q�beWl^gpfZ�kTZ6Wc\Ja`Z�y�� bcaJq�wcqrWfZcs
� �Uy�Z6^Ea`h��vZT�fq�beWl^�bcad\��fbcwcbeWv��y�Z6^EY=�&a�a��&YvY5bcad\_m�[lWlZ�pla`beq{\JZX�eZ1kL\JbcaJq�Z1y�y�Zc|�?Z6^ § �,ZT\ 	 �X^dbeWe\Mplq�a`Z1kL\JZ1^1s � �Xq�Wlpvq�a`Z1kT\`Z6^�|���Z1^�pvq���Z6Wl^`q�beWl^�pfZ1^�^dbe[l^d�¡Z1^`Y=��kTZ1^�¢f�]Z6^^dbeWe\Qa`Z1^`Y5Z1kL\�q{�eZ1�~Z1Wc\ 	 s��£ZT\ § |��Xa���kTZ¦��[¥\��fh�bca`à1�~Z©pfZ¦ijbcaJ�~Z�a`h1pv[lq{\JZcsPbeW ��yr�pfZ6^`kTaJq�Yf\�q�beW
pfZ6^Eh1y�h1��Z6Wc\�^�pfZ

Isom(E)
�§ �Uy�� qrpfZ1We\Jq�\Jhcs§ �{�Uy�Z1^E\Ja���Wl^`yj�2\�q�beWl^���plZX�eZ1kL\JZ1[fa_WfbeW
W*[lyÔ�Ls

	 �Uy�Z6^Ea`b�\L�2\�q�beWl^gpfZ�kTZ6Wc\Ja`Z�[lWUY/bcqrWc\,pfZ E s� �Uy�Z6^Ea`h��vZT�fq�beWl^�bcad\��fbcwcbeWv��y�Z6^EY=�&a�a��&YvY5bcad\_m�[lWlZ�pla`beq{\JZ�plZ E s� �{�Uy�Z1^R^d f�~hT\JaJq�Z1^Rwcyrq�^J^dh�Z6^�s?kTbe��Y5be^`q�\�q�beW¬pt� [lWfZ~a`h��lZT�lq�beW¬b�a`\J�lbcw�beW=��y�Z�Y=�&aRa��&Yf�Y5bcad\,m�[lWfZ�pfa`beq�\JZ�pfZ E ZT\_pt� [lWfZR\Ja���Wl^`yj�2\�q�beWUY=�&a���yry�à6y�ZMm�kTZT\`\JZ�pla`beq{\JZc|

�



�?Z6^��&YlYvyrq�k1�2\�q�bcWv^�yrq�Wfh2��q�a`Z1^M��^`^`bfk�q�h1Z1^���[]�¬qÔ�,ZT\Mq��{�,plZ�kTZ�\d\JZ�yrq�^d\`Z�^dbeWe\�pfZ6^�qj�XpfZ�yr�yrq�^�\JZ
Yva`h1kTh1plZ1Wc\JZc|��?Z6^~q$����^dbeWe\�y�Z6^�q�^`be��hT\JaJq�Z1^��&��WlZ1^�^J��Wl^~Y5beq�We\�¢l�]Zcs�y�Z6^�qj�~���cZ6kY5beqrWc\g¢f�fZc|
� W�plqr��Z1Wl^Jq�beW~Yvyr[l^�wca���WlpfZescqrylZ1^d\�â5beW~pfZ_k�bcWvWv� �r\Ja`Z_yr��^�\JaJ[lkL\�[la`ZgpfZ1^�qr^dbe��h�\`a�q�Z1^�eZ1kL\JbcaJq�Z6y�y�Z1^�|=¤_�&YlY5Z1y�beWl^_m�kTZ�^J[&��Z�\_y�Z�a`h1^`[vy{\L�2\_^`[vq{�c��Wc\6|

òMó�ô]õ ±2ö]÷£°¬Ñ Ù ¼�¹�¿ ϕ ¾fº/·�¹Ô¸�¼ Ã�Â ¿�ÆL¹¡·�À�Ç ¾fº�·�¸}ÌlÅeÄL·�»�·JÄ1¿¡¼�ÆL¹¡·T½�·T¾vÄ�½{¹$À�¹$·Tº E Ð"! ½�¼�Æ�¸�¹�½·JÍ�¹Ô¸T¿}·X¾fº/· Ú Å&¸�·�¼�ÆT¿�Êf¼�º5¼�Æ Ã�Â ·�À*· E ÀeÅ�ºl¸X½�ÅeÜ�¾v·�½�½�·R½�Å Ã Åc¿�ÆL¹$ÄL·�À*· ϕ ·L¸T¿�À*·�½�Å#��¼�Æ Ã ·



1 Ð Ð Ð
1
−1 Ð Ð Ð

−1
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1 Ð Ð Ð
cos θr − sin θr
sin θr cos θr




.

�PZ�\��fh�bca`à6��Zg^dZ_��beWe\`aJZ�Y=�&a�a`h6k�[fa`a`Z1WvkTZ_^`[fa�yj�Rplqr��Z1Wv^`q�bcW�plZ
E
|]VXW�kTbeWlWv� �j\Py�Z6^qr^dbe��hT\JaJq�Z1^�Z1W�plqr��Z1Wv^`q�beWv^

1
ZT\

2
|&�8�gk1y�hEpl[�Y5��^8pfZ�a`h1k�[faJa`Z1WlkTZ�Z1^�\�pfZE��beWc\Ja`Z�a � [t� beWY5Z1[f\(\Ja`be[]�eZ�a�pv��Wl^

E
[lW�^`be[l^��¡Z6^dY=��kTZ�^�\L�&âvy�ZEY=�&a

ϕ
pfZ�pvq���Z6Wl^`q�beW ≤ 2 « y$� bcad\J�lbcwcbcW=��ypfZ�k�Z�^dbe[l^d�¡Z1^`Y=��kTZ�^dZ�a��~y�[vq���[l^J^`q?^d\L�&âvy�ZeslZT\_beWHY5be[fa`a��~kTbeWl^`qrpfh�a`Z1a_yr��a`Z1^d\JaJq�kL\�q�beW
pfZ

ϕ
mHy�� bcad\��fbcwcbeWv��y�|�ãfq

s
��pv��ZT\

1
be[ −1

kTbe�~��Z��c��y�Z1[la�Yla`bcYla`ZestY=��^�pfZ~Yva`bcâvy�à6��Zc|ã]qrWfbeWts
ϕ
��pl��Z�\g[vWfZX�c��y�Z6[fagYla`bcYla`Z�q����&wcqrWv��q�a`Z

λ
�$pfZ���bfpl[ly�Z § �Ls=���cZ6k�[lWQ�eZ1kL\JZ1[laYla`bcYva`Z

x
^`[fa

C
��Y5be[laEkTbe�~Yvy�Z��fq�¢lZ�a1sfbeW�Y5Z6[]\E¢l�]Z�a�[vWfZXâ=��^dZXZT\gq�pfZ6Wc\�q�¢vZ�a

E
m
Rn
�L|o,y�bcaJ^gy�Z1^E�eZ1kL\JZ1[faJ^�a`h1Z1y�^ x+x

2

ZT\ x−x
2i

Z1WfwcZ1Wlpla`Z1We\_[lWHYvyr��W
^�\L�&âvy�Z�pfZ
E
|

®_¯�°*±2²*³�²e°%$ µ�·L¸_Ë�Æ`¼�¾2Ìv·L¸
O+(n)

·�¿
Isom+(n)

¸T¼�º5¿PÄ�¼�ºvº/·JÍ*·L¸�ÌlÅ�Æ�Å�Æ`ÄT¸ Ð
ß �&aMZT�fZ1��Yvy�Zcs�y�Z1^Mqr^dbe��hT\JaJq�Z1^Mpt� [lW£Z1^`Y=��kTZ��cZ6kL\Jb�a�q�Z1y�Z1[lk�yrq�pvq�Z1W�pfZQplqr��Z1Wv^`q�bcW

3^dbeWe\ § �Uy�� qrpfZ1We\Jq�\Jhcs
	 �Uy�Z6^Ea`b�\L�2\�q�beWl^_�&[f\Jbc[lagpt� [lWfZ�pfa`beq�\JZX�eZ1kL\JbcaJq�Z6y�y�Zcs
� �Uy�Z6^Ea`h��vZT�fq�beWl^�bcad\��fbcwcbeWv��y�Z6^EY=�&a�a��&YvY5bcad\_m�[lWHYvyj��WQ�eZ1kL\JbcaJq�Z1y�s
& �Uy�Z6^��&We\�q{�¡aJb&\L�2\�q�beWv^�s�kTbe�~Y5be^dh1^�p?� [lWfZHa`b�\L�2\�q�beW�pt���6�fZ
[lWfZ
pfaJbeq{\JZU�cZ6kL\Jb�a�q�Z1yry�ZZT\,p?� [vWfZ�aJh��lZT�lq�beW
bcad\��fbcwcbeWv��y�Z�Y5�&aga��&YlY5bcad\X��[HYvyj��WU�eZ1kL\JbcaJq�Z1y?bcad\��fbcwcbeWv��y�my����2�fZ�plZRa`b�\L�2\Jq�beWt|�?Z6^�W*[v��h�a`be^ § �/ZT\ 	 �t^dbeWc\8pvq�a`Z6kL\JZ1^�s6y�Z1^�W*[l�~h�a`be^ � �/ZT\ & �tqrWlplq�a`Z1kL\JZ1^1|6�?Z6^�plqr��Z1Wv^`q�bcWv^pfZ6^E^dbe[l^�Z6^dY=��kTZ6^P�cZ6kL\JbcaJq�Z1yr^E¢f�]Z6^E^dbeWe\Ea`Z6^dY5Z1kT\Jq��eZ1��Z1We\ � s § s 	 ZT\'�l|)(¨Y=�&ad\�q�aEplZRyrmfsbeW�bcâf\�q�Z1Wc\�wca���kTZg��[M\��lh�bca`à1��Z�pfZgijbcaJ��ZEa`h1pv[lq{\JZgyr�XpfZ1^JkTaJq�Yf\�q�beW~pfZ1^�qr^dbe�~hT\JaJq�Z1^�p?� [lWZ1^`Y=��kTZ��&��WlZRZ1[vk�y�qrplq�Z1W
pfZ�plqr��Z1Wl^Jq�beW � �§ �Uy�� qrpfZ1We\Jq�\Jhcs§ �{�Uy�Z1^E\Ja���Wl^`yj�2\�q�beWl^���plZX�eZ1kL\JZ1[fa_WfbeW
W*[lyÔ�Ls
	 �Uy�Z6^Ea`b�\L�2\�q�beWl^gpt���2�]Z�[vWfZ�pfa`beq{\JZ�pfZ E s	 �{�Uy�Z1^��lq�^J^J�&wcZ1^�sEkTbe��Y5be^`h1^Qpt� [lWlZ¦a`b�\L�2\Jq�beW p?� �2�fZ¬[lWfZ
pfa`beq{\JZ¬pfZ E ZT\Hp?� [vWfZ\Ja���Wl^`yj�2\�q�beWHY=�&a���y�y�à1y�ZMm�kTZ�\d\JZ�pfa`beq{\JZcs

&



� �Uy�Z6^Ea`h��vZT�fq�beWl^�bcad\��fbcwcbeWv��y�Z6^EY=�&a�a��&YvY5bcad\_m�[lWHYvyj��WHplZ E s� �{�Uy�Z1^g^� l��hT\JaJq�Z1^Eweyrq�^J^dh�Z1^1svkTbe��Y5be^`h1^�pt� [lWfZ�a`h��lZ��fq�bcWHbcad\��lb�wcbeWv��y�ZRY=�&a�aL�2YvY5bcad\m�[lWHYvyj��WHplZ E)
Z�\_pt� [lWfZR\Ja���Wl^`yj�2\Jq�beWUY5�2aL�&yry�à6y�ZMm�kTZRY=yr��Wts

& �Uy�Z6^���Wc\�q{�}a`b�\��2\�q�bcWv^�sckTbe�~Y5be^dh1^�pt� [lWfZ�a`b�\L�2\�q�beW~pt���2�]Zg[lWlZgpfa`beq{\JZgpfZ E Z�\�p?� [vWfZa`h��vZT�fq�beW�bcad\��fbcwcbeWv��y�Z�Y=�&a�a��&YvY5bcad\�m,[vW�Yvyj��W�bcad\��fbcwcbeWv��ylm,y$���2�]Z�plZEa`b�\��2\�q�beWt|�?Z6^gk�bcWe�eZ1Wc\�q�bcWv^,���cZ6k�qj��ZT\Xq��{�E^`beWc\,y�Z1^_�+*1�~Z1^ � [fZMkTZ1yry�Z1^_Z1��Yvy�b6 eh�Z1^gYvy�[v^_�v��[]\,Z1Wplqr��Z1Wv^`q�bcW 	 |
, - F/.�é�FHìUç8é�è égFMI
òMó�ô]õ ±2ö]÷£°
� µ�·�Ë�Æ`¼�¾6Ìv·

Isom(E)
·L¸T¿M·LºfËe·Tº/À�Æ Â ÌfÅcÆU½r·L¸QÆ Â10 ·JÍc¹�¼�ºl¸H¼�ÆT¿�Êf¼JËe¼�º/Åc½�·L¸ÌlÅ�Æ�Æ`ÅLÌeÌl¼�ÆT¿RÅ�¾eÍ¦Ê*É�Ìv·TÆ}Ì/½�Å�ºv¸QÀ*· E Ð32 ¼�¾f¿}·U¹j¸�¼ Ã�Â ¿�ÆL¹¡·
·L¸T¿�Ì5Æ`¼6À�¾f¹�¿�À�Ç Å�¾�Ì/½{¾*¸ n + 1Æ Â10 ·`Íc¹�¼�ºl¸ Ý ¼�Þ n = dim(E) Ð

VXW
Y5Z1[f\�pfh1��beWe\Ja`Z�a�k�Z~\��fh�bca`à1�~Z�mHY=�&ad\�q�aMpl[¬\��fh�bca`à6��Z�kTbca`a`Z1^`Y5beWlpv��Wc\MY5be[fa
O(E)

s � [vq*plq{\ � [fZ�\`be[f\`ZPqr^dbe�~hT\JaJq�Z�Z1^d\�YlaJb]pv[lq{\(p?� ��[�Yvy�[v^ n a`h��vZT�fq�beWl^�bcad\��lb�wcbeW=�&y�Z1^1|ß a`h1k�qr^dh6��Z1We\1s/^Jq
d
Z1^�\Ryj��plqr��Z1Wv^`q�bcW¦plZ�y$� Z6^dY=��kTZ�¢f�fZ�pfZ�y�� qr^dbe��hT\JaJq�Z

ϕ
st��y�bcaJ^

ϕ
Z1^�\Yla`bfpl[vq{\_pfZ

n− d a`h4�lZT�lq�beWl^1slZT\gY=��^�plZ���beqrWl^�|5�PZ1k�q?^dZ���beWc\Ja`ZRY=�&a�a`h6k�[fa`a`Z6WlkTZ�^J[fa
n− d |v�?Z�k6�&^ d = n

Z1^�\�\JaJq��fqj�&y$|/ã][fYvY5be^dbeWl^
d < n

slZT\,y�Z�a`h1^J[ly�\��2\,��beWc\Ja`h�Y5be[fagy�Z1^qr^dbe��hT\JaJq�Z1^�pfbeWc\Py�� Z1^`Y=��kTZ�¢f�fZ�Z1^d\�pfZ_plqr��Z1Wl^Jq�beW
> d

|*ã]beq{\
ϕ
[lWfZgqr^dbe��hT\JaJq�Zgpt� Z1^dY5�&k�Z¢f�fZ

F
pfZ�plqr��Z1Wl^Jq�beW

d
|8ã]beq{\

x 6∈ F |�o_y�bcaJ^ H = (x − ϕ(x))⊥
Z1^d\M[lW��c ]Y/Z�a`Yvyj��WkTbeWe\`Z6Wv��Wc\

F
�$kTZ
pfZ�aJWlq�Z�a�Y5beq�Wc\�^dZ���beWc\Ja`Z
kTbe�~�~ZHyr�¦YlaJb�YvaJq�h�\`h
[f\Jqry�qr^dh�Z�pv��Wv^~yr�Yla`Z6[]�eZ
pl[�\��fh�bca`à6��ZHplZ
ijbcaJ��ZHa`h1pl[vq{\JZ2�`� « ^dbeq�\ σH yr�¦a`h4�lZT�fq�beW­bcad\��fbcwcbeWv��y�ZUY=�&aa��&YlY5bcad\,m

H
|vo,y�bcaJ^

σH ϕ
Z1^d\g[vWfZ�q�^`be��hT\JaJq�Z�pfbeWc\_y�� Z1^`Y=��kTZR¢l�]Z�k�beWc\�q�Z1We\

F
Z�\
x
ZT\Z1^d\�plbcWvk�plZgplqr��Z1Wv^`q�beW

> d
|eo_qrWl^Jq

σH ϕ
Z1^�\�YlaJb]pv[lq{\Pp?� ��[~Yvy�[v^

n−d−1
a`h��lZT�lq�beWv^�sZT\

ϕ = σH (σH ϕ)
pt����[¦Yvy�[v^

n − d | ß be[fa���beWe\Ja`Z�a � [t� beW¦WlZ�Y5Z1[f\RY=��^Ri���q�a`Z����eZ1k��beqrWl^ � [fZ n − d s?a`Z6���&a � [lZ�a � [fZQy�� Z1^`Y=��kTZ�¢l�]ZQpt� [lW£k�be��Y5be^dh σH1
· · · σHk

plZ
ka`h��vZT�fq�beWl^g�c fY5Z�a`Yvyj��WfZ1^gkTbeWe\�q�Z1We\

H1 ∩ · · · ∩Hk
� [lqtZ1^�\_plZ�plqr��Z1Wv^`q�beW ≥ n− k |5 Z1WlbcWv^��¡Z6W����&qrWc\JZ1W=��Wc\~��[]��qr^dbe��h�\`a�q�Z1^��&��WlZ1^�|�ãfq

f
��[lW�Y5beqrWc\�¢l�]Z

O
s�ZT\

dZ1^d\Xyj��plq��~Z1Wl^Jq�beW©plZ�y$� Z6^dY=��kTZ�pfZ�^dZ6^_Y5beq�We\�^_¢f�fZ1^�st��y�b�a�^
f
Z1^d\Ry�ZMYva`b]pv[lq{\RplZ

n − da`h��vZT�fq�beWl^(bcad\��fbcwcbeWv��y�Z1^1s2Z�\�y�� beW�WfZEY5Z1[f\�Y=��^(i���q�a`Z��~q�Z1[]�t|cVXWMY/Z1[]\�Z1W�Z�á5ZT\�Yla`Z1Wlpla`Z
O
Y5be[fa�bcaJq�weqrWfZ�Z�\�^dZQa�����Z6WfZ�a�m�yj��^`q�\�[v�2\�q�beW£�cZ6kL\JbcaJq�Z1yry�Ze|�ã]q

f
W?� �
Y5��^MpfZQY5beqrWc\¢f�fZcs���y�bcaJ^�beW¬Y5Z1[f\�h1kTaJq�a`Z

f = t~u g
���eZ1k

g � [vq��HpfZ1^�Y5beq�Wc\�^�¢f�fZ1^�|��8�Upvq��~Z1Wl^`q�beW
d
pfZ�y�� Z1^`Y=��kTZ�pfZ1^,Y5beq�We\�^,¢f�]Z6^,plZ

g
Z1^�\Xh�w*��y�Z�m�k�Z1y�y�Z�pfZ�y�� Z1^`Y=��kTZ�¢f�]Z�pfZ ~f s/ZT\XZ1^d\pfbeWvk

> 0
��^Jq�WlbeWts

f
��[fa���q{\P[lW�Y5beq�We\�¢f�fZ2�L|*�Pbe�~�~Z

t~u
Y/Z1[]\�^1� h1kTaJq�a`Z�k�be�~��ZEYla`bfpl[vq{\pfZ�plZ1[]�Ha`h��lZ��fq�bcWv^�Y=�&aga��&YlY/b�a`\,m�pfZM�c fY5Z�a`Yvyj��Wl^�bcad\��lb�wcbeWv��[f�
m

~u
s
f
Z1^�\_Yla`bfpl[vq{\pt����[UY=y�[v^

n− d+ 2 ≤ n+ 1
a`h��vZT�fq�beWl^�|

®_¯�°*±2²*³�²e°76 Û¬¼�º=¿�ÆJ·TÆ,Ü�¾v·,ÀeÅ�ºv¸g½�·XÀ*·TÆLºv¹$·TÆ,ÄJÅ&¸,Ä�¹ÔÎdÀ*·L¸�¸L¾*¸_¼�ºUº/·�Ìv·T¾f¿vÌlÅ&¸8��Å�¹�Æ`·XÅ�»�·JÄ
Ã ¼�¹�ºl¸�À*· n− d+ 2

Æ Â10 ·JÍc¹�¼�ºl¸ Á�ÒÔÓ ÆJ·�¸Lº/·�½ Õ Ý Ì Ð�Ö:9*Ö�ÈeÐ
òMó�ô]õ ±2ö]÷£°%$ Ù ¹ dim(E) ≥ 3 Ý ¿¡¼�¾l¿ Â ½ ÂTÃ ·Tº=¿EÀ*· Isom+(E)

·L¸T¿P¾]ºQÌ5Æ`¼6À�¾]¹�¿�À*·MÆ`·TºvÎ»�·TÆ�¸1· Ã ·Tº=¿�¸ Á ¸LÉ Ã�Â ¿�ÆL¹¡·L¸�¼�ÆT¿�Êf¼�Ëe¼�º5Åe½�·L¸PÌlÅ�ÆRÆ`ÅLÌeÌl¼�ÆT¿�;UÀ*·L¸X¸T¼�¾]¸LÎ`·�¸}ÌlÅeÄL·L¸�À*·MÄ�¼6À�¹ Ã ·TºvÎ¸L¹$¼�º¬À*·T¾cÍ ÈcÐ
�PbeWe\JZ1Wc\JbeWl^d�}Wfbe[l^Pp?� ZT�]Yvyrq�k1q{\JZ�aEy�ZXk1��^PpfZXyr��plqr��Z1Wv^`q�beW � �][lWfZ_\Ja���Wl^`yj�2\Jq�beW�Z1^�\Ey�ZYla`bfpl[vq{\PpfZ_pfZ1[f��a`ZT\Jbe[faJWlZ1��Z1We\�p?� �2�fZ1^�Y5�&a���y�y�à1y�Z6^�ZT\�bcad\��fbcwcbeWv��[]�~mRyj�Rplq�a`Z1kL\�q�beW�pfZ\Ja���Wl^Jyr�2\�q�beWt| � WfZ�a`b�\L�2\�q�beWRZ1^d\8y�Z�Yla`bfpl[lq�\�plZ�pfZ6[]�Ra`ZT\Jbe[faJWfZ6��Z1We\J^�p?� �2�fZ1^�^`h1k1��Wc\�^ � [lqZ1Wlw�Z6Wlpfa`Z6Wc\�[lWMY=yr��WMY5Z1a`Y5Z1Wlpvq�k�[vyr��q�a`Z�m,y����2�]Z�pfZ�a`b�\L�2\�q�beW?| � WM�fq�^J^J�&wcZ�Z1^d\�y�Z�Yla`bfpl[vq{\pfZEpfZ1[]��a`ZT\Jbe[faJWlZ1��Z1We\�^8pfbeWc\�y�Z6^(�2�fZ1^�beWc\(Y5be[fa8Y5Z1a`Y5Z1Wlpvq�k�[vyr��q�a`Z�k�bc���M[vWfZPy$���2�]ZEpl[

<



�lq�^`^��&wcZc| ß be[fa�y�Z�k6��^(wch1Wlh�a���y�se���eZ1k�pfZ1^�Yva`h1k�qr^`q�beWv^�^J[fa�y�Z�Wlbe��âlaJZ�pfZ�a`ZT\Jbe[faJWlZ1��Z1We\�^�sbeWUY/Z1[]\��ebeq�aMn xva`Z1^JWfZ1y�z}sfY�| §�< �l|
®_¯�°*±2²*³�²e°
= Á�ÒÔÓ ÆJ·L¸Lº/·�½ Õ Ý Ì Ð�Ö?>A@ Î Ö?>cØLÈUÙ ¼�¹$·Tº=¿ ∆1,∆2,∆3

¿�Æ`¼�¹j¸�À�Æ`¼�¹�¿}·L¸~º5¼�º©ÌlÅ�ÆdÅc½{Î½B��½�·L¸�À*·T¾eÍC;MÀ*·T¾cÍMÀ�Ç ¾]ºH·L¸¡ÌlÅeÄL·gÅdÏ�º/·_·T¾vÄ1½�¹$À�¹¡·LºUÀ*·gÀ�¹ Ã ·Tºl¸L¹�¼�ºED Ý ri ½�·�ÆJ·�¿¡¼�¾]ÆLº/· Ã ·Tº=¿À�Ç Å6Í*·
∆i Ð Û
¼�º=¿�ÆJ·TÆ_Ü�¾=· ∆1,∆2,∆3

¼�º=¿�¾fº/·�Ìl·TÆ}Ìv·Tº5À�¹$Ä�¾f½�Å�¹�Æ`·,Ä�¼ Ã�Ã ¾]º/·g¸L¹8·�¿�¸1·T¾l½�·TÎÃ ·Tº=¿�¸L¹ r1 r2 r3
·�¸T¿�¾]º¦ÆJ·�¿¡¼�¾fÆLº/· Ã ·Tº=¿ Ð

2 Ê Â ¼�Æ�� Ã ·HÀ*·~Û
¼�ÆT½�·TÉ�Î1F_·�¿}·TÆ�¸1·LºHG Ù ¼�¹¡·Tº=¿ D1, D2, D3
¿�Æ`¼�¹j¸UÀ�Æ`¼�¹�¿}·L¸�º5¼�º¦ÌlÅ�Æ`Åc½Ô½B��½�·L¸À*·T¾eÍ/;HÀ*·T¾eÍHÀ�Ç ¾fº£·L¸}ÌlÅeÄL·�ÅdÏ�º/·�·T¾vÄ1½�¹$À�¹¡·Lº£À*·�À�¹ Ã ·Tºl¸L¹$¼�º7D Ý D′i ½�Å�Ìv·TÆ}Ìv·Tº5À�¹$Ä�¾f½�Å�¹ÔÆJ·Ä�¼ Ã�Ã ¾]º/·+;

Di+1
·�¿
Di+2 Á ¹�º5À�¹$Ä�·L¸ Ã ¼6À�¾f½�¼ 3 ÈeÐ�I º¦¸L¾2ÌeÌl¼&¸�· Di

·�¿
D′i

º/¼�ºQÌlÅ�ÆdÅc½{Î½B��½�·L¸ Ý ·�¿=¸T¼�¹�¿ D′′i ½r·T¾]ÆtÌv·TÆ}Ìv·Tº5À�¹$Ä�¾f½�Å�¹ÔÆJ·PÄ�¼ Ã�Ã ¾]º/· Ð:! ½�¼�Æ�¸�½r·L¸�¿�Æ`¼�¹j¸PÀ�Æ`¼�¹�¿}·L¸ D′′1 , D′′2 , D′′3¼�º=¿�¾]º/·�Ìv·LÆ}Ìv·Tº5À�¹$Ä�¾l½�Å�¹�ÆJ·�Ä�¼ Ã�Ã ¾fº/· Ð
J K I8ç(íUî�I(íQç8é�ìQéMLHç8K�ìUíHGJI N?égè GON=ìHGLç8égî�I

P be[l^H��yry�beWl^Uqrk�q$sE��[ ��b6 eZ1W pfZ¬y�� ZT�fZ1��Yvy�Z¬pl[ wca`be[fY5Z¬pfZ1^Uqr^dbe��h�\`a�q�Z1^H�&��WfZ1^1s�&â5bcaJpfZ1aQyr��Wfb�\�q�beW pfZ©Yla`bfpl[lq�\U^dZ1��q{�}pvq�a`Z6kL\U^`bc[v^�pvq�á5h�aJZ1Wc\�^U��^dY5Z6kL\�^�|EV,W Y5Z1[]\U^`Za`Z�Y/b�a`\`Z1agmHn ß Z�a`a�q�Wts�Q(��[]�eZ1y�z}|
R'SOT U
V)W#XZY\[^]`_badce[gfhXZ[iV)akjl]`am]`nojl]p[iW�qrX3sgY\qutvV)WwY'xya7_)Y�V/Y\qunvY#])V)a

x(q��]beWl^X[lW©Y5beqrWc\
O ∈ E |t�����&YlYvyrq�k1�2\�q�bcW f 7→ (

−−−−→
Of(O), ~f)

a`h2�&yrq�^`Z�[vWfZMâ=q ��Z6kL\�q�beWpfZ
Isom(E)

^`[laRy�Z�Yla`bfpl[vq{\�k1�&ad\Jh1^Jq�Z6W
E × O(E)

|t�8��âvq ��Z1kL\�q�beW¬a`h1k�q�Yla`b � [fZ���^`^`bfk�q�Z��["kTbe[fYvy�Z
(~u, ϕ)

y�� qr^dbe��hT\JaJq�Z£�&��WlZ
t~u s

O(ϕ) : M 7→ O + ϕ(
−−→
OM) + ~u

|_�PZT\`\JZâvq ��Z1kT\Jq�beW"W?� Z6^�\H\Jbe[]\JZ1iÔbeq�^HY5��^
[lW"qr^dbe��bca`Y=�lq�^J��Z£pfZ
wca`be[fY5Z1^
plZ
Isom(E)

^J[fa�y�Z
wca`be[fY5Z,Yva`bfpl[lq�\

E ×O(E)
|vV,WH��âvq�Z1W −→

g f = ~g ~f
sf����qr^PY=�&aEkTbeWe\Ja`Z,beWU��Z1WQwch1Wfh1a���y

−−−−−→
O gf(O) 6= −−−−→Og(O) +

−−−−→
Of(O)

| ß �&aMkTbeWc\Ja`Zcs?beW�� −−−−−→
O gf(O) =

−−−−→
Og(O) + ~g(

−−−−→
Of(O))

|o,[]\Ja`Z1�~Z1Wc\�plq�\1s*^Jq=y�� qr���&wcZ_pfZ
f
Z6^�\

(~u, ϕ)
ZT\�kTZ1yry�Z,plZ

g
Z1^�\

(~v, ψ)
s]�&y�bcaJ^�k�Z1y�y�Z,pfZ

gfZ1^d\
(~v+ψ(~u), ~g ~f)

�*yr��y�beqvpfZ_kTbe�~Y5be^`q�\Jq�beW~^J[fa�y�Z6^�kTbe[fYvy�Z1^�Z1^d\"z}\JbcaJpl[lZ|{EY5�&a�y$� ��kL\�q�beWpfZ
O(E)

^`[la
E
|ãfq�beW£Yla`h1iÔà�a`Zcs�bcW£Y5Z6[]\��ebeq�a�kTZ6k�q�pfZQ����Wlq�à1a`ZQ���2\JaJq�k�q�Z1yry�Z©��[vWfZQijbeqr^�kL�fbeqr^`qP[lWa`Z�Y/à�a`Z~�&��WfZ~pv��Wl^ E s/beW¬q�plZ1Wc\�q�¢lZ~kTZ~pfZ�aJWvq�Z�aRZ1^`Y=��kTZ�m Rn |�ã]q f(X) = AX + B

s
g(X) = A′X+B′

�
A,A′

pv��Wl^
O(n)

s
B,B′

pv��Wl^
Rn
�Ls&��y�bcaJ^

g(f(X)) = (A′A)X+
(A′B +B′)

|l�8��y�beq?pfZ�kTbe��Y5be^Jq{\�q�beWH^J[fagy�Z1^gkTbe[fYvy�Z1^�Z1^d\
(B′, A′) ◦ (B,A) = (B′ +A′B,A′A) ,

\JbcaJpl[fZ�Y=�&agy$� ��kL\�q�beWHpfZ
O(n)

^`[fa
Rn
|

ä,Z¬����Wvq�à�a`Z©wch1Wlh�a���y�Zes�^`[fYvY5be^dbeWl^QplbeWlWfh¬pfZ1[f�¥wca`be[fY/Z1^
H
s
K
|�VXW ^J��q�\ � [fZy�ZUYva`bfpl[lq�\�plq�a`Z1kL\�pfZ1^~pfZ1[f��wca`be[fY5Z6^�Z1^d\�y�ZHYva`b]pv[lq{\�k1�&ad\Jh1^`q�Z1W��M[vWlqEpfZ
yj�¦y�beq�pfZkTbe�~Y5be^`q{\�q�beW

(h, k)(h′, k′) = (hh′, kk′)
|�VXW©�c�}z}\JbcaJpfa`Z|{�k�ZT\`\`Z~y�beq(plZ�k�be��Y5be^`q�\�q�beW��[ ��b6 eZ1W pt� [lW �fbe��be�~bca`Yv�lqr^`�~Z

ρ : K → Aut(H)
p=��Wl^�y�Z�wca`be[fY5Z©pfZ6^Q�&[f\Jb&���bca`Y=�lq�^J��Z1^�pfZ

H
�$^dZ�plbeWlWfZ�a

ρ
s�^�� Z1^d\�^`Z�pfbeWlWlZ�a�[vWfZ¦�&kT\�q�beW¥plZ

K
^`[la

H
Y=�&a��[]\Jbe��bca`Y=�lq�^J��Z1^�pfZ�wca`be[fY5Z2�L|

~ ± õl��õl� ³jü2³ õl�
�#�Hô?�o� ³jü&³ õl� �
µ�ÅM½�¼�¹�À*·,Ä�¼ Ã Ìl¼&¸�¹�¿�¹$¼�º�¹�º=¿}·TÆLº/·_À Â ÿ�º=¹$·�¸�¾fÆg½r·(Ì/Æd¼6À�¾f¹�¿Ä�Å�ÆT¿ Â ¸L¹$·Tº H ×K ÌlÅ�Æ
(h, k)(h′, k′) = (h ρ(k)(h), kk′)

�



Àe¼�ºvº/·,¾]º/·_¸T¿�ÆL¾vÄ1¿�¾fÆ`·RÀ*·�Ë�Æ`¼�¾6Ìv· Ðo� ·�Ë�Æ`¼�¾6Ìv·�·L¸L¿�ÅLÌeÌv·�½ Â ½r·�Ì5Æ`¼6À�¾]¹�¿�¸1· Ã ¹�Î�À�¹�ÆJ·JÄ�¿�À*· H·�¿
K Á ¿¡¼�Æ`À�¾�ÌlÅ�Æ ρ È2Ý ·�¿�º5¼c¿ Â H oρ K Ð�8���eh�aJq�¢vk1�2\�q�beWHpl[Ui���q�\ � [t� beWH��âvq�Z1WU[lWUw�aJbc[lY5ZX^`ZRi���q{\g^J��Wl^�Yva`bcâvy�à6��Z « Wfb�\JbeWl^� [fZ�y$� h1y�h6��Z1We\�WfZ1[]\Ja`Z�Z1^�\ (1H , 1K)

ZT\ � [lZ�y$� q�We�cZ�aJ^`Z�pfZ (h, k)
Z1^d\

(ρ(k)−1(h−1), k−1)
|��� [v^J�&wcZ�Z1^d\�pfZ�Wlb&\JZ�a

H o K
Z1W¬be[fâ=y�qj��Wc\My�Z

ρ
s?k�Z � [lq�Z1^�\M[lW£�&âv[v^�|�ã]q�bcW
Yla`Z1WlpY5be[fa

ρ
y�� �fbe�~bc�~bca`Yv�lqr^`�~ZX\JaJq��fqj��y � [lq�Z6Wc�ebcq�Z�\`be[f\_h6y�h1�~Z1Wc\XpfZ K ^J[fa,y�� qrpfZ1We\Jq�\JhMplZ

H
slbeWUa`ZT\Jbe�Mâ5Z�^`[fagy�Z�Yla`bfpl[lq�\_plq�a`Z1kL\_plZ1^�plZ1[]�Uwca`be[fY5Z6^�|
¤gZT�eZ1WfbeWl^Um£Wlb�\`a`Z©ZT�fZ1��Yvy�Z��Py�Z©wca`be[fY5Z

Isom(E)
Z1^�\Uqr^dbe�~b�aJYv�fZ¦��[ Yla`bfpl[lq�\^dZ6�~q��}plq�aJZ1kL\

E oO(E)
sf\`bcaJpv[UY=�&agy$���&kT\�q�beWHW=�2\J[la`Z1y�y�Z�pfZ

O(E)
^`[la

E
|

R'S�� U
V)W#XZY\[^]�_badce[gfhXZ[iV)akjl]�am]�_)Y\[^]�a�am�#nojl]�a�_�jm[�q'X��8a
P be[l^_���cbeWv^��l[Hp=�&Wv^�yj��Yla`Z1��q�à1a`Z�^dZ6kL\�q�beW
yr��^J[lq{\JZ�ZT�l��kT\`Z

1 −→ E
i−→ Isom(E)

p−→ O(E) −→ 1 ,

b?�
i(~u) = t~u

Z�\
p(f) = ~f

|VXW
�Q[lW¬^Jk�q�Wvpv�&wcZ�pfZ~k�ZT\`\JZ�^J[lq{\JZ�ZT�l��kT\`Z « ZT�]Yvyrq � [fbeWl^�pfZ � [lbeq(q�y(^1���2weq�\6|m�(\L��We\pfbeWvWfh
O ∈ E slbeW
��plhd�dm�plh�¢vWlq sO : O(E)→ Isom(E)

Y=�&a
sO(ϕ) : M 7→ O + ϕ(

−−→
OM) .

�?Z�i���q�\ � [fZ sO ^dbeq{\_[lW
^Jk�q�Wvpv�&wcZ�pfZ�yr��^J[lq�\`Z�ZT�v��kL\JZX�eZ1[]\,plq�a`Z � [fZ p sO = IdO(E)

|¤gZ1���&a � [fbeWl^ � [fZ�^Jq8y�� beW©qrpfZ1We\�q�¢lZ Isom(E)
��[�Yva`b]pv[lq�\R^dZ6�~q{��plq�a`Z6kL\

E o O(E)Y=�&a
f 7→ (

−−−−→
Of(O), ~f)

s���y�bcaJ^
i(~u) = (~u, IdE)

s
p(~u, ϕ) = ϕ

ZT\
sO(ϕ) = (~0, ϕ)

|�ä,Z����Wvq�à�a`ZHwch1Wfh�a���y�Z
[lW­Yla`bfpl[vq{\�^`Z1�~q��}plq�a`Z1kL\
H o K

pfbeWlWlZHW=��q�^J^J��WlkTZ�m¦[lWlZ
^`[lq�\JZZT�v��kL\JZ�pt� �fbe�~be��bca`Yv�lqr^`�~Z1^EplZRwca`be[fY5Z1^
1 −→ H −→ H oK −→ K −→ 1

h 7−→ (h, 1)
(h, k) 7−→ k ,

^`k1q�Wlplh�Z�Y=�&agy$� �lbe��be��bca`Yv�vq�^J��Z
s : K → H oK

pfh�¢vWvqtY=�&a
s(k) = (1, k)

|ª y]a`Z1^d\JZ�Y5be[fa(â5be[lk1y�Z�a�yr�_â5be[lk�y�Zgm_ZT�]Yvyrq � [fZ�a�kTbe����Z1We\(Y=��^J^dZ�a�pt� [lWfZ�^`[vq{\JZ�ZT�v��kL\JZ^`k1q�Wlplh�Z£m�[vW Yla`bfpl[lq�\
^`Z1�~q��}plq�aJZ1kL\6|E�?Z
^Jk�q�Wvpv�&wcZ¬Z1^�\�q���Y5bcad\L��We\1s�ZT\�q�yRi���[]\
âvq�Z6WYla`Z6Wlpfa`Z¦w*�&aJpfZ¬��[ i���q�\ � [t� [vWfZ¬^`[lq�\JZ©ZT�v��kL\JZ¦p?� �lbe��be��bca`Yv�vq�^J��Z1^QpfZ¦wca`be[fY5Z1^UWfZY5Z1[f\gY=��^�\Jbe[&��be[laJ^�*�\`aJZ�^`k�qrWlpfh�Ze|
®_¯�°*±2²*³�²e°��¨µ�Å�¸L¾]¹�¿}·�·JÍeÅeÄ1¿}·

1 −→ Z/2Z ×2−→ Z/4Z −→ Z/2Z −→ 1

º/·�Ìl·T¾l¿tÌlÅ&¸��T¿$Æ`·�¸TÄ�¹�º5À Â · Ð
R'S^� U
V)W#XZY\[^]�_badce[gfhXZ[iV)akjl]�X'a�_bWwY'_:f�tvV)WwY'xyak_

��� q����&wcZHpfZ
y�� �fbe�~be��bca`Yv�lqr^`�~ZUqrW&��Z1kT\Jqri
i : E → Isom(E)

Z1^�\�y�Z
^`be[l^��¡wca`be[lY5Zplqr^�\�qrWfwe[fhMpfZ1^E\Ja���Wv^`yr�2\�q�beWl^
T(E)

|v��� q����&wcZ�pl[�^`k1q�Wlp=�&w�Z
sO : O(E)→ Isom(E)

Z1^d\y�Z�^`be[l^��¡wca`be[lY5Z
IsomO(E)

plZ1^Mq�^dbe�~hT\JaJq�Z6^M�&��WfZ1^ � [lq���pl��Z�\d\JZ1We\ O k�bc����Z�Y5beqrWc\¢f�fZc|

�



��� q�We\`Z1aJ^dZ1kT\Jq�beWRpfZ6^?pfZ6[]�R^dbe[l^d�¡wca`be[fY5Z1^
T(E)

Z�\
IsomO(E)

Z1^�\�a`h1pv[lq{\JZPmEy�� h1y�h1��Z6Wc\WfZ6[]\Ja`Z
IdE

s�k1�&a�[vWfZQ\Ja���Wl^`yj�2\�q�beW­WfZUY5Z1[f\�¢f�fZ�a
O � [fZH^JqPZ1yry�ZUZ6^�\~y$� q�pfZ6Wc\�q{\Jhe| ß �&a��q�yry�Z6[faJ^�\Jbe[]\gh6y�h1�~Z1Wc\

f
pfZ

Isom(E)
Y5Z1[f\_^`Z�pfh1k�bc�~Y5be^dZ�agZ1W
Yla`bfpl[lq�\

f = t g
���eZ1k

t ∈ T(E)
Z�\
g ∈ IsomO(E)

�lZ1WUZ1á5ZT\
f = t−−−→

Of(O)
sO(~f)

|
ä,Z¦����Wvq�à�a`Z©wch1Wlh�a���y�ZesPkTbeWl^Jq�pfh1a`beWl^�[vWfZ¦^`[vq{\JZ©ZT�l��kL\JZ¦pt� �fbe�~bc�~bca`Yv�lqr^`�~Z1^�pfZwca`be[fY5Z6^

1 −→ H
i−→ G

p−→ K −→ 1^`k1q�Wlplh�Z�Y=�&aMy�� �fbe�~be��bca`Yv�lqr^`�~Z
s : K → G

�
p s = IdK

�L| ß [lqr^ � [fZ�y�Z1^��fbe�~bc�~bcad�Yv�vq�^J��Z1^
i
ZT\
s
^`beWc\Eq�W���Z1kL\�qriÔ^�s]beW�Y5Z1[f\�qrpfZ1We\�q�¢vZ�a

H
��[�^`be[l^��¡wcaJbc[lY5Z,plqr^�\�q�Wlwc[lh

i(H)pfZ
G
Z�\
K
��[
^dbe[l^d�¡wca`be[fY5Z

s(K)
pfZ
G
|5V,W��~��y�bcaJ^��

§ |
H ∩K = {e} ��b?� e Z1^�\�y�� h1y�h1��Z6Wc\�WfZ1[f\`aJZ_pfZ G �L| � W~Z1á5ZT\6se^Jq h ∈ H ∩K �&y�bcaJ^
h = s(p(h))

ZT\
p(h) = e

Yv[vq�^ � [fZ ker(p) = H
|

	 |
G = HK = {h k : h ∈ H, k ∈ K} | � W
Z�á5ZT\6s=^`bcq�\ g ∈ G s k = s(p(g)) ∈ K «��y�bcaJ^

p(g k−1) = e
ZT\_pfbeWlk

h = g k−1 ∈ H |=V,WUbcâf\�q�Z6Wc\ g = h k
���eZ1k

h ∈ HZT\
k ∈ K |V,WHZ1^d\_����q�We\JZ1Wv��Wc\gZ1WHY5be^`q�\�q�beW
pfZRa`Z�\`aJbc[f�cZ1agy�Z�Yla`bfpl[vq{\_^`Z1�~q��}plq�a`Z1kL\6|

~ ± õl��õl� ³jü2³ õl� � Ù ¼�¹�¿ G ¾]º
Ë�Æ`¼�¾6Ìv· Ý H C G ¾]º�¸T¼�¾]¸LÎ�Ë�Æ`¼�¾2Ìv·�À�¹Ô¸T¿�¹Ôº]Ë�¾ ÂLÝ K ⊂ G
¾fºÅ�¾l¿�ÆJ·�¸�¼�¾]¸�Î$Ë�Æ`¼�¾2Ìl· Ð=Ù ¹ H ∩K = {e} ·�¿ G = HK Ý Åc½�¼�Æ�¸g½dÇ ÅLÌeÌ/½{¹$ÄJÅc¿$¹�¼�ºHÜ�¾f¹�Å&¸�¸�¼6Ä�¹$·Z;

g ∈ G ½dÇ ¾fºv¹$Ü�¾v·RÄ�¼�¾2Ì/½�·
(h, k) ∈ H ×K ¿}·�½/Ü�¾=·

g = h k
·L¸T¿(¾fº
¹j¸�¼ Ã ¼�Æ}Ì=Ê*¹j¸ Ã ·�À*· G¸L¾]Æ,½r·�Ì5Æ`¼6À�¾]¹�¿�¸�· Ã ¹ÔÎdÀ�¹�Æ`·JÄ1¿ HoK ¿}¼�ÆdÀ�¾�ÌlÅ�Æ,½�Ç ÅeÄ1¿�¹$¼�º
À*·
K
¸L¾]Æ

H
ÌlÅ�ÆXÄ�¼�º��T¾cËeÅ�¹Ô¸�¼�ºÀeÅ�ºl¸

G Á ρ : K → Aut(H)
·L¸T¿�À Â ÿ�ºv¹5ÌlÅ�Æ ρ(k)(h) = k h k−1 ÈeÐäR��Wv^Pyj��^`q�\�[v�2\�q�beWQpfZXyr��Yva`bcY5be^`q�\Jq�beWts*beW�pvq{\��v�&âvq{\�[lZ1y�y�Z1��Z6Wc\ � [fZ G Z1^�\�Yla`bfpl[vq{\^dZ6�~q��}plq�aJZ1kL\�pfZ~^dZ1^R^dbe[l^��}wca`be[fY5Z1^

H
ZT\
K
s/ZT\RbeW©h1kTa�q{\

G = H oK
|��PZ�Wt� Z1^�\RY5�&^wch1Wv��We\�Yv[lqr^ � [fZEyj�_Yla`bcY5be^Jq{\�q�beW���beWc\Ja`ZEy$� qr^dbe��bca`Y=�lq�^J��Z����eZ1k�y�Z�Yva`b]pv[lq{\�^`Z1�~q��}plq�a`Z1kL\Yla`h6kTh1pfZ6�~��Z6Wc\gplh�¢vWlq « qrk�q?qrytWt�  
��Y=��^�pt������âvq�we[)��\Jh � [v��Wc\,m�y�����kL\�q�beW
pfZ K ^`[la

H
|

�8��pfh1�~beWl^�\Ja��2\�q�bcW�pfZPyr��Yla`bcY5be^`q�\�q�beW�Z1^�\(i���k�q�y�Zc|2¤�Z1���&a � [fbeWv^�pt���&â5bcaJp � [fZPy$� h1kTaJq��\�[fa`Z
g = h k

���eZ1k
h ∈ H

ZT\
k ∈ K

Z1^d\Qâvq�Z1W [lWlq � [fZ­�P^`q h k = h1 k1
sE�&y�bcaJ^

(h1)−1h = k1 k
−1 ∈ H ∩ K = {e} Z�\�pfbeWlk h = h1

ZT\
k = k1

| ß �&a���qry�y�Z1[faJ^1s�^Jq
g = h k

ZT\
g′ = h′ k′

��y�bcaJ^
g g′ = (h k) (h′ k′) =

(
h (k h′ k−1)

)
(k k′) ,

ZT\gbeW��
k h′ k−1 ∈ H Yv[lqr^ � [fZ H Z1^�\_plqr^�\�qrWfwe[fh�pv��Wv^

G
|

ß be[la©a`ZT�cZ6Wlq�a¬m y$� ZT�]Z1�~Yvy�Z � [lqMWfbe[l^�we[vq�pfZes_yj� kTbeW&��[lw*��q�^dbeW m y�� qrWc\Jh�aJq�Z1[fa¬pfZ
Isom(E)

a`Z1pfbeWvWfZ�âvq�Z6WHy$���&kT\Jq�beWHW=�6\�[la`Z1y�y�Z�pfZ
O(E)

^J[fa
E
�

sO(ϕ) t~u (sO(ϕ))−1 = tϕ(~u) .
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n o,[lplqrW]z���|vo,[lplqrW
���Xh�be��hT\JaJq�Zc| � ä ß ãfk�q�Z6WlkTZ1^1s 	 �:� � |
n uPZ1a`wcZ�adz���|vuPZ1a`wcZ�a��l�,h�be�~hT\JaJq�Zc|5� � ä ª �#�2xvZ�aJW=��Wlp P �2\��v��Wts § �?�:� |
n xva`Z1^`WlZ1y{z��l|vxla`Z6^`WfZ6y��p�©hT\��fbfpfZ1^g��bfpfZ�aJWlZ1^EZ1WHwch�be��hT\JaJq�Zc|��gZ1aJ����WlW?s § �A�:� |
n ß Z�a`aJqrW]z ä�| ß Z�a`aJq�W
�5�Pbe[faJ^gpt� o,y�wcà�âlaJZc|
n Q(��[]�cZ6y{z ß |�Q(��[]�eZ1y�|��¬�2\J�lh1���2\�q � [fZ1^\�,h1Wfh1a���y�Z1^�Y5be[fagy$� o_w�aJh�w*�2\Jq�beWt|��¦��^`^`beWt|

 


