Table des matieres

1 Homotpie et revétement

1.1 Introduction . . . . . . .. ... .. ..
1.2 Revétements . . . . . . . . . . . o i i e e
1.3 Groupes d’homotopie . . . . .. ... ... ... ... ... ...
1.3.1 Homotopie des chemins, groupe fondamental . . . . . . .
1.3.2 Composantes connexes par arcs . . . . . . . . . . . . . .
1.3.3 Groupe fondamental . .. .. ... ............
1.4 Revétement . . . . .. .. .. .. ..
1.4.1 Revétementuniversel . . . . . ... .. ... .......
1.5 Exemples . ... ... .. . .. ...
1.5.1 Groupe fondamental ducercles' . . . .. ... ... ...
1.5.2  Groupe fondamental des groupes classiques . . . . . . . .
1.5.3 Revétement universel du groupe des rotations SO(3) . . .

Variétés différentielles
2.1 Introduction . . . . . . .. . . ... e
2.2 Variétés topologiques . . . . .. ...
2.3 Variétés différentiables . . . . . . . . ... ... ...
2.4 sous-Vari€tés . . . . ... e e e e
2.4.1 Sous-variétésde R™ . . .. .. ... ... ... ... ..
2.4.2 Sous-variétésde variété. . . . .. ... ... ... ....
2.5 Exemples(Variétés différentiables) . . . . . ... ... ... ...
2.5.1 Quelquesexemples . ... ... .............
252 Sphereunité S™ . . . ... ...
253 ToreT? . . . . . ..
2.54 Espaceprojectif P"(R) . . . . ... ... ... ... ...
2.6 Exemples(sous-Variétés ) . . . . . .. ... ... ... ...
277 Grassmanniennes G,,, . . . ... ... ...
2.8 Varieté quotient . . . . . . .. ..o e e e e e



29 Compléments . . .. ... .. ... . e

3 Champs de vecteurs et flots
3.1 Introduction . . . . .. .. ... ...
3.2 Problemede Cauchy . ... ... ........ ... ......
3.2.1 Definitions . . . . ... Lo
3.2.2 Dexistence et I'unicite de solutions . . . . .. ... ...
3.2.3 Théoreme de Cauchy-Lipshitz . . . . ... ... .....
33 Champdevecteurs . . . . .. ... ...
3.3.1 Champ de vecteurs sur un ouvertde R . . . . ... ...
3.3.2  Champ de vecteurs sur une variété . . . . ... ... ...
34 flotlocal . . . . .. .. ..
34.1 Définition . . . . ... ..o
342 VDexistenceet!'unicite . . .. ... .. ... .. .....
3.5 champde vecteurscomplet . . . . . . ... ..o
35.1 Définition . . . ... ..o
3.5.2 champ de vecteur a support compact . . . . .. ... ...
3.5.3 champ de vecteur sur une variété compacte . . . .. ...
3.5.4 Champ de vecteur invarianta gauche . . ... ... ...
3.6 leflotetderivéedelie. . . ... ... ... ... ... ......
3.6.1 Théoreme: . . ... ... ... ... .. ...,
3.7 Lapplication expontielle . . . . . ... ... ... ... .....

4 Théoreme de Frobenius et feuilletages
4.1 Redressement des champs de vecteurs . . . . .. ... ... ..
4.1.1 Théoreme . .. ... ... . . ...
412 laPreuve . . ... .. ...
4.1.3 Proposition . . . . .. .. ...
414 laPreuve . . ... ... .. ... o
4.2 Théoreme de Froebenius . . . . ... .. ... .. ........
4.2.1 Feuilletage de variétés . . .. ... ... ... ......
4.2.2 Théoreme de Froebenius : . . . . .. ... ... .....
4.2.3  Démonstration du théoreme de Froebenius: . . . . . ..
4.3 Références Bibleographiques . . . . . .. ... .. ... ... ..

5 Introduction aux fibrés



6

8

9

Introduction et Histoire 56
6.1 Introduction . . . . .. ... ... . .. .. 56
6.2 Espacetangent . . . . ... ... ... ... ... 57
6.2.1 Vecteurstangents . . . . . . . . . ... ... ... ... 57
6.2.2 Espacetangent . . . . . .. ... ... ... 58
Fibrations 62
7.1 Fibrétangent . . . . . . . . . ... e 62
7.1.1 Fibrécotangent . . . . . . . . .. . ... ... .. ... 63
7.1.2  Fibré localement trivial . . . . ... ... ......... 64
7.1.3 Fibré vectoriel . . . ... .. ... .. .. 67
7.1.4  Fibré des reperes, fibré orientable . . . . . ... ... .. 70
7.1.5 Champsde vecteurs . . . .. .. ... .. ........ 71
7.1.6 parallélisation . . . . . ... ... ... 0o 72
7.2 Fibréprincipal . . . . ... Lo Lo 72
7.2.1 Généralités . . . . . . ... 72

7.2.2  Fibration d’un groupe G en sous groupes H au dessus de
G/H .. e 74
7.3 FibrationdeHopf . . . . ... ... ... ... ... ... .. .. 76
7.3.1 Définitionetexemples . . . . . ... ... ... ... 76
7.3.2  Construction dans un plan complexe . . . . . . ... ... 77
7.3.3 Quelquesphotos . . ... ... ... ... ..., 78
Introduction aux Algebres de Lie 83
Théoremes de Lie 84
9.1 Introduction . . . . . .. . . . .. . 85
9.1.1 Dintérét . . . . . . . .. 85
9.12 Historique . . . . . .. ... 85
0.1.3 EXCUSES . . . . v v it e e e e e 85
9.14 Remerciements . . . . . . .. .. ... ... 86
9.2 Rappels . . . . . . e 87
9.2.1 Définitionsdebase . . . ... .. ... ... ... ... . 87
9.3 ThéoremesdelLie . . .. ... ... ... ... ... .. ..... 89
9.3.1 Premier théoremedeLie . . . ... ... ... ...... 89
9.3.2 Deuxieme théoremede Lie . .. ... ... ....... 89
9.3.3 Troisieme théoremede Lie . . ... ... ........ 90
94 Théoremed’Ado . ... .. ... ... .. ... ... ... 90
9.4.1 Enocéduthéoreme . . . ... ... ... ... ...... 90
942 Remarquel : . ... .. ... .. ... ... ... 90
943 Remarque2: . .. ... ... ... ... ... ..., 91



9.5 FORMULE DE BACKER- CAMPBELLE- HAUSDORF . . . . . 91

9.5.1 Séries entieres formelles . . . . . ... .. ... ... .. 91

9.5.2 Transporter un champ de vecteurs de ’algebre de lie au
GIOUPE  « v v v e e e e e e e e e e e e e e e e 91
9.53 Enoncédurésultat . .. .................. 92
9.5.4 Trois regles pour calculeravec C* . . . . . ... ..... 92
9.55 Exempledecalcule . . . . ... ... ... .. ... 92
956 Lesoutiles ... .. ... ... ... .. 93
9.5.7 Comparaison des champs de vecteurs . . . .. ... ... 93
9.5.8 Démonstration de formule et des regles de calcul . . . . . 94
9.5.9 Finitude de I’algorithme . . . . .. ... ... ...... 94
9.6 bibliography . . . . . . . ... L 96
10 Métriques riemanniennes 97
11 Produit scalaire 98
11.1 Introduction . . . . . . . . .. . . e 98
11.1.1 Définitions et propriétés algébriques premieres . . . . . . 99
11.1.2 Définitions équivalentes et propriétés . . . . . .. .. .. 101
11.2 Métriques riemanniennes et leurs variantes . . . . . . . ... ... 101
11.2.1 Meétriques pseudo-riemanniennes . . . . . . . . . .. .. 101
11.2.2 Meétriques lorentziennes . . . . . . . .. ... .. .... 103
11.2.3 Meétriques sous-riemannienne . . . . . . . . . . . . . .. 103
11.2.4 Meétriques Finsleriennes . . . . . ... ... ... .... 104
11.3 Partitionde 'unité . . . . . . ... ... ... ... ... 104
11.3.1 Rappels . . . .. . . . o o 104
11.3.2 Lajustificationdemandée . . .. ... ... ... .. .. 105
11.4 Complétude . . . . . . . . ... .. 106
11.4.1 Complétude des variétés pseudo-riemanniennes homogenes 106
11.5 Théoreme de Hopf-Rinow . . . . .. ... ... .. ....... 107
12 Connexions et courbures 110
12.1 Introduction . . . . . . . . . . . . e 111
12.1.1 Variétés Différentielles . . . . . . . ... ... ... ... 111
12.1.2 GroupedeLie . ... ... ... ... .......... 113
12.2 GEOMETRIE RIEMANNIENE . .. ... ... ... ...... 114
12.2.1 Proposition . . . . . . . . .. . .o 114
1222 définition . . . . ... ... 114
1223 Remarque . . . . . . . . o vt i e e e 114
12.2.4 Connexion lineaire . . . . . . .. ... ... ... .... 115
1225 LeStenseurs . . . . . v v v v v v v v v e e e e 115



TABLE DES MATIERES © PG. Géométrie 5

12.3

12.4

12.5

12.6

12.7

12.8

12.9

12.2.6 Torsionet Courbure . . . ... ... ... .. ...... 116
CONNEXION DELEVI-CEVITA . . . ... .. ... ...... 116
12.3.1 définition . . . . . . . . . ... 117
1232 Théoréme . . . . . . . . . . . i e 117
12.3.3 Symboles descristoffel . . . . .. ... ... ....... 117
12.3.4 Tenseur du courbure de Riemann . . . . .. .. ... ... 117
12.3.5 Sectioneldecourbure . . . . . ... .. ... ... .... 118
12.3.6 TenseurdeRicci . . . ... .. .. ... ... ...... 118
EXEMPLES . . . . . . . . . e 118
1241 Exemplel . ... ... ... ... ... ... ... 118
1242 Exemple2 . ... . ... . ... .. e 122
le tenseur surune variéte€ : . . . . . . . ... ... e 122
12.5.1 definition: . . . . . . . . . . ... 122
12.5.2 les conventions de sommation d’Einstein: . . . . . . . .. 123
laconnexionlinéaire : . . . . . . . .. . . ... ... ... ..., 123
12.6.1 definition: . . . . . . . . . .. . ... 123
12.6.2 remarque : . . . . . ... e e e e e e e e 124
laconnexionde Levi-Cevita: . . . . . . ... ... ... ..... 124
12.7.1 definition: . . . . . . . . . . .. 124
12.7.2 formulede Koszul : . . . . . . .. ... ... ....... 124
12.7.3 Symboles de Christoffel : . . . . . .. ... ... ..... 125
1274 Torsion: . . . . . . v i e 126
12.7.5 L’existance et I’unicité de la connexion de Levi-Cevita: . 127
lesCourbures: . . . . . . . . . . . .. 128
12.8.1 laCourbure. . . . . . ... . ... ... . ... ..... 128
12.8.2 Lemme(les proprieté) . . .. ... ... ... ...... 129
1283 Remarque . .. ... ... ... .. ..., 129
12.8.4 peuvedeLLemme . . . .. .. ... ... ... ... .. 129
12.8.5 sectionnellecourbure . . . . . .. ... ... ... .... 131
12.8.6 lacourburedeRicei . . . . ... . ... ... .. ... 132
12.8.7 lacourburescalaire . . . . . . .. ... ... ....... 132
12.8.8 Isomerie . . . . . . . . . . . e 132
12.8.9 Homothetie. . . . . . . . . . . ... ... .. .. ... 133
Coordonnés normales . . . . . . . . . .. ... ... 134



CHAPITRE 1

Homotpie et revétement

Contents
1.1 Introduction ... ........c0i0iiieenneeenn 6
1.2 Revétements . ... ... nnnnnnnns 6
1.3 Groupesd’homotopie . .................... 7
1.3.1 Homotopie des chemins, groupe fondamental . . . . . 7
1.3.2 Composantes connexes par arcs . . . . . . . . . . . . 8
1.3.3 Groupe fondamental . . . .. ... ... .. ..... 8
1.4 Revétement . . . . . . . o i v i i ittt 11
1.4.1 Revétementuniversel . . . . . .. ... ... ... .. 12
1.5 Exemples . . . . o v v i i ittt it e e e e e e 12
1.5.1 Groupe fondamental du cercle s* . . . .. ... ... 12
1.5.2  Groupe fondamental des groupes classiques . . . . . . 13
1.5.3 Revétement universel du groupe des rotations SO(3) . 13

1.1 Introduction

Le but de ce travail est de donner les notions et les propriétés qui se trouve
entre des espaces ou entre les applications, comme le revétement et I’homotopie,
et étudier les relations entre eux.

1.2 Revétements

soit B un espace topologique. Un revétement de B est la donnée d’un espace
topologique E et d’une application continue p : &/ — B ayant la propriété locale
suivante :
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Pour tout b € B, il existe un voisinage V' de b dans B ; un espace discret ' # {o}
et un homéomorphisme ¢ : p~ (V) — V x F tel que le diagramme :

V) 25 VX F

p[
pri
Vv

commute .

Remarque (définition équivalent). soit M et N deux variétés de classe €* ; une
application p : M — N est un €"-revétement , (r < k) si :
tout point y de N posséde un voisinage V tels que p~* (V) = Use 1,U; est une
réunion disjointe d’ouverts de M, et pour tout 1 € I, la restriction de p a U;;
plu, : Uy — V, est un €"-difféomorphisme.
Exemples.
1. z+—— €* de C sur C*.
2. (0,¢) — (cos (R + rsinf),sin (R + rsinf),r cos ) de R* sur le tore
T,
3. La projection p : S™ — p™(R) de la sphére S™ sur ’espace projectif réel
p"R. sont des revétements .

1.3 Groupes d’homotopie

1.3.1 Homotopie des chemins, groupe fondamental
Homotopie

Soient C' et C’ deux chemins de méme origine x et de méme extrémités. On
dit que C' est homotope a C” s’il existe une application continue, dite homotopie :

H:[0,1] x[0,1] — X
telle que :

pour toutt € [0,1], H(¢,0) = C(t)et H(t,1) = C'(t)
pourtout s € [0,1], H(0,s) =zet H(1,s) =y

Proposition 1. La relation : C' est homotope a C', est une relation d’équivalence
sur ’ensemble des chemins.
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Démonstration. 1’homotopie (constante) H (¢, s) = C(t) donne la réflexivité.

Si H est une homotopie de C' a C’, la formule H'(t,s) = H(t,1 — s) donne une
homotopie de C’ a C' et donc la symétrie de la relation.

Pour la transitivité, supposons que H soit une homotopie de C' a C’ et H' une
homotopie de C’ a C” alors la formule

H(t,s) = H(t,2s) 5i0<s< 3
H(t,s)=H(t,2s—1) sit1 <s<1
donne une homotopie de C' a C” qui achéve la démonstration. [l

On peut composer deux chemins, si C' est un chemin de = a y et C’ est un
chemin de y a z, on définit le chemin C'C” de z a z en suivant d’abord C' puis C’
en formule :

cC'(t) = C(2t) si
{ co'ty=C'(2t—1) s

— Si C est un chemin de x & y, on définit C' (chemin inverse de (') de v a z,
par C(t) = C(1 —t).
— Si H est une homotopie de C' a v alors H(t,s) = H(1 — t,s) définit une
homotopie de C' a 7.
Nous allons associer a tout espace topologique M des ensembles qui donnent des
informations sur sa topologie.

1.3.2 Composantes connexes par arcs

Soit p un point de M. Nous dirons que ¢ € M est dans la méme composante
connexe par arcs que p, s’il existe une courbe 7 : [0, 1] — M, continue, telle que
7(0) = pety(1) = ¢.

Par définition méme, les points d’'une méme composante connexe par arcs de M
peuvent étre reliés entre eux par une courbe continue dans M .

Nous noterons 7y (M ) I’ensemble des composantes connexes par arcs de M. Nous
dirons que M est connexe par arcs si mo( M) est réduit a un seul point, c’est a dire
si M n’a qu’une seule composante connexe par arcs.

Un espace topologique connexe par arcs est connexe.

1.3.3 Groupe fondamental

Dans ce qui suit, M désigne un espace topologique connexe par arcs.
L’ensemble 7, (M ). L’ensemble le plus utilisé dans les applications qui nous concerne
est certainement 1’ensemble 7, (1) .

Nous allons voir que cet ensemble peut Etre muni d’une loi de composition interne
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qui en fait un groupe.

Soit pg € M un point quelconque de M , fixé.

Nous posons C'(po)l’ensemble des courbes v : [0,1] — M telles que (0) =
7(1) = po.

Ce sont donc les courbes qui commencent et se referment en p.

C'(po) est I’espace des lacets centrés en py, et nous dirons que v € C/(pg) est un
lacet.

Il faut remarquer que si :

71 estun lacet; v; : [a,b] — M tel que :

m(a) = y1(b) = po, alors il existe un lacet v € C'(pg) qui passe par les mémes
points de M que ~y; 1l suffit en effet de changer la paramétrisation, par exemple en
posant

7(t) =mnla+tb—a)

Maintenant, nous dirons que deux lacets ; o et 7; de C(pp)
sont homotopes s’il existe une application continue

F:[0,1] — C(po)

telle que :

F(0) =y et F(1) = 7

On peut encore voir /' comme une application continue
F:]0,1] x [0,1] — M avec

F(0,1) = (1)

F(1,1) =m()

pour tout ¢ € [0, 1].
Ainsi, pour toute valeur u € [0, 1], F'(u, -) est un lacet de C'(py).
L’application F' permet de déformer continiment le lacet

Yo (au=0)

en le lacet
T (du=1)

. Bien s, les lacets ne sont pas toujours homotopes entre eux. Prenons par exemple
pour espace M une couronne. Si 7y, est un lacet qui ne fait pas le tour du trou, et
si y; fait au contraire le tour du trou, alors il est impossible de déformer 7, en
~1. En effet, nous constatons facilement que -y, peut étre “contracté” en le lacet
v(t) = po, le lacet qui ne « bouge » pas dans M, alors que le trou de la couronne
empéeche ~y; de pouvoir étre ainsi contracté en un point.

La relation d’homotopie sur les lacets est une relation d’équivalence, qui permet
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de quotienter C'(py).

Nous posons 71 (M, py) I’ensemble des classes d’équivalence de C'(py) pour la
relation d”’homotopie.

Nous noterons [y] € (M, po) la classe d’homotopie de v € C(py).

Structure de groupe : Nous allons maintenant donner a I’ensemble 7 (M, pg)
une structure de groupe. Pour cela, nous définissons sur C'(py) une composition
des lacets.

Soient 7y et y; deux lacets de C(pg). Nous notons 717, le lacet obtenu en
parcourant d’abord v, puis 7;. Ce lacet, par un changement de paramétrisation (il
suffit de parcourir les deux lacets deux fois plus vite) est un élément de C'(po).

Nous définissons donc une composition interne

C(po) x C(po) — C(po)
(70,71) = 7%

Maintenant, il est facile de montrer que[7y;7,] ne dépend que de [7] et [y1]. Nous
avons donc un produit :

Wl(M,po)Xﬂl(M,po) — 771<M7p0>
([ols [m]) — [vl[n] = Ml

C’est ce produit qui donne a 7 (M, pg) une structure de groupe. En effet, 1’é1é-
ment neutre de ce produit, comme il est aisé de s’en convaincre, est la classe
d’homotopie du lacet ~,,(t) = po pour tout t € [0, 1], le lacet constant. Nous
avons alors

Vel = el (7] = [V]

Si 7 est un lacet de C'(py), nous notons ! le lacet obtenu en le parcourant dans
I’autre sens

Yt = (1 —t)
Ona
My =010 = )

C’est a dire que [y~!] est I'inverse de [] dans 7, (M, py).

Muni de ce produit, 71 (M, po) est donc un groupe, le groupe fondamental de
I’espace M en py. Nous remarquons que ce groupe dépend du point py choisi
au départ, il est cependant possible de montrer que si gy est un autre point de
M, quelconque, alors (M, pg) et w1 (M, qo) sont des groupes isomorphes. Ceci
signifie que la structure de ces groupes est toujours la méme, quelque soit le point
Po choisi.
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Nous notons 71 (M) I’'un de ses groupes sachant qu’il n’est défini qu’a un iso-
morphisme pres ; c’est le groupe fondamental de 1’espace M, appelé aussi groupe
d’homotopie d’ordre 1 de M.

Nous dirons que M est simplement connexe si 71 (M) = {1}, c’est a dire s’il
n’y a qu’une seule classe d’homotopie des lacets, celle du lacet constant. Nous
avons alors le résultat suivant :

Si M et M’ sont deux espaces topologiques connexes par arcs homéomorphes,
alors 71 (M) et w1 (M) sont isomorphes.

Cette propriété montre que le groupe fondamental ne retient de M que des ca-
ractéristiques topologiques. La réciproque de ce théoreme n’est pas vraie, comme
nous allons le voir dans les exemples qui suivent.

Exemples. 1. Le disque, R, R™ ont pour groupe fondamental I’ensemble {1}
et sont donc simplement connexes.

2. Le cercle et la couronne ont le méme groupe fondamental, Z. Chaque entier
n € Z est le nombre de « vrais » tours (dans un sens ou dans I’ autre, d’oui
le signe possible de n) que fait le lacet autour du trou.

3. Pourn > 1, si S™ est la sphere de R"™, alors m,(S™) = {1}. Ces sphéres
sont donc simplement connexes.
Bien que m(S™) = w1 (R"™) pour n > 1, nous n’avons pas S™ ~ R™ !

Remarque. Nous avons vu que M est connexe par arcs s’il est « composé d’un
seul morceau ». De méme, M est simplement connexe s’il « n’a pas de trou ».

1.4 Revétement

Soit M un espace topologique connexe par arcs.
Revétement :
Soit M'" 7w : M' — M.
Nous dirons que(M’, 7) est un revétement de M , si pour tout p € M , il existe un
ouvert U de M contenant p et des ouverts deux a deux disjoints U;;c; de M’, ou
I’ensemble I est non vide (il peut &tre fini ou infini), tels que 7~ (U) = U, Ui
etles m |y;: Ui — U sont des homéomorphismes.
En particulier, 7 est surjective.
Un revétement M’ ressemble donc localement a M (chaque ouvert Ui est une copie
de U), mais M’ est plus gros que M, puisque pour chaque p € M , nous avons
Card I points de M’ qui s’envoient par 7 sur p (Card I est le cardinal de 1’ensemble
I, c’est a dire son nombre d’éléments, il peut éventuellement €tre infini).
1l faut remarquer que I ne dépend pas de p, donc les 7! (p) sont des ensembles en
bijection entre eux, et en bijection avec I.
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L’ensembler ! (p) est la fibre de M’ au dessus de p.
Un revétement ayant des fibres formées de n points est un revétement a n feuillets.

1.4.1 Revétement universel

Sous certaines hypotheses tres peu restrictives sur M (au moins dans la pra-
tique), il existe un revétement (M’ 7) de M tel que :
— m(M') = {1}, c’est a dire que M’ est simplement connexe ;
— Pour tout p € M , I’ensemble 7! (p) C M’ est isomorphe a 7 (M), c’est &
dire [ ~ 7 (M).

(M', ) est appelé le revétement universel de M. Il est unique a un homéomor-
phisme pres.

Si M est simplement connexe, alors nous pouvons prendre M’ = M.

Si M n’est pas simplement connexe, nous pouvons lui construire un espace topo-
logique M’ qui est simplement connexe, et qui ressemble localement 2 M (en tant
que revétement).

Au dessus de chaque pointp € M , nous avons autant de point que dansm (M).
C’est a dire que M’ est d’autant plus gros par rapport a M, que 71 (M) est gros,
donc que M « n’est pas » simplement connexe.

L’adjectif universel vient de la propriété suivante :

si (M1, m) est un revétement de M, alors il existe

M — M1

telle que (M’, 7)) soit un revétement de M1 ; c’estd dire que tout revétement de
M est « coincé » entre M’ et M.

Prenons I’exemple deM = S*.

Dans ce cas,m(S?) = Z.

Le revétement universel du cercle est R, et 7 : R — S est donnée par 7(r) =
e?™" pour tout r € R.

1.5 Exemples

1.5.1 Groupe fondamental du cercle s!

Rappelons que p : R — S désigne la projection t — exp(2mit) ,et que e
est le point p(0) de S* .
pour tout entier n on désigne par 7, le lacet de base e dans S! défini par v, =
p(nt) ;t € I I’application correspondante v : ST — ST est alors z —— 2"
la correspondance 7 — [7,] est un isomorphisme de Z sur 7, (S?, ¢) .
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1.5.2 Groupe fondamental des groupes classiques

le groupe fondamental 71 (SO(2, R), 1) est isomorphe a Z.
pour m > 3 le groupe fondamental 7, (SO(m, R), 1)est isomorphe a Z, , et I’ho-
momorphisme i, : 7 (SO(2,R),1) — m(SO(m, R), 1) induit par I’injection
i:S0(2,R) — SO(m, R) est surjective .
par conséquent pour m > n > 3 'injection SO(n, R) — SO(m, R) induit un
isomorphisme de 7, (SO(n, R), 1) sur 71 (SO(m, R),1) .

1.5.3 Revétement universel du groupe des rotations SO(3)

Considérons le cas du groupe SO(3) des rotations de R3. Ce groupe est connexe
mais n’est pas simplement connexe.
Il admet pour groupe de revétement universel le groupe SU(2) ~ Spin(3).

Une matrice R € SO(3) est caractérisée par R'R = Id et detR = 1, et se

décompose sous la forme :
R = Rz(0)Ry (¢)Rx (1) avec

cos —sin 0
R.()=| sin cos 0
0 0 1

cos¢p 0 sing
Ry (¢) = 0 1 0
—sing 0 coso
1 0 0
R.(¥)=1 0 cosy —siny
0 siny cosy
Le groupe SO(3) est de dimension 3.

0 — R,(0) est une courbe dans SO(3) passant en Id a # = 0. Son vecteur tangent
en Id est:

dR.(6) "N

Xz = 70 lo—o=

S = O

0
0 0
0 O

De méme, les vecteurs en Id aux courbes ¢ — R, (¢) et ) — R, (1)) sont

0 0 1

dR
Xy: y<¢>|¢:0: 0 00
d¢ 10 0
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0 O
0 -1
1 0

de(w), -
dp 0

Xy

o O O

L algebre de Lie so(3) admet donc pour base { X, X, X.} et pour crochets :
(X2, X)) = X,; [ Xy, X.] = X, [X., X,] = X, En physique, on préfere travailler
avec des matrices hermitiennes. On introduit donc les matrices

Jp = 1X, Jy = 1X, J, = 1X, qu’on doit interpréter comme des matrices dans
I’algébre de Lie complexifiée de so(3) que I’on note so(3)¢ . L'espace vectoriel
sous-jacente a so(3)¢ est I’espace vectoriel complexifié de celui de so(3), et le
crochet de Lie est obtenu de celui sur so(3) par linéarité sur C. Le groupe SU(2) :
définie par U'U = Id et det U = 1. Elle peut s’écrire sous la forme :

a b
U =
avec a,b,c,d € Ceta=d,c=—b,b=—c,d=aet|a]*+|b]* = 1.
Il reste donc trois parametres réels pour caractériser U. La courbe

@ Uda)= ( o e—o* >

passe en Id pour o = 0 et y a pour vecteur tangent

iy = dUa)) < ‘

277 da

2

De méme, les courbes

5—>Uy(5)= ( cosgﬁ sin% )

et

VR
.

o)
2
5 ®
NTEL L

~.
o)

o &
=]
MIQMR
~__

v — Us(7)

ont pour vecteurs tangents en Id :

(0 3
27\ 7 0
=
—O'J:: .
2

wis O
[en) SIEN
N———



Exemples © PG. Géométrie 15

Tout élément de SU(2) est produit de U, () , U, (3) et U,(a) . L’algebre de
Lie su(2) admet donc pour base %Jx, %ay, %0’2 . Les matriceso, ,0,, 0, sont les
matrices de Pauli bien connues en mécanique quantique.

L’homomorphisme de revétement 7 : SU(2) — SO(3)
est donné par :

(7)

U, Ro(—)
Uy(B) — R

— y(_ﬁ)
et
U,(a) — R,(—a)

On remarquera que les matrices Id et -Id de SU(2) s’envoie sur ’'unique élément
Id de SO(3). On a donc un revétement a deux feuillets. Au niveau des algebres de
Lie, on a I’isomorphisme so(3) ~ su(2) avec :

Remarque. Un revétement simplement connexe est un revétement universel.

On les exemples :

1. Le revétement ¢y : R — S est un revétement simplement connexe de
S dont le groupe des automorphismes est le groupe des translation z ——
r+n;n € Z PAR conséquent 7 (S, e) est isomorphisme & Z ett — 2™
,t € I ,estun lacet dont la classe d’homotopie engendre 7 (.S 1 e)

2. pourm > 2,p:S™ — PR™ estun revétement simplement connexe .
par conséquent 71 (PR™) est isomorphe a Z

3. soit T'le tore de Klein ; p : B> — T est un revétement simplement connexe
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2.1 Introduction

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel
qu’on sait définir sur R™. Pour cela, nous allons introduire des objets mathéma-
tiques qui ressemblent localement a R", afin d’y transférer ce que nous savons
déja y faire (i.e. continuité, dérivabilité, vecteurs, applications diverses...), mais
qui globalement ne seront pas topologiquement identiques a R™. De tels objets

nous sont familiers dans R? : une sphere, un tore, un cylindre, une selle, une

nappe... ressemblent localement a R?.
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Nous voyons toujours ces objets comme sous-ensembles de R3.

Ce que nous allons définir ne peut a priori pas étre vu comme sous-ensemble d’un
R™.

Nous voulons en donner une définition intrinseque, que nous appellerons variétés,
sans faire référence a un espace plus grand. Nous sommes dans la situation d’ha-
bitants d’une sphere qui voudraient définir leur habitat sans connaitre ni se référer
a R3. Un habitant d’une sphere, s’il était mathématicien, se rendrait compte que
localement (et seulement localement) son habitat ressemble a un ouvert de R2.
C’est cette propriété qui va étre a la base de la construction des variétés.

Nous allons recoller ensemble des ouverts de R". Globalement, nous n’auront pas
nécessairement R", mais localement, nous aurons a notre disposition tout ce que
nous savons faire sur un ouvert de R".
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2.2 Variétés topologiques

Nous allons ainsi définir ce qu’est une variété topologique. M est une variété
topologique si
* M est un espace topologique séparé (Un espace topologique est dit séparé
si, pour tous points z,y de cet espace, il existe un voisinage U de x et un
voisinage V dey telsque U NV = ¢.)
* Pour tout p € M, il existe un ouvert U de M contenant p, et un homéomor-
phisme ¢ : U — W C R"
ou W est un ouvert de R".
Nous dirons que n est la dimension de M. Le couple (U, ¢) est une carte locale de
M. Un ensemble de cartes locales (U;, ¢;) ;1 tel que la réunion des U; soit M tout
entier est appelé atlas de la variété. On dira alors que {U, };c; est un recouvrement
d’ouverts de M. A priori, cet atlas n’est pas unique. En particulier, la réunion de
deux atlas est encore un atlas.
Eclairons cette définition. M est un espace topologique, c’est a dire que 1’on a
acces sur M a la notion de continuité. Ainsi, il est possible de considérer des
fonctions continues f : M —— R. Ensuite, M ressemble localement a R"™. En
effet, autour de chaque point de M ,nous identifions un ouvert U de M a un ouvert
W = ¢(U) de R™ grace a ’lhoméomorphisme ¢?.
Nous rappelons qu’un espace topologique M est connexe s’il ne peut pas s’écrire
M = U,UUs avec ULNU2 = ¢et Uy et U, deux ouverts de cet espace topologique
M.
Une variété connexe est une variété topologique connexe.
Elle est donc constituée d’un seul morceau. Dans la suite, nous ne considérerons
que des espaces topologiques connexes, donc des variétés connexes, sans qu’il
soit nécessaire de le préciser.

2.3 Variétés différentiables

M est une variété différentiable de classe " (r < 1) si

— M est une variété topologique ;

— Ilexiste un atlas (U;, ¢;),.; de M tel que pour tous i, j tels que UiNUj # ¢,

¢jo0; "+ ¢i(Ui N Uy) — 6;(U; Uy)

est de classe €.
Nous dirons alors que Iatlas (U;, ¢;),.; est de classe €. Nous voyons ainsi que
la notion de dérivabilité sur la variété n’est acquise qu’a travers la composition
avec les ¢; afin de retrouver des applications de R™ sur R (ou R"). Une variété
topologique peut admettre plusieurs atlas de classe %”. Deux tels atlas ne sont
pas toujours compatibles (leur réunion n’est pas nécessairement un atlas de classe
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%"). Cela signifie qu’une variété topologique peut admettre plusieurs structures
différentiables. Un atlas de classe € est bien siir un atlas de classe €” pour tout
r <.
Une carte locale (U, ¢) d’une variété différentiable de classe € sera dite de classe
€' pour ' < r, si la réunion de cette carte avec un atlas qui définit la structure
différentiable

de M est un atlas de classe € . Cette définition impose donc que les appli-
cations ¢ o ¢! soient de classe €. 1l sera donc possible de réunir deux atlas
de classe & en un atlas de classe €, si toutes les cartes locales de ’un sont de
classe € pour la structure différentiable définie par I’autre.
Nous dirons qu’une fonction f : M — R est différentiable de classe € | avec
" < r, si pour toute carte locale (U, ¢) de classe €, fo ¢! : ¢(U) — Rest de
classe € . Dans toute la suite, les variétés différentiables seront prises de classe
¢, et toutes les cartes locales seront prises de classe ¢°.
Lemme 3.1.soient M etN des variété différentiables respectivement de di-
mension n et k et d’atlas {(Ua, va)} et {(Vs,95)}-
Alors l'espace produit M x N est une variété de dimension n + k dont la
structure différentiable est définie par 'atlas formé de toutes les cartes de la

forme {(Ua X V3,90 X ¥p)}, 0t 0o X ¥3(p, q) = (¢a(p), ¥s(q)) € R**

2.4 sous-Variétés

2.4.1 Sous-variétés de R"

Un sous-ensemble N C" est une sous-variété de R" de dimension k < n si,
pour tout point x de NV, il existe un ouvert U, C R" contenant x et un difféomor-
phisme ¢ : U, — ¢(U,) C R™ tel que

p(U: N N) = p(U;) NR".

Autrement dit, une sous-variété de R™ est une sous-ensemble que I’on peut loca-
lement redresser en un sous-espace vectoriel R¥.

Il est clair qu’une sous-variété de R” est une variété, les (U, NN, ¢ JU=N ) formant
un atlas pour N. La structure différentiable et la topologie sont induites par celles
de R™ .Remarquons alors (le montrer) que I'inclusion de la variété N dans R" est
un plongement (le terme sous-variété plongée est d’ailleurs souvent employé a la
place de sous-variété).

De facon générale, ’'image d’un plongement est une sous-variété.

Lemme 4.1. Soient U C R¥ un ouvert et f : U — R"™ un plongement.
Alors N = f(U) est une sous-variété de R"™ de dimension k.
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Preuve. Soient 7y € U et f(xy) € N = f(U). Comme f est une immersion,
sa différentielle D f(x() : R¥ — R" est de rang k. Quitte 2 modifier 1’ordre des

coordonnées (z!, 2%, ..., ™), on suppose que D f(xy) s’écrit par blocs

Df(lfo)Z(é)

ou A € Mj(R) est une matrice inversible (c’est-a-dire que les dérivées partielles
de f par rapport aux k premieres coordonnées sont linéairement indépendantes).
On définit I’application

gp:kaR"*k—ﬂR"
(2,2) — f(z) + (0, 2)

cette application vérifie p(zo,0) = f(zo) = yo est sa différentielle en (z(,0) est
inversible puisqu’elle s’écrit

A 0
DSD(%,O) = ( B I, , )

Il résulte alors du Théoréme d’Inversion Locale qu’il existe un voisinage U, 0) C
R™ de (¢, 0) et un voisinage V,,, C R de y, tels que ¢ restreinte a Uy, o) est un
difféomorphisme sur V.

On voudrait alors que le difféomorphisme ¢! permette de définir N comme une
sous-variété. Il faut pour cela qu’il vérifie

(pil(v;/o N N) = 9071(‘/31()) NRF = U(Imo) n Rk’

c’est-a-dire que Vi, N f(U) = @(Ugy0) NR).
Or ces deux ensembles ont pour définition

Ve N fU) ={y € Vt.q3z €U, f(x) =y}
©(Ulzo0) NR) = {y € Vyt.q.3x € Uy o) N U, f(z) =y}

Utilisons maintenant que f est un plongement : f est injective (pas de croi-
sement) et f~! est continue sur f(U).
Il existe donc un voisinage V, C V,, de y, tel que I'image de V,; N f(U) par
/! est continue dans U, o). En considérant maintenant le difféomorphisme ¢~
restreint a V' , il vérifie o' (V) N f(U)) = ¢~ '(V,,) N R, ce qui montre que
N = f(U) est une sous-variété de R.

Lemme 4.2.soient F : R” — R"* une application différentiable et y €
F(R™ C R. Si F est une submersion sur N = F~!(y),alors N est une sous-
variété de R™ de dimension k.

Preuve. Soit z, un point de N = F'~!(y). Quitte & changer 1’ordre des coordon-
nées dans R, on peut supposer que la différentielle de F' en xy s’écrit par blocs
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DF(xzy) = (A B)
ot A € M,_(R) est une matrice inversible. Considérons alors 1’ application
p:R*" — R"
r— (F(z) =y, Tp_ti1,---Tn)

La différentielle de ¢ en x s écrit par blocs

Dot = 1)

et est donc inversible. Il résulte alors du Théoreme d’Inversion Locale qu’il existe
un voisinage U,, C R" de x, tel que I’application ¢ restreinte a U,,, est un difféo-
morphisme. De plus

(Uzy N N) = p({z € Usyt.q.F(z) =y})
{0, ..,0, Zp—pi1, oory Tp)t.qx € Uy, }

©(Uyzy) NTRE,

Ce lemme est tres utilisé dans le cas suivant. Soient f1(z), ..., f?(x) des fonctions
de classe ¥ de R" dans R et .S la “surface” définie par les zéros de ces fonc-
tions : S = {z € R".q.f'(z) = ... = fP(z) = 0}. Si, pour tout point x de
S, la jacobienne (%)i’j est de rang p, alors S est une sous — variété de R™ de
dimension n — p.

2.4.2 Sous-variétés de variété.

Une partie /N d’une variété M de dimension n est une sous-variété de M de
dimension & < n si, pour tout point ¢ de N, il existe une carte (U, ) de M
contenant x telle que

p(UNN) =oU) N (R* x {0}).
la carte (U, ¢) est dite adaptée a N. Elle vérifie
e(UNN)={(2!,...,2") € p(U)t.qa"! = ... = 2" = 0}.

Les deux résultats suivants se montrent presque de la méme facon que les lemmes1.1
et 1.2 (il faut en plus passer par des cartes variétés M et N).

Lemme 4.3. Soient M, N des variété de dimension n, k ' : N — M un
plongement. Alors W = F(N) est une sous-variété de M de dimension k.
Lemme 4.4. Soient M, N des variété de dimension n, k, F : M — N une
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submersion et y € F(M). Alors W = f~1(y) est une sous-variété de M de di-
mension n— k Un sous-ensemble W d’une variété M est une sous-variété immer-
gée de M de dimension k£ < n si il existe une immersion injective f : M — N,ou
Nest une variété de dimension &, dont I'image f(/N) est égale a W Remarques.
. Une sous-variété immergée peut aussi etre définie comme une variété conte-
nue dans M telle que I'inclusion 7 : W — M est une immersion (alors que
c’est un plongement pour les vraies sous-variétés).
. Des ouverts suffisamment petits de 1 sont des "vraies" sous-variété de M.
En revanche w lui-méme n’en est pas forcément une, sa topologie étant en
général plus forte que celle induite par M.
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2.5 Exemples(Variétés différentiables)

2.5.1 Quelques exemples

1. R™ est une variété différentiable de dimension n pour I’atlas a une seule
carte (R, id).

2. Tout R-espace vectoriel £ de dimension n est une variété de méme dimen-
sion :tout isomorphisme ¢ : £ — R™ définit un atlas (£, ¢).De méme tout
ouvert U C FE de I’espace vectoriel est également une variété, I’atlas étant
(U, #).

3. L’espace euclidien K" est une variété de dimension n : il est en bijection
avec R" via le choix d’un systeme de coordonnées x. L’atlas a une carte
(E, x) définit donc un structure différentiable.

Tout ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes a R".

2.5.2 Sphere unité 5"

La sphere unité S™ = {(z1, ..., xp11) €™, 27 + AAA + 22, = 1} est une
variété ¢’>° de dimension n, en effetsi N = (0, ..., 1) et S = (0, ..., —1) d’enotent,
respectivement, le pdle nord et le pdle sud alors ‘a ’aide des deux projections
stéréographiques :

oy SN} — R”

(1'17 "'7xn+1) — (1—2i+1""’ 1_ZZ+1)

et
s : S"\{S} — R

z1 In

(ﬂfl, ...,xn+1> — (1+73n+17 ceey 1+-73n+1)

Il est clair que Uy = S"\{N} et Us = Sn\{S} forment un recouvrement ouvert
de S™. On vérifie aisément que : oy (Un (Us) = ps(Un [\ Us) = (R™)* et que

ps ooy (R")* — (R™)*

(‘Tl? ...,$n+1) — (HIHZ’ T fll?

on déduit que ® = {(S"\{N}, pn); (S"\{S}, ¢s)} estun € -atlas sur S™
— S™ est compacte car elle est fermée et bornée dans R™ 1,
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— S™ est connexe, c¢’est I’image du connexe [0, 27| - - - [0, 27| par t’application

[

VvV
nfois

continue ¢

$1(04, ...05) = cos b,
¢2(01, ...02) = sin 0 cos Oy

On—1(01,...00) = sinb,...sin b, _o cosb,_,
gbn,l(@l, 92) = sin 01 sin Qn,g sin Hn,l

2.5.3 Tore T?

Le Tore T? est la surface engendrée par la rotation d’un cercle de centre w €
{z = 0} etde rayon r < ||ow|| = R tournant autour de 1’axe 0z, T? est paramétre
par I’application :
f:(0,0) — (cosO(R+rcosy),sinf(R + rcosyp),rsing) , comme

—sinf(R + rcosp) —rcosfsing
D) f = cosO(R +rcosp) —rsinfsing
0 7 COS

on vérifie que une immersion ¢ sur R? et que f est injective sur

Jo, a+2m[x]3, B+ 27 [Va, 8 € R. on début que f est un plongement et T? est une
sous-variété de classe €’ et de dimension 2 de R3. on déduit aussi que le tore T?
est compact et connexe.

2.5.4 Espace projectif P"(R)

On considere I’espace quotient P"(R) = (R"*1)* /R par la relation d’équiva-
lence : TRy <= IN#0,y =z
On muni P"(R) de la topologie quotient, et on note 7 : (R"™')* — P"(R)
la projection canonique x — [z]. # est un ouvert de P"(RR) si et seulement si
771(0) est un ouvert de (R"1)*,
Pour tout i = 1,...,n + 1,7 (U;) = {y € (R"™)* y; # 0} est un ouvert de
R" !, donc aussi de (R"*1)*. par suite, les U; sont des ouverts de P"().
Soit [z] un élément de P"(R), et x = (x1, ...x,,11) un représentant de [z]. comme
x € (R"1)* au moins I’'une de ces composantes est non nulle,i.e 3i € {1,...,n +
1}, z; # 0 ce que veut dire que 3i € {1,...,n + 1}, [x] € U; puisque [z] est arbi-
traire, on déduit que les U; forment un recouvrement ouvert de P*(R) = U/ U,.
Il est facile de voir que
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goi_l : R” — U,
(21, Zpg1) (T, L g, o0, )]

Pour tout 7 € {1,...,n+1}; o, est bijective, et continue car I’application 7~ (U;) —

R, (21,..., Tppy) — (%, 5L Tl Zatly egt continue. D’autre part o] '

mi,..., Z; 9 z; g ooy z;

est continue, puisqu’elle est la composée de deux fonctions continues :

o7t R™ LN (U, BN U,

(1’1,...l’n+1) — [(Z’l,...,l'i,l,1,$i+1,...,$n)] [— [(.1'1,...,$i,1,1,$i+1,...

Il s’en suit que les ; sont des homéomrophismes.il reste @ montrer que les fonc-
tions de transition sont de classe *°. Montrons que P"(R) est séparé, pour cela
utilise le la lemme :

lemme : soit X un espace topologique. Si pour tout x # vy dans X , il existe
f X — R continue,telle que f(x) # f(y). Alors X est séparé. (Le lemme
reste vrai si on remplace R par un espace topologique séparé quelconque). Le
lemme est évident, si x # y et f : X — R continue , telle que f(z) # f(y).
Alors il existe U voisinage de f(x) et V' voisinage de f(y), tels que UV = ¢,
(R est séparé). 11 suffit maintenant de remarquer que, f~'(U) est un voisinage de
z et f~1(V) est un voisinage de y, et que f~H(U)( f~H(V) = ¢.

Pour P"(R) on considere I’application :

fe: P"(R) — R

vl — e

ou <, > est le produit scalaire euclidien. Il est claire que f, est continue. Si
[x] # [y] . i.e les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, f,([z]) = 1 et f.([y]) =
<ﬁ, ”—i“) = cos(x,y) # 1 (car = et y ne sont pas colinéaires). Les hypothéses du
lemme sont satisfaites, P"(IR) est donc séparé. L’application

wgn: S — P™(R)
est surjective, puisque pour tout z € (R"*)*, & € S™ et [2] = a/|z[|, en
d’autres termes 'image par m de (R"*1)* et de S™ coincident comme 7gn est
continue (la restriction de la fonction 7), on déduit que P"(R), comme S", est
compact et connexe.

2.6 Exemples(sous-Variétés )

1. Structure de sous-variété de A = {(z,y,2) € R*/2® + ¢ + 2% — 3zyz =
13}.0n définit I’application f : R® — R par f(z,y,2) = 23 + ¢y + 2% —

7'TTL)]
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3zyz — 13. Onaalors A = f~1(0).

Onadf(,.. = (3z* — 3yz,3y* — 3xz,32% — 3ay).

L’ensemble f~1(0) sera une sous-variété de dimension 2 si la différentielle
est toujours de rang 1 en chaque point (x,y, z) € A. évidemment (on arrive
dans un espace de dimension 1), cette application est au plus de rang 1. On
doit voir les points ou elle est de rang 0, ce qui arrive lorsque df ;. .) =
(0,0,0). Or, on remarque que

flz,y,2) =2% —zyz + y° — xyz + 2% — 2yz — 13
= x(2? —yz) + y(y* — z2) + 2(2% — zy) — 13.

Si df(zy, = (0,0,0), alors f(z,y,z) = —13, donc (z,y,2) & f~'(0). La
différentielle est donc toujours de rang 1 sur f17(0) et f~1(0) est donc bien
une sous variété de dimension 2 de R3.

2. Structure de sous-variété du groupe orthogonal
O(n) ={A € M, (R)\'AA = Id}.

On identifie M, (R) avec R™. On introduit donc I’application f(A) =
AA — Id, d’efinie sur M,(R) et a valeur dans Sym(n), I’ensemble des
matrices symétriques n x n (et oui, on a bien 'f(A) = f(A) pour tout
A € M,(R)). Avec cette application, on a O(n) = f~1(0). Il nous suffit
donc de montrer que la différentielle de f est surjective en chaque point
A € M,(R). On note tout d’abord que df4.H =" AH +' HA (je vous en-
gage a reprendre la définition de la différentielle d’une application et a faire
le calcul de f(A+ H)— f(A) pour retrouver ce résultat). Est-que cette appli-
cation est surjective ? Choisissons S € Sym(n). 1l est facile de construire
une matrice M € M, (R) qui s’envoie sur S par df 4. En effet, on pose M =
AS/2. Comme "AA = Id, on a df4(AS/2) = (*fAAS +' STAA)/2 = S
car 'S = S. L application est donc surjective, et par le théoreme 1, O(n) est
une sous variété de M, (R) de dimension n? — p = dim(Sym(n)). Or, on
sait que Sym(n) est de dimension n(n + 1)/2 (faites le calcul de la moitié
des coefficients d’une matrice carré, en comptant la diagonale). Donc, O(n)
est une sous variété de dimension n(n — 1)/2 de R™

3. Structure de sous-variété de SLo(IR) et espace tangent au point /d. Sla(R)
est ’ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant 1. On peut démontrer que
c’est une sous-variété de dimension 3 de R*. Pour cela, on identifie My(R)
avec R*, via

My(R) —> R
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On peut introduire une application "déterminant” sur R*, en posant det(a, b, ¢, d) =
ad — be. Avec cette définition, on a SLy(R) = det™'(1). Par ailleurs,

on a d(det)pea) = (d,—c,—b,a). Cette différentielle est de rang 1 sur

tout M, (R). C’est donc une sous-variété de dimension 3 (4-1) de R*. Par
ailleurs, I’espace tangent a I’identité est le noyau de d(det)(1,,0,1). On a

ker(d(det)(001)) = {f(a,b,c,d) € R\a+d = 0}

Par identification, 1’espace tangent a SLy(R) est donc I’ensemble des ma-
trices M, (R) de trace nulle.

2.7 Grassmanniennes G, ,

Soit M une variété topologique. Si x est un point de M et (U, ¢) une carte en
x telle que j(p) est un ouvert de R™ on dit que M est de dimension n au voisinage
de z. On note dim, M = n.
La dimension n peut dépendre du point x. Dans le cas contraire, si la dimension
est partout la méme et égale a n, on dit que M est une variété pure de dimension
n. Si on admet le théoréme suivant :

Théoreéme 1. (théoréeme d’invariance du domaine de Brouwer).
Si U est un ouvert, non vide, de R™ homéomorphe a un ouvert V de R™,
alors nécessairement n = m.

on montre que la dimension est un objet uniquement défini; on ne peut pas
avoir deux dimensions différentes au voisinage d’'un méme point. On montre aussi
que la dimension est localement constante (donc constante sur toute composante
connexe de M).

Théoréme 2. Si M est une variété topologique munie d’un ¢°-atlas A, alors
I’ensemble &(n) = {x € M,3(U, p) € A carte en z; o(U) est un ouvert de R"}
est, a la fois, un ouvert et un fermé de M.

Démonstration.. Soit x € &(n) et (U, ¢) une carte en z telle que ¢(U) est un
ouvert de R™. Pour tout y € U la méme carte (U, p) montre que y € &(n). On
déduit que & (n) est voisinage de chacun de ses points, ¢’est donc un ouvert de
M. Six ¢ E(n), il existe (U, ) une carte en x telle que ¢(U) est un ouvert de
R™ avec n # m. Montrons que U C M\E(n). Dans le cas contraire, il existe
yeUnNé&(n)et(V, ), une carte en y, telle que ¢(1) est un ouvert de R". L’ou-
vert, non vide, (U N V) de R™ est homéomorphe a ’ouvert ¢(U N V') de R™.
D’apres le théoreme d’invariance de la dimension on déduit que n = m, d’ou la
contradiction. On a donc x € U C M\ & (n) et M\&(n) est un ouvert de M. Par
suite &(n) est un fermé de M.
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Il en résulte que les composantes connexes d’une variété topologique sont pures.
Sous certains hypotheses "raisonnables" sur une variété topologique M, qui vont
étre précisées (dénombrable a I’infini, possédants une base dénombrable d’ou-
verts...), les composantes connexes sont en nombre fini ou d’dénombrable ce qui
permet, quitte a se restreindre aux composantes connexes, de considérer que les
variétés pures.

2.8 Variété quotient

Le théoreme suivant donne une condition suffisante "assez générale" pour que
le quotient d’une variété différentielle par une action de groupe de Lie soit une
variété différentielle.

Théoreme 3. Si un groupe de Lie G agit proprement et librement sur une va-
riété différentielle M. Alors I'espace d’orbites M\ G peut étre muni d’une unique
structure de variété différentielle de dimension dimM — dimG pour laquelle la
projection p : M — M\G est une submersion.

On dit qu’un groupe de Lie G agit, sur une variété M, proprement disconti-
nuement et sans point fixe si :

(i) Pour tout z,y dans M, si y ¢ O(x), il existe un voisinage U de z et un
voisinage V de y tels que .U NV = &, pour tout g € GG

(11) Pour tout z € M, il existe un voisinage W de z, tel que g. W NW = &, pour
tout g € G\{e}

Le théoreme suivant est un cas particulier, mais important en soi, du théoréme

Théoréme 4. Soit M une variété de classe €* et G un groupe de Lie discret qui
agit proprement discontinuement et sans point fixe sur M. Alors il existe sur M /G
une unique structure de variété de classe €* qui fasse de la projection canonique
p: M — M/G un €*-revétement.

2.9 Compléments

Une relation d’équivalence R sur une variété M est dite réguliere s’il existe
sur M /%R une structure de variété telle que la projection canonique 7 : M — M/
R soit une submersion, cette structure est alors unique, a un morphisme pres, i.e
g : M — N est un morphisme < gom : M — N est un morphisme

Théoreme 5. (Godement). Soit SR une relation d’équivalence sur une variété M
et soit G C M x M son graphe. *R est réguliére si et seulement si :
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(i) G est une sous-variété de M x M.

(ii) La premiére projection m : G — M est une submersion. De plus, M /*R est
séparée si et seulement si G et fermé.
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3.1 Introduction

Pour étudier un mouvement sur une variété, nous avons besoin de quelques
définitions comme :
on appelle une équation différentielle sur une variété M une équation de la forme

ou X est un champ de vecteurs sur M et v est une courbe sur M. Tout champ
de vecteurs sur M définit donc une équation différentielle, dont I’inconnue est la
courbe v : R — M.

En chacun de ces points, cette courbe doit avoir pour vecteur tangent le vecteur
associé a X en ce point. En physique, ce type d’équation différentielle est tres
commun. Comme dans les espaces vectoriels normés, on peut parler dans ce cas a
I’existence et I’unicité de solutions. L’ unique solution avec des conditions initiales
de cette équation est appelée le flot de X.

On parle dans notre exposé de I’existence, et de quelques propriétés du flot local.

3.2 Probléeme de Cauchy

3.2.1 Définitions

Soit f : U C R x B — B une fonction continue a valeur dans un Banach B,
on considere I’équation différentielle

dx
= = f(t,) 3.1

Une fonction différentiable ¢ : I C R — B est dite solution de 1’équation (3.1)

si:
{ (t,p(t)) € U pourtoutt € [

' (t) = f(t,p(t)) pourtoutt € [
Si ¢ une solution de I’équation (x) et si f est de class|| alors ¢ est declass|| + oo .
Exemple :
L’équation : x’(t)=x(t) ,admet une infinité de solutions sous la forme :z(t) = ae
a est réel ,si on ajoute une condign notée initial 2(0) = x(, on trouve une seule
solution qui vérifie cette condition donc le probleéme :

{ & =f(t.2)

x(to) = 29

s’appelle probleme de Cauchy.
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3.2.2 DPexistence et ’unicité de solutions

Se trouve quelques théoremes qui assurent I’existence comme le théoreme de
Peano,...etc. Et d’autre qui assurent 1’existence et I’unicité comme le théoreme de
Cauchy-Lipshitz(solution maximale).

Rappelons que toute solution locale admet une solution maximale qui se prolonge
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3.2.3 Théoréme de Cauchy-Lipshitz

Soitf : (t,x) € U CRxB — f(t,z) € B une fonction continue a valeur dans
un Banach B .Si f est localement lipshitizienne par rapport a x alors le probléme
de Cauchy :

{ & =1rt)

ZL’(to) = 29

admet une unique solution maximale définie sur un voisinage det,

3.3 Champ de vecteurs

3.3.1 Champ de vecteurs sur un ouvert de R”

Soit U un ouvert de R", un champ de vecteurs de class C* sur U est une
application de class C* de U dansR™.On note par I'(U) I’ensemble des champ de
vecteurs sur U.

Si X € T'(U) est un champ de vecteurs de e class C'* sur ouvert U de R" , et
sia € U, on leur associe le probleme de Cauchy (FP,) :

{ b= s = X(x(s))

x(tg) = a

Si(z, 1,) est I'unique solution maximale de (F,) on définit le flot ¢;,.; de X par

¢r 1 U — Ua — ¢4(a) = z(t)

Le flot ¢, a les propriétés suivantes ;

1.¢0 - IdU

2N¥t,sel, si t+sel, alorsg; s = @004

3.Vs € I, X(x(s)) = %f)h:s on particulier pour s=0 X(a) = %@]tzo
Demonstration :

1.Va € U, pp(a) = 2(0) =a ie ¢y = Idy

2.0415(a) = x(t +s) = y1(t) avec x est solution maximale de (P,), et y
est une solution maximale de (P, s))

d’autre part p005(a) = ¢i(¢s(a)) = ¢(z(s)) = yo(t)  avec yo solution maxi-
male de (P,(;)) etparunicité yy =yo iesit+s€ Iy, Qs = G100,

3.ca résulte par definition

bla) = olt) et L)y = X((t) —> X(a(s)) = L],



flot local © PG. Géométrie 36

3.3.2 Champ de vecteurs sur une variété

M est une variété différentielle ,un champ de vecteurs sur M est application X
de M dans TM(fibré tangent de M) de class C* telle que X (z) € T,M< pour
tout z € M.

I’ensemble de champ des vecteurs sera notée pary (M ).

exemple :

la sphere S™ les champs de vecteurs sur S™ sont les applications X : S — R+
qui vérifient :

(X (x),z) = 0, pour tout x € S™ .ainssi toute matrice antisymétrique d’ordre n+1
définie un champ de vecteurs sur S™

3.4 flotlocal

3.4.1 Définition

M est une variété différentielle ,p €M, U,voisinage de p .on peut définir pour
chaque ¢t € I C % une application :

¢ U, — M

P ¢(t,p) = ¢:(p)

on verra que¢, est un difféomorphisme sur Ujautrement dit un difféomorphisme
local sur M .

on appelle lafamille de ces difféomorphisme locaux ¢, le flotlocal de champ
de vecteurs X sur M.

3.4.2 DP’existence et ’unicité

Théoreme :
pour tout p dans M , il existe un triplet (1, U, ¢) formé d’un intervalle I contenant
0, d’un voisinage ouvert U de p et d’une application ¢ : I x U — M de classe
C* , notée (t,x) — ¢, ,vérifiant pour s dans I et x dans U

doy(z)
dt

[t =5=X(¢s(2))
¢o(x) =1z
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Si(I',U’,¢') estun autre tel triplet , alors et ¢’ coincident sur (I xU)cap(I’'x
U’) de plus , pour t,s dans I et x dans U . sigs(z) € Uelt + s € I,alorseg, o
¢s(T) = Grrs. Oy est O -difféomorphisme local .

le champ de vecteurs X est invariant par ¢; i.e T,,¢;(X (x)) = X (¢¢(x))) preuve :
cet énonce est local .11 suffit de prendre des cartes locales , on se ramené donc au
cas ou M est ouvert d’ un espace de Banach ,pour lequel le résultat est bien connu
. Lapplication

Gy it — ¢y(x)

de I dans M est la courbe intégrale de X passant par x définit sur I .L’application
(t,z) — ¢y(x)del x UdansM estle flot de X en x .

3.5 champ de vecteurs complet

3.5.1 Définition

Un champ de vecteurs X sur une variété M est complet ,si pour tout p € M ,la
courbe intégrale de X issue de p est défini pour tout te R .
autrement dit que si le flot est global alors le champ de vecteurs est complet.
exemple : M=R, le champ de vecteurs X(t)=t, est complet parce que pour tout
t dans i X est défini.mais X(t)=t ne I’est pas car la solution x('[)=1j’“"t°x0 (une so-
lution maximale)

3.5.2 champ de vecteur a support compact

Théoreme :
Soit X € C'(£2) un champ de vecteurs et a € Q€ ,et soit I, I'intervalle de la solu-
tion maximale issue de a .Notons () := ®(t, a) la courbe intégrale de X passant
paraent =0, alors :
I, est un ouvert on a donc [, =Jt', t"[ ,ou t',t" € [—o00, +0o0].
x sit” est fini ,alors, pour tout compact K C €,il existe un temps T> 0 tel que
v(t) # inK (on dit que ~y sort de tout compact).
* de méme ,si ¢’ est fini ,pour tout compact k£ C 2, il existe un temps 7" < 0 tel
que 7() K
Ce résulte entralne ne aussitot ce qui suit.
Corollaire soit X € C'(€) un champ de vecteurs a support compact , ¢’est a dire
qui s’annule en de hors d’un co ;pact.Alors X est complet .
Preuve du théoreme
La premiere assertion est une conséquence du théoreme d’existence .Nous nous
contenterons de montrer la deuxieme propriété(la derniere étant identique) .
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Démontrons par I’absurde et supposons que t” est fini et qu’il existe un compact K C
Q tel que Vt € [0,t"[ ~(t) € K .Puisque K est compact , on peut construire une
suite (t,),en de réels dans [0,¢"[ qui converge vers t” et telle que (¢,) converge
vers un point m € K .

Remarquons que ,puisque K est compact ,X est borné sur K et donc () =
X (7(t)) est borné. donc en particulier ,7y est lipshitzien sur [0, "] .on déduit de
tout cela que thj?/ ~v(t) = m.

Posons v(t”) := m. Alors + est derivable sur [0, ¢"[ ( car’y = X oy est continue
et borné sur [0, t”[ et on peut prolonger cette fonction par continuité en t”).

Donc on peut ,par recollement avec une solution intégrale issue de m prolonger la
solution ,ce qui est une contradiction.

3.5.3 champ de vecteur sur une variété compacte

Théoreme 1 :
Supposons qu’il existe € > 0 tel que pour tout x dans M , il existe un voisinage
ouvertU, de x tel que
le flot local de X soit défini sur | — 2¢, 2¢[x U,. alors le champ de vecteurs X est
complet i.e. Le flot local de X est définie sur R x M , et (¢;) est un groupe a un
parameétre deC”* -difféomorphisme de M, i.e : ey est I’identité M et pour tous t,s
dans R ,on a ¢;¢ps = ¢ Uapplication (¢, ) — ¢(x)deR x M dans M de
classe C* , et donc ¢; : M — M est un C*- difféomorphisme . Preuve :
Posons vy = ¢, 0 ¢y, oil k est la partie de ¢ /e .Comme le flot de X preserve X ,
il est immédiat que dwt ) |,_y= X (¢h5(2)) .et ¥o(x) = x. pour tout s dans R et x
dans M . Par unicité (bt est le flot local de X défini sur & x M .il est immédiat que
(1t),. est un groupe a un parametre C* de C* - difféomorphisme de M .
Exemples :
1) Considérons un champ de vecteurs linéaire surR"” :

X(z) = Az

ol A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels .pour tout ¢ € R,I’application
définie par :

o(t,x) = py(z) =exp(At)r = (1+ 4 + . B85 + )z

est un groupe a un parametre de I’espace R” .

2) Soit M la sphere S? = {(z,y, z) € R3/2? 4+ y* + 2? = 1} .I'application :

cost —sint 0 T rcost —ysint
o(t, (z,y,2z)) = | sint cost 0 y | = xsint+ycost
0 0 1 z z

est un groupe a paramétre de difféomorphisme de la sphere S.
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Théoreme2 :

Si M est compacte , alors tout champ de vecteurs X sur M est complet .

preuve :

Pour tout x dans M , il existe un voisinage ouvert U, de x

et £, > 0 tel que le flot local de X soit défini

sur | — 2, ,2e,( JPar compacité , il existe x1,...,z; dans M tel que M=
Uz, U...UU,, . soit € = mun &, Alors d’apres le théoreme precedent
on a la résultat.

3.5.4 Champ de vecteur invariant a gauche

Champ de vecteur invariant a gauche est complet.
Proposition :le flot ¢;d’un champ de vecteur X invariant a gauche ,sur un group
de lie G.est défini sur . x G et

o1(g) = gpe(e) pourtout(t,g) € R x G

Preuve ;
Soit ¢, est le flot local de X .D’apres la proposition ,le flotde
L,X est Lyo¢yo (L)t c’estadire

Lyo ¢ro(Lg) ™ (x) = goe(9™ ')
Puisque pour tout g € G. ;. X = X ,on déduit que :

$i(x) = gpe(g~'x) pourtoutg,x € G

Soit t €] — e,¢[, t — ¢:(e) est une courbe intégrale de X ,qui passe pare. On
prolonge le flot ¢; a tout R ,en posant :

¢t = ¢t/n ©...0 ¢t/n
—_———

n—fois

avec n € N assez grand pour que ¢t /n €] — ¢, £[ il suffit de prendre la partie entiére

2

n =[]

3.6 le flot et dérivée de lie

Lemmel : Si¢, est le flot local d’un champ de vecteurs X
Alors , la dérivée de lie d’une fonction f € C°°(M)
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suivant X est donnée par :

(Lx f)(z) = % li=o (f © ¢¢(x))

preuve :

4y (f o dnle) = Tolt — f o u(a)(1) = Ty Tolt — dr(@))(1) =
T (4 fimo (00(2)) = Tof o (X(2) = (Lx/)() Tob (Lf)(@) = & |imo
(f o ¢(x)). Lemme2 : Soit X€ x(M) un champ de vecteurs sur une variété
différentielle M et soit¢ un difféomorphisme local sur M .Pour tout f € C'*™

(@ X)(f) = Lx(fop ") oo
preuve :
On a
Lx(fod ) oo =Tyu(f o ¢ ) (X(d(x)))
=T:of o (Towyd~ (X(8()))
=T f((¢"X)(x))

=¢*X)(f)(x)donc ¢*X)(f) = Lx(fod™')o¢ Lemme3 : Pour toute fonc-
tion réelle g de classe C'* sur un intervalle I contenant O ,
il existe une fonction continue sur I ,telle que :

9(t) = g(0) + th(?)

de plus ,h(0) = ¢’(0) preuve :
Si ge C'(I,R) la formule de Taylor d’ordre 1 ,avec reste integral, donne g(t) =
g(0) + tfol g (tx)dx ettr— h(t) = fol ¢'(tz)dx est la fonction cherchée.

3.6.1 Théoreme :

Soit X ,Y € x(M) deux champs de vecteurs sur une variété différentielle M ,
soit ¢
flot local de X, le crochet de lie de [X, Y| est donné par :

d
2X,Y] = = oo (67)Y

preuve :

D’apres le lemme précédent on a; f o ¢_,(x) = f(x) — thy(z) avec ho(x) =
L =0 (f o ¢u(z)) = (Lxf) Dapres le lemme 2 on a donc : (¢;Y)(f)(z) =
Ly(f —thy o ¢u(x) = Ly (f) o ¢(x) — t(Lyhs) o ¢(x) On dérive cette égalité
en t=0 on obtient ,d’une part % |,—o Ly (f) o ¢¢(z) = To(Ly(f) o ¢:(z)(1)
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= To(Ly (/) (To(t — ¢u(2)(1) = T (Ly (f))(X(2)) = Lx (Ly f)(x)

et d’autre part :

d

% limo (4(Iyhe) 0 Gu(a)) = mn((Lyhy) = Lyhg

— Ly(Lxf)(@)
On déduit que £ | (67Y)(f)(x)) = [X, Y](f)(x) , d’ot

d
[X, Y} = E |t:0 (cbZ‘Y)

3.7 DL’application essentielle

3.7.1 L’essentielle d’une matrice :

Définition : on appelle exponentielle A € M,(K) (K = R, K = C) ,la
somme de la série normalement convergente :

eXpA:Z%

n>0

Remarque :1’application A — exp(A) est continue .
exemple : exp(diag(\y, ..., \,)) = dia(e™,...e*) en particulier exp 0 = I, .

3.7.2 L’expontielle sur une variété :
Définition :

M est une variété, p € M et g une métrique sur M on définit 1’application
expontielle au point p par :

expy : TpyM — M
u— Y,(1,u)

ouT, M T’espace tangentenp .et  v,(0,u) =p, 7,(0,u) =u

c.d I’expontielle d’un vecteur tangent en p est un point dans M atteint a 1’instant
t=1 sur la courbe 7, issue de p a I'instant t=0, dans le cas de M = R" ou
T,M == R" exp,(u) représente M = R" I'inverse de I’exp, est un carte dite
les coordonnées polaires .

Dans tout suite on écrit vy, (1) a la place de v, (1, u)
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exemples :

N T T
(t) = o + ¢

(t) = cosat —sinat
T =\ _ginat  cosat
Dy (0 o
""" \a 0

(10
=191

[ cosa —sina
XPay (u) = sina  cos«

2)M=R"  exp,(u) =p+u

Remarque ; L’application expontielle sur un groupe de Lie G est définie a par-
tir du flot ¢ xd’un champ de vecteur X invariant a gauche sur G ( c’est a dire d’un
élément deg).

propriétés

1) L’application expontielle est un difféomorphisme local de 7, M sur M.
2)(expp)* : ToT,M — T, M est I’identité.
3) Elle commute avec tous les isometries

Tp M SN TPM
exp, | 1 expyp)
¢6: M — M

Ou ¢ est une isométrie de M dans M .

4) Pour tout X et Ydans 7TM on a:

expX.expY =exp(z+Y + I[X, Y]+ L[X,Y],Y] - L[[X, Y], X] +...)
C’est la formule deBaker-Combelle-Hausdorff.

Si[X,Y]=0alorsexp(X +Y) =expX.expY
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La dérivée de I’expontielle :

Si X est champ de vecteur sur une variété M ,alors on a :

< (exp(X (1)) = X'(1) exp(X (1)
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4.1 Redressement des champs de vecteurs

4.1.1 Théoréeme

Soit X un champ de vecteurs C* sur une variété M de classe C"! , avec
1<k<r<w.
Pour tout point zo de M tel que X (z) = 0, il existe une carte locale (U, ¢) de
classe C* en x , telle que :

W*(X\U) = (Xel>|¢(U)
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4.1.2 la Preuve

Comme le probleme est local , et par les propriétés des champs de vecteurs vis
a vis des restrictions et des images réciproques , nous pouvons supposer que M
est un ouvert de R™ , que zp = 0 et que X (x¢) = e; . Notons (¢;) le flot local de
XenO.
Considérons I’application :

0: (t,xe,...,x,) — &4(0, 29, ..., )
qui est de classe C* et définie sur un voisinage de 0.
Comme ¢y = id et d¢;§0) o =X (0) = ¢, , on a la différentielle de ¢ en 0 est
I’identité.
Donc par le théoreme d’inversion locale , 6 est un Ck— difféomorphisme local en

0.
Pour tout z = (1, ..., x,,) suffisamment proche de 0 ,on a:

dex(€1) = d

%It:wle(t,xg, o) = X (g, (0, 29, ..., 1)) = X(0(z))

Donc §,(X|.,) = X sur un voisinage de 0, ce qui montre le résultat .

4.1.3 Proposition

Soient a € M et des champs de vecteurs X, X5, ... X, dont les commutateurs
soient tous nuls. Si les vecteurs tangents X;(a) sont linéairement indépendants,
alors il existe une carte (U, ¢) de M dont le domaine contient a et dans laquelle :

Xily=0;,Vi<p

4.1.4 la Preuve

Désignons par ¢* le flot de X . Il existe un ouvert 1 de M contenant a et un
nombre positif € tels que : pj, o - - - o ¢l () existe pour tous ', ..., 17 €] — €, +¢]
et tout x € W . Choisissons une carte (Up, ¢) de M dont le domaine contient a
telle que pp(a) = O et :

On obtient une telle carte a partir d’'une carte quelconque composée avec une

affinité qui translate I’image de a en 0 et qui transforme les expressions locales
des X;(a) enles ¢; . Posons :

¢(u17 "'7um) = 90,:51 ©---0 8021’(90(;1(07 ) 07 u1+p7 "'7um)>

L application ¢ est de classe C'*™° dans un voisinage ouvert de 0 dans R . Nous
allons vérifier que ¢, est non singulier et que :
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Guui = Xi(¢(u)) . Vi < p

En vertu du théoreme de la fonction inverse, la premiere propriété montre que
oo ¢ est un changement de variables au voisinage de O et que, par conséquent, en
rétrécissant Uy & un ouvert contenant a assez petit, on obtient une carte (U, p~ ')
de M . Elle nécessite seulement que les champs considérés soient indépendants en
a . La seconde propriété montre que cette carte répond a la question. Elle utilise
le fait que les champs X; commutent .

Vérifions ces propriétés. Par définition :

L d .
Di€i = £¢(U + té;)|i=o

Sii < palors:

d .
Prui = a@il o0l 00k 0 (0., 0,u P L u™)

d o
- E%lﬂ 0. ropopior 0wl 0prt(0,...,0,uttP L u™)

= o el 0 0@l 0 g (0, 0,uMP, L u™)
= Xi(¢(u))

car les applications ¢/ commutent puisque les crochets [X;, X sont nuls deux a
deux . En particulier ¢.o€; = 0;(a) . Sii < p, alors :

d

Px0€i = %90

o (t€;)|i=0 = O(a)

car gofj est I’identité dans W . Donc ¢, transforme la base des ¢€; de R™ en la base
des 0;(a) de T, M .1l est donc non singulier.
Exemple

Les coordonnées polaires :
Considérons, dans R? , les champs :

X =20, + y0,

Y =40, — 20,

Une courbe intégrale (z(s),y(s)) de Y est solution des équations différentielles :

=y
y =—x
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On a donc : z” + = = 0 si bien que la courbe intégrale maximale de Y passant par
(a,b) en s = 0 est donnée par = acoss + bsins ety = bcoss — asins, ou

encore : i
X COSS -sIns a
¢s((a’ b)) - ( y ) ( sins coss ) ( b )

Semblablement, on vérifie que le flot de X est : ¢;((a, b)) = €'(a, b)
Il est clair que les applications ¢ et 1» commutent. On peut vérifier directement
que [X,Y] = 0. La composée de ces flots en (a, b) = (1, 0) est ’application

(t,s) — (e’ cos s, €' sin s)

En posant 7 = e’ , on retrouve les coordonnées polaires de R? . On notera que X
et Y sont linéairement indépendants en tout point (a, b) # (0,0) .

4.2 Théoreme de Frobenius

4.2.1 Feuilletage de variétés
Définitions

Définition 01 : (Feuilletage) Un feuilletage C" de codimension s sur M est
défini par un ensemble maximal F de paires (U, f;) ¢ € I ou les U; sont des
ouverts de M , et les f; : U; — R* des submersions vérifiant :

L U, Ui=M
2. siU; NU; # 0, il existe g;; difféomorphisme de R® tel que :
fi=gijo fisurU;NU;

— les f; sont appelées cartes distinguées de F .
— on appelle plaques de F sont les composantes connexes des ensembles :
fit(c),ceRs.
— puisque M recouverte par des plaques , on peut définir une relation d’équi-
valence sur M :
p ~ ¢ ssi il exist aq,....,, n plaques telles que p € a; et ¢ € a, et
Viel,...on,a; N1 #0.
— les classes d’équivalences pour ~ sont appelées feuilles de F .
Définition 02 :
Soit S C M et N deux variétés . on dit que g : N — M est transverse a S si
Vo =g(y) € S, TS+ Dg(y).(T,N) = T, M . on dit que g est transverse a F si
elle est transverse a toutes les feuilles de F .
Théoréme 01 :
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Si F est un feuilletage C" de M , (r > 1) ,etg: N — M une application C" , ¢
est transversea F ssiV(U, f) € F', fog:d ' (U) — R® est une submersion.
Théoreme 02 :

Si g est ainsi définie est transverse a J alors il exist un unique feuilletage de
codimension cod(F) sur N , noté g*(F) dont les feuilles sont les composantes
connexes des ensembles g~ (F') , ou F est une feuille de F

Champs de plans et feuilletages
Un k-champ de plans sur une variété M est une application P qui associe a
chaque point ¢ € M un sous espace vectoriel de dimension £ de 1, M.

Exemple

Si X est un champ de vecteurs sans singularité sur M , on peut définir le
champ de droites P , en posant P(q) = RX(q) . le sous-espace de dimension un
de T, M engendré par X (q) .

Définition 03 :

On dit qu'un champ de plans P sur M est de classe C" si pour tout ¢ € M , il
exist k& champs de vecteurs C" , X', X2 ..., X* | définis dans un voisinage V de
q tel que :

pour tout x € V , X! (x), X?(x), ...., X¥(z) est une base de P(z) .

- on a alors le résultat suivant :

Proposition 01 :

Tout feuilletage F de dimension k£, C” sur M™ , définit un k—champ de plans
C™Ysur M ,noté T F .

Preuve :

Notons P(x) = T,F le sous espace de T,, M tangent en x & la feuille de F passant
par

étant donné xy € M , soit (U, ¢) une carte locale de F , alors P(x) est le sous-
espace engendré par (D,®)"'(e;) , i = 1,..k ol e; est le 1™ vecteur de la base
canonique de R" .

Comme ¢ est C" , les champs de vecteurs définis sont C" 1 .

e La question qui se pose alors est la suivante : si on se donne un k—champ de
plans P sur M , sous quelle conditions existe-t-il un feuilletage F , de dimension
k ,talquer Vg € M T,F = P(q)?

La réponse a cette question se trouve dans le théoreme de Froebenius

Définition 04 :
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On dit qu'un champ de plans est involutif si étant donnés deux champs de vec-
teurs X et Y tels que Vg € M :
X(q)etY(q) € P(q) alors [X,Y](q) € P(q)
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4.2.2 Théoreme de Frobenius :

Soit P un k—champ de plans C" sur une variété M ,r > 1, si P estinvoluti f
alors il exist un feuilletage C" de dimension k sur M telque :
Vge M, T,(F) = P(q) (ondit que P est compltement intgrable ) .
Réciproquement si F un feuilletage C™ (r > 2) et P le plan tangent de F alors
P est involutif .

4.2.3 Démonstration du théoreme de Frobenius :

Supposons que la seconde propriété soit vérifiée , et montrons qu’alors P est
intégrable. Comme ce probleme est local, on peut supposer que M est un voisi-
nage ouvert de 0 dans R" .

Par la définition (01) quitte a réduire M , il existe (X, ..., Xj) un k—uplet de
champs de vecteurs de classe C'*°, qui, en tout point de M , est une base de I’es-
pace tangent en ce point.

Montrons tout d’abord que 1’on peut se ramener au cas ou [X;, X;| = 0 pour 7,
JjeA{l, ...k}

Quitte a faire un changement linéaire de coordonnées , on peut supposer que
X;(0) = 22(0) pouri € {1,...,k} .

n
0
SiX, = a;;— , alors, quitte a réduire M .
on peut supposer que la matrice (a; j(x))1<; <k » qui vaut la matrice identité en
x = 0, est inversible, d’inverse (b; ;())1<; j<k-
Par les formules donnant I’inverse d’une matrice, les fonctions b; ; sont C*° .

k
Posons X/ = Z b; ;X , Alors les X/(z) engendrent encore P,.
j=1

Par construction,

S0 0 0
Xi = axl + Z Ci’ja_l’j

j=1+k
Donc un petit calcul, utilisant le fait que [%, %] = 0, montre que :
i J
& 0
[Xw Xj] - Z di 5 o
I=1+k

Or par I’hypothese, il existe des fonctions e; j; pour i, j,l € {1,....k} de
classe C'* telles que
k k

0 u 0
/ N o ! L _ L
(XL X =) euX =) e“”l(ﬁml +j§1+k c1,j 8xj)

=1 =1
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Donc par différence , on a :

k

0
Z ei’j’la_xl =0

=1

ce qui, par indépendance des (% , montre que e; j; = 0

pouri,j,k € {l,.. k}, cequ’il fallait démontrer .

Montrons maintenant par récurrence sur k que si (X7, ..., Xj) est un k—uplet de
champs de vecteurs C'™ linéairement indépendants , et commutants (i.e. [X;, X;] =
0 pour tous ¢, j ), alors :

il existe un C'*°—difféomorphisme local ¢ en 0 tel que, au voisinage de 0,

on ait p*(X;) = z2- pouri € {1,...,k} .

Ceci montrera que le champ de k—plans engendré par ¢*(X;), ...., ¢*(X},) est tan-
gent au feuilletage JF par les sous-espaces affines paralleles a R* x {0} .

Donc le champ de plans engendré par X, ...., X}, est intégrable au voisinage de 0
(tangent au feuilletage image réciproque par ¢! de F).

Le cas k = 1 découle du théoréme de redressement .

Supposons le résultat vrai pour £ — 1.

Alors nous pouvons supposer, quitte a utiliser un C'*°—difféomorphime local en 0
,que X; = (%_ pouri € {1,....k — 1} . Ecrivons :

. Oa; . < .
Comme [X},, X;] =0pouri€1,....k—1,0onaz~ = 0pour tout j , c’est-a-dire
que a; est une fonction des coordonnées zy, ..., x,, seulement.

0

n
Par le théoreme du redressement appliqué au champ de vecteurs Y = Z aj(?_
Lj

I=k
sur {0} x R"P*1 on peut supposer que Y = ai de sorte que :

T

k-1
0 0
X, — Z Y
g Zaj &rj + 8$k
7j=1
Tp
Pouri € {1,...,k — 1}, posons f;(xy,...,z,) = —/ a;j(t, Tpi1, ..., Tp)dt , qui
0

est de classe C'°°.
Posons aussi :

z; + fi(zg, ..., x,) pouri € {1,....k — 1}
Yi = A :
z; pouri € {k,...,n}
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Il est immédiat que I"application (1, ..., z,,) — (Y1, ..., Yn) est un C*°-difféomorphisme
localen O .
pour tout j € {1,...,n},ona:

Donc, pour j € {1,...,k — 1} ,ona: % - %et

of, 0 G
Zaxkayz o = o

Donc, pour j € {1,....,k} ,ona: X; = ;> , ce qu’il fallait démontrer .
Réciproquement , Supposons d’abord quejP soit intégrable, défini par un feuille-
tage F de dimension k. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M tangents a
P ,etx dans M .
Montrons que :

[X,Y](z) € P,

Quitte a prendre une carte locale (U, ¢) en x et a remplacer X par ¢.(X|y) et
de méme pour Y , on peut supposer que M = R" et que le feuilletage est le
feuilletage par sous-espaces paralleles a R? x {0} dans R? x R"P .

Mais alors, dire qu’un champ de vecteurs est tangent a P équivaut a dire qu’il est
combinaison linéaire de ;2 ...., % .

Comme le crochet de deux champs de vecteurs qui sont une telle combinaison
linéaire en est une autre, le résultat en découle .

Exemple

Considérons le champ de plans P de classe C°° sur la variété R* munie des
coordonnées u = (z,y,2) , qui est engendré par les champs de vecteurs C'™°
linéairement indépendants en tout point

X = a% Y = a% + w%

i.e. qui est défini par u — P, = Vect{X (u),Y (u)} .

Ce champ de plans est invariant par les translations dans les directions

yetz

Le long de I’axe de coordonnée des z , il est horizontal en 1’origine , et devient de
plus en plus vertical quand on va vers I’infini .

Notons que [X,Y] = < n appartlent pasa Vect{X,Y}.

Alors P, ,, . = Vect{ 831, 5y 0 4+ z2} estnon intégrable.



Références Bibliographiques © PG. Géométrie 54

4.3 Références Bibliographiques

1. http ://www.geothalg.ulg.ac.be/geodif/node31.html

2. M.Karl Oeljeklaus , RAPPORT DE STAGE : Feuilletage de variétés ,
Laurent Bruasse , (juin-juillet 1996)

3. Frédéric Paulin , Géométrie différentielle élémentaire , Cours de pre-
miere année de mastére , Ecole Normale Supérieure ( 2006-2007)



CHAPITRE 5

Introduction aux fibrés




CHAPITRE 6

Introduction et Histoire

6.1 Introduction

Cet exposé introductif présentera les mots du titre : fibrés, fibrations, et es-
saiera de donner une idée des notions géométriques qui se cachent sous ces appel-
lations. D’autres mots techniques, reliés a ces notions, apparaitront d’eux-mémes.
Par exemple, la notion de groupe structural situera la place des groupes de trans-
formations a I'intérieur de ces structures. Cet exposé en effet, les fibrés sur les-
quels les géometres actuels les font vivre. Il est bien difficile de dire maintenant
laquelle de ces deux notions est la plus centrale, surtout depuis que les physiciens
se sont emparés des connexions pour en faire les " champs " de leurs interactions.
Ehresmann dégage plusieurs notions fondamentales : espaces fibrés différentiables,
fibrés principaux, connexions infinitésimales. Les non-linéarités de la géométrie
des espaces fibrés : une rencontre étonnante entre physique et mathématiques.
Lorsque Theodor Kaluza proposa en 1918 un modele d’unification des interac-
tions gravitationnelles et électromagnétiques en ajoutant une dimension a I’espace-
temps, il levait le voile sur un nouveau continent, la géométrie métrique des es-
paces fibrés, dont les physiciens théoriciens et les mathématiciens se sont par-
tagés la conquéte. En effet lorsque I’espace total d’un fibré est muni d’une mé-
trique "adaptée” a la fibration, alors la courbure de 1’espace total, de la base et
des fibres s’interpénetrent de facon remarquablement non-linéaire, avec la possi-
bilité d’une lecture "physique" de la plupart des formules. Au-dela du modele de
Kaluza-Klein, ce sont les théories de jauge non-abéliennes classiques qui se nour-
rissent de cette interaction non-linéaire, mais elles sont aussi contraintes par elle.
L’exposé présentera des certaines notions géométriques ( vecteurs tangent, es-
paces tangents, fibrés tangents, champs de vecteurs, structure orienté et paralléli-
sation) .

Nous retracerons I’histoire de I’'idée d’étudier des objets géométriques compli-
qués en leurs donnant une structure plus fine, en partant du produit introduit dans
le contexte topologique par Steinitz en 1908 et déja présente de maniere implicite
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dans les exemples construits par Poincaré dans son fameux mémoire sur I’analysis
situs (1895).

Au début des années 1930, elle fut utilisée par W. Threlfall et H. Seifert pour struc-
turer des variétés tridimensionelles : c’était le début des fibrations selon Seifert.
En différence avec la conception moderne des fibrations, la théorie de Threlfall-
Seifert est une théorie géométrique qui nécessitait des connaissances importantes
de géométrie sphérique a trois dimensions. D’un point de vue historique il est
intéressant d’étudier le développement de cette théorie qui a perdu dans son état
actuel ses racines géométriques.

En parlant de nous je pense d’un coté au groupe des éléves de Heinz Hopf, de
’autre aux trois auteurs ou groupe d’auteurs qui ont développé indépendamment
le sujet, les communications ayant été interrompues par la guerre : Ehresmann
et Feldbau [1941], Hurewicz et Steenrod [1941], et moi-méme [Eckmann1941 —
42a). Nous avons réalisé que 1’on pouvait combiner les idées de Hurewicz [1935, 1936]
sur les groupes d’homotopie avec la notion de fibré suggérée par les fibrations de
Hopf [1935].

6.2 Espace tangent

6.2.1 Vecteurs tangents

Le but est de formaliser dans une variété la notion de direction de déplacement
ou encore de mouvement possibles a partir d’un point donné.
dans R"™ exemple les directions possibles a partir d’un point X sont tous les vec-
teurs de R" ’ensemble des déplacement est donc R™ x R™ I’ensemble des couples
(x,v) formés d’un point de départ = et d’une direction v.
Soit une variété différentielle M et un point p on s’intéresse aux courbes dans M,
différentiables et qui passent par p.

c: |—eel — M, c(0)=p
t — c(t)

Définition 1. Deux courbes c; et ¢y sont tangentes au point p si ¢1(0) = c2(0) = p
et si il existe une carte locale (U, p) en p telle que :

Spoe)(0) = L(eoe)(0)

La définition est indépendante de la carte choisie. En effet, si (V) est une
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autre carte autour de p, alors :

dwoe)©0) =3 wop™)o(poe)(0)
:D@Z) o 30_1) o %(zﬁ o Cl)(O)
Do ™o o)) = L (woa))

On définit ainsi une relation d’équivalence sur I’ensemble des courbes qui passent
par p : c; ~ co si elles sont tangentes en p.

Définition 2. Un vecteur tangent a M en p est une classe d’équivalence de courbes
tangent en p. L’espace tangent a M en p, noté T,,M, est I’ensemble des vecteurs
tangents a M en p.

6.2.2 Espace tangent

La différentiabilité d’une application, entre deux variétés différentielles, est
une notion bien définie. Par contre, parler de la différentielle n’a, a priori, aucun
sens puisqu’il n’y a pas de structures vectorielles, ni d’applications linéaires qui
jouent le rdle de la différentielle. Pour arriver a une généralisation du calcul diffé-
rentiel de R”, on va associer a chaque point d’une variété différentielle un espace
vectoriel ou va vivre I’application linéaire tangente. Puis on va montrer que cette
définition est consistante, i.e ne dépend pas du choix des cartes locales.

définition géométrique

La premicere idée (intuitive) de construire un espace tangent en un point, est
de considérer les (vecteurs tangents) a toutes les courbes qui passent par le point ;
en s’inspirant du cas des sous-variétés de R". Malheureusement une variété dif-
férentielle abstraite n’est pas forcément plongée, comme sous- variétés, dans R".
On peut s’attendre a ce qu’un espace tangent, lorsqu’on arrive a le définir, sera un
objet abstrait. On peut définir les courbes de classes ™' qui passent par un point,
et lorsqu’on compose une telle courbe avec une fonction coordonnés, on obtient
une application d’un voisinage de 0 de R dans un ouvert de R", et on peut parler
de sa dérivée en 0. On va identifier les courbes qui donnent le méme vecteur. Plus
précisément : Soit M une variété différentielle de dimension n. Une courbe %
passant par a € M est la donnée d’une application vy :] — ¢,, e, [— M de classe
¢, (au sens des morphismes de variétés, bien entendu), d’un voisinage de 0 de R
dans M telle que (0) = a. On définit sur I’ensemble de ces courbes

C(M’a’) :{76%1 (] —E,E[,M), 7(0) :a}
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la relation suivante :

(I1, 1) ~ (I2,72) < 3 carte en a telle que (¢, 71) (0) = (,72) (0)

On montre que c’est une relation d’equivalence et I’espace

quotient C'(M, a)/ ~ définira I’espace tangent a M en a et sera noté (7, M),
(I'indice g pour I’approche des géometres).

On n’a pas insister sur le fait de prendre les restrictions des courbes ~y;etvys a des
sous-intervalles de/,, et ., respectivement, pour pouvoir composer avecy (ceci est
toujours possible grace ‘a la continuité de v, etvs) , donc en réalité il faut identifier
une courbe avec sa restriction et ceci grace a la notion de germes (voir 1’approche
algébrique). Montrons que (7, M), peut étre muni d’une structure d’espace vec-
toriel réel.

Théoreme 6. (1, M), est en bijection avec R™. Par transport de structures, (T,M),
est un espace vectoriel isomorphe a R". En particulier, diim(T,M ), = dim M.
Définition algébrique

Pour les variétés 4> de dimension finie on a une description purement al-
gébrique de I’espace tangent en un point est des dérivations par D*( M )et par

D,(M) lorsque k = oo si M est de dimension finie et de classe € alors :
(TaM)g = Do (M)

Espace tangent

on appelle I’ensemble des vecteurs tangent en point a au variété M I’espace
tangent et s’ écrit :

ToM = {v, avec v, vecteur tangent en point a }

Exemples

1. exemple S' :
St={(z,y) e R:\2? +y* =1}
trouver I’espace tangent de s! en point a(1,0) soit o un application telle que :

veER’ Fa:]—¢e[— S?
T,5' =< a(0) =a(1,0)
o' (0)=w
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aft) = (z(t),y(t); o/ (t) = (¢/(t), /(1))
endérivé 22 + > = 1 = 22'2 4+ 2y/y = 0 =2’ =0
Alors :o/ () = {(0,4/'())} = ¥/ (£)(0,1) = /' (£)((0,1))
eten se trouvé que 7,,S! et un droite D qui passe par a et parallele au vecteur
0,1)
2. exemple S? :
S?={(z,y,2) e R3\x? +y? + 22 =1}
trouver I’espace tangent de s? en point N(0,0,1) soit « un application telle
que :

veR3Ja:]—¢e e[— 52
TyS?={ a(0)=N
a'(0)=w

at) = (z(t),y(t), 2(1); &' (t) = (2'(2), ¥’ (1), 2’ (1))
endérivé 22 + 2 + 22 =1= 200+ 20/y+222=0= 2 =0
Alors :o/(t) = {(2/(t),y'(t),0)} = 2/(¢)(1,0,0) + ¢/ (¢)(0, 1, 0)

= {{(1,0,0),(0,1,0)) } en se trouve que TS? est un plan

voir figure 2.4.5

Exercice

soit ¥ = {(z,y,2) e R 2% +y* =2%eta+y+2=1}
x Montrer que > est une sous-variété.
* déterminer 1’espace tangent 7,3 pour a(1,0,0)
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solution :

1) on poissons que : f(z,y,2) = (2> +y* — 22, v +y+2—1)
festclasse € f~1(0) = X on arang f = rang D, f

et on se trouve que : rang f = 2

2)ona:T,% =kerD,f,alors T, = (A) droite de vecteur v = (0,1, —1)



CHAPITRE 7

Fibrations

7.1 Fibré tangent

Définition 3. Soir M une variété différentielle. On appelle fibré tangent de M, et
on le note par T'M, la réunion disjointe de tout les espaces tangents a M

TM = ]_[ .M

aeM

Cas des sous-variétés. Supposons que M soit une sous-variété de classe 6" (k >

1) et de dimension d de R™ . On peut voir alors 7'M/ comme I’ensemble des
couples (z,v) € R™ x R™ formés d’un point x € R™ et d’un vecteur v tangent
a M en x. (passer a R™ x R" permet de voir les espaces tangents aux différents
points comme des ensembles disjoints). On obtient ainsi une sous-variété de classe
¢+ (k > 1) et de dimension 2d de R?", En effet, pour tout point de M, il existe
un ouvert U C R” et une submersion f : U — R"~? (de classe ¢*) tels que
UNM = f~1(0). On en déduit que

TUNM)={(x,v) e UxR", f(x) =0etD,f-v=0}

Mais I’application (z,v) — (f(z), D,.f - v) est une submersion de classe €*!
de U x R™ dans R~

Exemples (Fibré tangent du cercle). Le fibré tangent du cercle S* = {(z,y) €
R?, 22 + y* = 1} appardit ainsi comme la sous-variété .

et dans ’exemple(2.4.5) en trouve que T, M est une droite, donc la réunion
disjointe de toutes les droites est un cylindre S* x R. (voir figure3.1.2)

Proposition 2. 1. En géométrie différentielle le fibré tangent T'M associé a
une variété différentielle M est la somme disjointe de tous les espaces tan-
gents en tous les points de la variété. Le fibré tangent est lui-méme une
variété différentielle, et un espace fibré de base M.
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2. Soit M une variété différentielle, de dimension n et de classe EF on (k>1).

Son fibré tangent est "canoniquement” une variété, de dimension 2n et de
classe €% 1.

3. Le fibré tangent a un structure naturelle de variété différentielle .

4. En topologie différentielle, une fibration est un ensemble (E, X, 7, F,Q)
ou:

e F est un espace topologique, appelé espace fibré (parfois également :
espace total). C’est intuitivement un espace qui est localement le produit
cartésien de X et de F', mais en général pas globalement.

X est un espace topologique appelé espace de base.

T est une projection continue de I vers X. Elle est parfois appelée pied.
F' est un espace topologique appelé fibre.

G est un groupe d’homéomorphismes agissant sur la fibre F.

5. Un fibré différentiel est une fibration (E, X, 7, F,G) o les trois espaces
(E, X, F) sont des variétés différentielles.

7.1.1 Fibré cotangent
Dualité

Comme T, M est un espace vectoriel, il est possible de considérer son dual,
que nous noterons 7,7 M. C’est I’espace cotangent a M en p. Nous rappelons que le
dual d’un espace vectoriel est I’ensemble des applications linéaires de cet espace
vectoriel vers R. Cet ensemble forme lui-méme un espace vectoriel, de méme
dimension. Nous noterons (,, X\,) € R le couplage entre
vy, € Ty M et Xy, € T, M, c’est-a-dire a,(X\,).

Différentielle d’une fonction

Soit f une fonction sur M. Si nous considérons X\, comme une dérivation,
X\pA .f € R dépend linéairement de X, ,,. Ainsi, f définit une application linéaire
TpM — R, donc un élément de 7)y M. On note df (p) ou dfj, cet élément, qui ne
dépend bien siir que de f et p.

Nous avons ainsi

(dfip» Xip) = Xpp f

Nous dirons que dfj, est la différentielle de f en p. Elle ne peut dépendre que des
dérivées premieres de f en p.
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Base de I’espace cotangent

Nous savons que localement, au dessus d’un ouvert U d’une carte locale (U, ¢)
A2 (p) } estune pasg de T, M pour tout p € U : Nous notons {dx’\p} sa ba_se duale.
Cette écriture se justifie en effet par la définition de la différentielle, puisque les
2" sont n fonctions définies localement sur M et puisque nous avons par définition
méme de la différentielle

(2, 55 (P)) = Gz (p) = 6
Il est aisé de vérifier que dans cette base,

df\p = 2 (p)dat,,

Fibré cotangent et 1-formes différentielles

Comme pour 7;,M , nous pouvons considérer la variété différentiable

M= | T;M

peEM

appelée fibré cotangent de M.

Une section de classe ¢*° ,a : M — T*M de ce fibré, est appelée une 1-forme
différentielle sur M. C’est donc une application qui a toutp € M associe un élé-
ment v, de 77 M . On note QY (M) I’espace vectoriel des 1-formes différentielles
sur M. Ainsi,

si f € #(M),nous avons df € Q' (M) (df : p — dfy, € T; M)

Localement, au dessus d’un ouvert U d’une carte locale (U, ¢) de M, nous pou-
vons écrire o = a,dx’ avec o; : U — R fonction € . Le couplage avec un
champ de vecteurs X s’écrit (o, X') = o; X; . Par recollement sur tous les ouverts
des cartes locales, ce couplage donne une fonction ¢ sur M :

(a, X)(p) = (ap, Xp) €R

7.1.2 Fibré localement trivial

Définition 4. Une fibration de classe 6" est la donnée d’un triplet (M, , B) que
[’on note souvent par ™ : M — B, ou
i) M et B sont des variétés différentielles de classe €* appelées, respective-
ment, ’espace total et la base.
ii) L’application m : M — B est de classe €* , appelée projection ca-
nonique, est telle que la condition suivante (dite de trivialité locale) soit
satisfaite :
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Pour tout x € B, il existe un voisinage U de x, une variété F de classe c*
et un €% -difféomorphisme ¢ : 7=Y(U) — U x F tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

U U) -5 UxF
™ l /pm
U
i.em=pry,oupr;: U X F — U désigne la premiéere projection.

Résultats

1. La variété F' peut déprendre du point z. Dans le cas contraire, si F' est
partout la méme on dit que la fibration 7 : M/ — B est de fibre type F

2. M, = 7 !(z) , appelée la fibre au-dessus du point x de B, est une sous-
variété fermée de M. En effet, la projection canonique 7 est une submersion,
puisque ™ = prio¢ est la composée d’une submersion et d’un difféomor-
phisme.

3. .¢(x) = ¢\ s, induit un difféomorphisme de M, sur F, puisque :

{2} x F=pri(a) = ¢~ (r7 ! (2)) = ¢~ (M)
on déduit que toutes les fibres M, (z € U) , sont difféomorphisme a F .

4. Topologiquement B est I’espace quotient de M par la relation d’équivalence
dont les classes sont les fibres de la fibration (M, 7, B).
(I1 suffit de faire la factorisation canonique de 7 )

Exemples

1. Si M = B x F' (variété produit) et 7 : M = B X F' — B est la premiere
projection, (M, 7, B) est appelé fibré trivial. Le cylindre S' x R en est un
exemple.

2. Sin = (M,n,B) ety = (M, w1, B;) sont deux fibrations alors la fibration
produitde netn; est n x n = (M x My, m X m, B X By) .

3. si M est I’espace quotient de R x [0, 1] par la relation d’équivalence qui
identifie les points (x,y) et (x+1,1-y) et sit : (z,y) — (z,y)e*™ de M
dansS? alors (M, 7, S') est une fibration qui n’est pas triviale, en effet le
ruban de Mobius' M est une variété compacte a bord de dimension 2 et son
bord est homéomorphe aS! , qui est connexe, alors que le bord du cylindre

possede deux composantes connexes. Si toutes les fibres sont difféomorphes

'Le ruban de Mébius est le logo universel des matériaux recyclables depuis 1970
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a une méme variété F, on dit que M est un espace fibré de fibre type F. C’est
toujours le cas lorsque B est connexe

Corollaire 1. 1. Soit (M, m, B) une fibration. L’ensemble & (F) = {b € B,3(U, ¢)}
trivialisation locale autour de x ; M, difféomorphe a F est a la fois ouvert
et fermé dans B.

2. Soit (M, © B) une fibration, de fibre type F si B et F sont séparés (resp.
compacts, paracompacts, connexes) il en est de méme pour M

Définitions

1. (morphisme de fibrés). Soient A = (M, 7, B) et A\; = (My, m, By) deux
fibrations. On appelle morphisme de A\ dans A; tout couple (f, g) ou f :
B — Bjetg: M — M;sont deux morphismes tel que :7m0g = for.
¢S5i B = B; et f=1dp, g est dite B-morphisme de \ dans \;.
oUn fibré A\ = (M, 7, B) est trivialisable s’il est isomorphe a un fibré trivial.

2. (Section de fibrés). Une section de classe d’un fibré 7 : M —— B est une
application S :B — M de classe telle que mos = Idg. le couple (U,o)
est appelé trivialisation locale du fibré, deux tels trivialisations (U;, ¢;) et
(Uj, ¢;) engendrent les applications ¢;; = gbiogbj_l J’ appelées fonctions de
transition et sont de la forme :

¢ij . (UlﬂU]) XFj — (UZQUJ) XF’j
(@, y) — (2, ¢5(2) ()
ou les i¢;;(x) sont des difféomorphisme de classe ¢* de F dans F;. Les

fonctions de transition satisfont les propriétés suivantes :
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v szj(l')O(bﬂ(l') = [dpi,Va: c UZ N Uj N Uk

Y ¢ij(x)opik(x)opri(x) = Idp;, Vo € U; N U; La famille (¢;;) ,est appe-
1ée un cocycle associé a la trivialisation {U;, ¢; }s<; et la derniére relation
mentionnée est dite la relation de cocycle.

Remarque :

Si (M,7,B) est une fibration a fibres discretes, on dit que c’est un revétement qu’a
partir d’un revétement d’une variété B et d’une famille de fonctions de transition
satisfaisant les relations ci-dessus on peut construire un fibré sur B.

7.1.3 Fibré vectoriel

Soit F un espace vectoriel de dimension finie un fibré vectoriel de fibre-type F
est un triple (M, 7, B) ;E et B sont deux variété différentielle et 7 : £ — B est
une application continue , sujectiveet telle que :

1) Vb € B, 7 !(b) est appelée la fibre au point b

2) Vb € B, il existe U ouvert de B contenant b et ¢ un difféomorphisme de U x F
sur 771(b) telle que :

*le diagramme suivant :

(2,y) € U x F :wod(x,y) = pri(e.y) = @

UxF -2 7 lb)CE
gl /=

U

*pour tout x € B I’application

est un isomorphisme d’espaces vectoriels

Le rang d’un fibré vectoriel est la dimension de sa fibre. Les sections d’un
fibré vectoriel héritent de la structure vectorielle
Exemples :
1-Fibré tangent TM :
Soit M une variété de classe €* (k > 1), de dimension n. Soit TM est fibré tangent
de M et soit I’appliquaient

e TM — M
uwel,M — =x
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Le triplet (TM, m,M) est un fibré localement trivial, (en fait, un fibré vectoriel de
fibre type R™). En effet, on a vu que TM est une variété de classe €%~ et de di-
mension 2n. En outre, pour toutz € M, si (U,p) est une carte en X, alors on a le
diagramme commutatif suivant :

T,

71 U) -5 oU) x R"
Tl !
U «— UXxR"

i.e, la condition de trivialité locale est satisfaite. Dans ce cas, puisque les fonctions
de transitions sont données par :

(x,u) — (2, ¢ij(2)(u))

et comme

(2, @ij(x)(u) = (7' x Idgn)oT,i)o((p;" X TdgnoTyp;) " (w,u)
=(p; " X Idgn)oT,i((Tops) ™" (u))
= (2, Tyio(Top;) (u)
= (QZ, D@j(1)<90i090;1(u))

On déduit alors :

z — Dejiw)(wiog; )

Ce qui veut dire que le fibré tangent (TM, 7,M) est un fibré vectoriel, de fibre
type R™ et de groupe structural G un sous-groupe du groupe linéaire GL(IR™). Les
sections du fibré tangent sont appelées champs de vecteurs.

2-Fibré cotangent 7™M :

De fagons similaire a la construction du fibré tangent, si M est une variété de

classe €*(k > 1), de dimension n, si T*M = U T M (T*aM étant ledual

acM
topologique de I’espace tangent TaM) et si p d’esigne la projection :

T T*M — M
uvelTM — =z

Alors, le triplet (7" M, ,M) est un fibré vectoriel, de fibre type R" et de groupe
structural G un sous-groupe du groupe linéaire GL(R™) appelé fibré cotangent.
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Métriques de fibrés

Placons nous dans le cas ou E est un fibré vectoriel, de fibre type V . Sur
chaque espace vectoriel F,, nous pouvons supposer que nous avons une forme
bilinéaire symétrique

hy,: B, x B, — R

Nous dirons que h est de classe €, si, pour toutes sections locales S et Sy de
classe €’ au dessus d’un ouvert U C M,

h(Sl,Sg) U — R

est une fonction ¢*°. Nous dirons que h est non dégénérée,

si, pour toutz € M, la condition /1, (S);, S|,) = 0 pour tout S|, € E, implique
que 5j, = 0. Une telle forme bilinéaire de classe 4" non dégénérée sur E sera
appelée unemétrique de fibré vectoriel. Dans le cas ou V est un espace vectoriel
réel, h sera en général un produit scalaire. Mais si V est un espace vectoriel com-
plexe, nous prendrons pour h un produit hermitien :

pour tous € M, A\, u € C, S|;,5], € E,. Nous avons vu que 'espace I'(E)
des sections d’un fibré vectoriel est un module sur .% (M ). Une métrique de fibré
h sur E définit alors un produit .% (M )-linéaire sur ['( E') a valeurs dans.% (M) :

[(E) x T(E) — F(M)
en posant
h(S,5")(x) = ha(S(x), S'(x))

On peut montrer que tout fibré vectoriel dont la base est une " bonne " variété
admet une métrique de fibré. Sur le fibré vectoriel TM, une métrique de fibré est
une métrique sur M .

Morphismes de fibrés vectoriels

Soient E et E” deux fibrés vectoriels au dessus de M. Une application
¢ : E — E’ est un morphisme de fibrés vectoriels si ¢(F,) C E!pour tout
x € Met si v restreinte a F, est linéaire. La notion d’isomorphisme de fibrés
vectoriels est alors immédiate. En général, les fibrés vectoriels sont regroupés
en classes d’isomorphie. Dans la suite, on ne distinguera donc pas deux fibrés
vectoriels isomorphes.
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Somme directe de fibrés vectoriels

Soient (E, .M, V,G) et (E’ , 7/, M’, V' |G’ ) deux fibrés vectoriels au dessus
de la méme variété de base M. Nous allons définir un nouveau fibré vectoriel au
dessus de M, noté ¥ @ E’ , appelé somme directe de Whitney de E et E’, dont la
fibre type sera la somme directe V' @ V' Par définition, nous posons :

E@E ={(kk)ec ExE/rxrkk)=(z,2)}

Ainsi, de la variété F' x E’, nous ne retenons que les couples dont les deux points
sont au dessus du méme point de M. 1l est facile de voir que cette somme directe
n’est autre que le fibré

EoFE =|]JE ok,

zeM

Théoreéme :soit E un fibré vectoriel au-dessus d’une variété compacte M. Alors il
existe un fibré vectoriel E” au-dessus de M tel que :

EQE =MxR™, ¥YmeN

Image réciproque d’un fibré

Soit E un fibré de type quelconque au-dessus de M, de fibre type F, de projec-
tion 7,et soit f : N — M une application différentiable entre deux variétés N et
M. On définit le fibré image réciproque f* E de E par f sur N en posant

fE={(z,p) € Nx E/f(x) =n(p)}

En d’autres termes, la fibre au dessus de x € N est Ey).
On peut associer a toute trivialisation locale (U, ¢) de E la trivialisation locale
def* E donnée par
(F 1 (U),fo),oufé(r,v) = ¢(f(x),v) pour tousz € N etv € F.
L’image réciproque commute avec la somme directe, le produit tensoriel et les
autres opérations définies auparavant sur les fibrés vectoriels.

7.1.4 Fibré des reperes, fibré orientable

Dans le cas ol I’on peut réduire le groupe de structure a SO(r), on dit que
le fibré vectoriel E est orientable. Cette réduction n’est pas toujours possible,
et dépend de la structure globale de . En particulier, le fibré vectoriel T'M est
orientable si et seulement si M est une variété orientable. Si I est un fibré vec-
toriel de fibre complexe, munie d’une métrique hermitienne, alors on peut réduire
le fibré des reperes a un fibré principal de groupe de structure U(r) en considérant
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les bases unitaires pour le produit hermitien. Dans le cas ou ce groupe peut étre
réduit a SU(r), on dira que E est orientable. Il faut donc retenir de ces construc-
tions deux choses : a tout fibré vectoriel on peut associer un fibré principal de
facon canonique et si le fibré vectoriel est munie d’une métrique, alors on peut
réduire le groupe de structure de ce fibré principal a un groupe du type O(r) ou
U(r). Comme les fonctions de transitions du fibré des repéres et du fibré vectoriel
sont les mémes, cette réduction nous permet de considérer des fibrés vectoriels de
groupe de structure O(r) ou U(r).

7.1.5 Champs de vecteurs

Définition 5. Un champ de vecteurs, sur une variété différentielle M, est la donnée
d’une application x : M — TM de classe € telle que : x(x) € T, M, pour
tout x € M ; C’est une section du fibré tangent TM) ; L’ensemble des champs de
vecteurs sera noté par x(M).

En mathématiques, un champ de vecteurs ou champ vectoriel est une fonction
qui associe un vecteur a chaque point d’un espace euclidien ou plus générale-
ment d’une variété différentielle. Les champs de vecteurs sont souvent utilisés
en physique, pour modéliser par exemple la vitesse et la direction d’un fluide en
mouvement dans 1’espace, ou la valeur et la direction d’une force, comme la force
magnétique ou gravitationnelle, qui évoluent points par points.

Exemples

1. Un champ de vecteurs sur un ouvert U de R" est simplement une
application de classe € de U sur R", puisque pour tout x € U
T,.U s’identifie a R"™.

2. X € x(S™) siet seulement si X : 5™ — R™*! telle que :
<X(x), x>= 0,pour tout z € S™ . Ainsi toute matrice antisymétrique d’ordre
n + 1 définie un champ de vecteurs sur S”. voir Figure
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7.1.6 parallélisation

Définition 6. Une variété différentielle M est dite parallélisable si son fibré tan-
gent est trivialisable.

Spheres parallélisables

Une variété de dimension n, différentiable (et munie d’une métrique rieman-
nienne) est dite parallélisable si elle admet un champ continu de n-reperes ortho-
normés tangents. Les spheres S***! avec k > 0 ne sont certainement pas paral-
lélisables. (Kervaire ), ont démontré par Bott et Milnor que S™ est parallélisable
si, et seulement si n = 1, 3, ou 7. Ce résultat se déduira plus tard tres simplement
du célebre théoréeme d’ Adams *qui détermine le nombre maximum exact & tel que
S™ possede un k-repeére tangent.

7.2 Fibré principal

7.2.1 Généralités

Un fibré principal P est une variété différentiable. Localement, cette variété
est difféomorphe a U x G ou U est un ouvert d’une variété M qui sera appelé la
base de P. Nous retrouvons la ce que nous voulions faire en introduisant la no-
tion de variété : nous voulions que la variété ressemble localement a un ouvert de
R". Dans le cas d’un fibré principal, le « modele local » est le produit U x G.
Nous remarquons que G est pris en entier : ¢’est donc une localité sur M et non
sur P. Cette analogie de construction doit toujours étre présente a I’esprit, car nous
verrons que nous serons confrontés a des problemes du méme genre que ceux ren-
contrés alors, notamment lors des raccordements d’ouverts de M. La construction
mathématique s’effectue comme suit.

Au dessus d’un point

Il existe une application différentiable surjective 7 : P — M. En cela, P contient
M (surjectivité). La fibre au dessus de * € M sera par définition 7' (), notée
souvent P,. Cette fibre est difféomorphe a G, et il existe une action a droite de G

sur P, notée ]Eg p=p.goup € Petg € G telle que :

- Pour g variant dans G, p .g reste toujours au dessus de 7w (p), c’est a dire
que p . g reste dans la méme fibre Py ,. Ceci s’exprime encore par 1’égalité

2Nonparallelizability of the n-sphere for n. > 7, Proc. Nat. Acad. Sci. USA,44 (1958), p. 280-
283.
30n the non-existence of elements of Hopf-invariant one, Ann. of Math.,72 (1960), p. 20-104.
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7(p) = 7(p-9).

- Pour p fixé dans une fibre, chaque autre point de cette fibre est de la forme p . g,
pour un unique g dans G. En d’autres termes, la restriction de 1’action a droite de
G sur chaque fibre est transitive et libre.

La variété 7! () est donc une copie de G, mais sans en avoir explicitement sa
structure de groupe. Seules les structures de variétés différentiables sont com-
munes.

Au dessus d’un ouvert

Pour I’instant, nous n’avons regardé que ce qui se passe au dessus d’un point de
M. Regardons comment se rassemblent plusieurs de ces points, au dessus d’ou-
verts de M.

Le fibré P est localement trivial, c’est a dire que pour tout z € M, il existe un
ouvert U de M contenant x et un difféomorphisme trivialisant ¢ : U x G —
7 1(U) tel que :

-(p(x,g)) = x, c’est a dire que(z, g) € U x G est envoyé dans la fibre 7! (z) ;
- ¢ est compatible avec I’action de G sur P au sens suivant :

si on note ¢, : G — 7 !(x),pour z € U, I'application ¢.(g) = ¢(x, g),
alorsona ¢,.(ga) = ¢.(g) . aet ¢, est le difféomorphisme qui identifie Ga 7' (x)
(voir figure 4.1).

Cette définition donne un sens a<< ressembler localement a U x G >>. Un sys-
teme de trivialisations locales {(U;, ¢;) };c; est un ensemble de couples (U;, ¢;)
formés d’ouverts U; constituant un recouvrement de M, et de difféomorphismes
trivialisants
¢i : Uy x G — 7 Y(U;). C’est la notion équivalente 2 celle d’atlas d’une variété.

Trivialisation locale d’un fibré : au dessus de ’ouvert U de la variété de base, le
fibré s’identifie a U x G. Cette identification est compatible avec 1’action a droite
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du groupe G sur chaque fibre.
Vocabulaire

Il est temps maintenant de donner le vocabulaire :

- P est I’espace total ;

- M est la variété base ;

-7 est la projection ;

- G est le groupe de structure du fibré. C’est lui en effet qui " gere" les transi-
tions entre trivialisations. Il joue aussi ici le role de fibre type. On note P(M,G)
ce fibré principal.

7.2.2 Fibration d’un groupe G en sous groupes H au dessus de
G/H

e Notre premier exemple sera a la fois élémentaire et discret : notre espace
p = Z total est I’ensemble des entiers relatifs et la projection est celle qui, a un
entier, associe sa classe modulo p (p désignant un entier quelconque choisi une
fois pour toutes). Le groupe structural est alors le sous-groupe de . [llustrons ceci,
dans le cas p=3 par la figure 4.2.1

L’espace total Z s’écrit donc ici comme réunion de trois fibres. La fibre type est
le groupe additif des multiples de 3Z, noté et 1’espace des fibres —la base— pos-
séde trois points : Z/3Z = {0, 1,2} et est un quotient de Z . La notation adoptée,
pour I’action du groupe structural sur I’espace total Z est ici une notation additive
et non pas une notation multiplicative (mais cela devrait étre assez clair !), ainsi,
I’élément 11 de la fibre 2 peut s’ obtenir 2 partir de I’élément -1 de la méme fibre
sous I’action de 3Z en écrivant 11 = -1+ 3 x 4.
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e Apres cet exemple discret et extrémement élémentaire (I’art de reconsidérer des
choses bien connues avec un éclairage différent!) passons a un autre exemple,
presque aussi élémentaire, mais “continu”. L’espace total, comme dans I’exemple
précédent, est un groupe, ici le groupe SU(2). Rappelons, que SU(2) est topologi-
quement identifiable a la sphereS® . Nous choisissons un sous-groupe U(1), c’est
a dire un grand cercle passant par I’origine et effectuons une décomposition en
classes de SU(2) par rapport a cet U(1) : soit g un élément de SU(2) qui n’appar-
tienne pas au U(1) choisi, on construit alors ’ensemble g = gU(1) = {gh\h €
U(1)} . Ensuite, on choisit un élément k qui n’appartienne ni au U(1) choisi, ni
a4 g . On construit alors k£ = kU(1) et on continue On écrit ainsi le groupe SU(2)
comme une réunion (infinie) de classes du type g = gU(1) , I’ensemble de ces
classes étant par définition, I’ensemble quotient SU(2)/U(1) qu’on identifie avec
la sphere S? . Le groupe SU(2) —c’est a dire la sphere S — peut donc étre consi-
déré comme réunion d’une infinité de cercles parametrée par la sphere S2.

(voir Figure 4.2.2)

Bien évidemment, le groupe U(1) agit, par multiplication a droite, sur I’espace
total SU(2) (dans la construction précédente on a choisi U(1) comme sous-groupe
de SU(2)). Cette fibration en cercles de S® est souvent utilisée et porte le nom de
“fibration de Hopf” (pour S*).

Avant de généraliser cet exemple, notons que la sphere S® n’est, en aucun cas
homéomorphe au produit cartésien S? x S' , ce qui ne ’empéche pas d’étre un
fibré en cercles au dessus de S? . En d’autres termes, les deux espaces fibrés prin-
cipaux S® — S? et §% x S? — S? (avec projection canonique évidente) ont
méme structure locale —ils sont tous deux fibrés en cercles au dessus de S? — mais
le second est trivial alors que le premier ne 1’est pas.

ePassons maintenant a la généralisation de I’exemple qui précede. Soit G un
groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie, qu’on supposera fermé dans G pour
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que la topologie du quotient soit séparée. On considere la relation définissant les
classes a gauche de H : g et k sont reliés si k appartient a I’ensemble gH. Il s’agit
d’une relation d’équivalence et on peut écrire G comme réunion de ses classes
gH ; I’ensemble des classes étant, par définition, I’ensemble quotient G/H. 11 est
évident que H agit (a droite) sur G et que I’application G — G/H qui, a tout
élément associe sa classe g = gH , définit une fibration principale.

Tout groupe G est donc ainsi un espace fibré principal au dessus de G/H, le groupe
structural étant H. Notons que I’espace quotient (la base du fibré) G/H n’est gé-
néralement pas un groupe, a moins que H ne soit un sous groupe distingué de
G, c’est a dire 2 moins que les classes a gauche et a droite ne coincident. La pro-
priété qui précede est illustrée par la (voir figure ) et est a I’origine d’une multitude
d’exemples que le lecteur pourra construire en utilisant les données “zoologiques”
concernant les groupes de Lie et les espaces homogenes . (voir Figure 4.2.3)

7.3 Fibration de Hopf

7.3.1 Définition et exemples

En géométrie la fibration de Hopf* donne une partition de la sphere a 3-
dimensions S® par des grands cercles. Plus précisément, elle définit une structure
fibré sur S3. L’espace de base est la sphere a 2-dimensionsS?, la fibre modele est

‘Heinz Hopf (19 novembre, 1894 - 3 juin, 1971) était un mathématicien né a Grabschen, en
Allemagne
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un cercle S'. Ceci signifie notamment qu’il existe une application p de projec-
tion de S® surS?, telle que les images réciproques de chaque point de S? soient
des cercles. Cette structure a été découverte par Heinz Hopf en 1931. Cette fibra-
tion peut aussi étre interprétée comme un fibré principal, de groupe structural le
groupeS' des complexes de module 1.

Sl N 52 N SS
exercice : soit I’application : ¢ : R* — R? définie par
d(x,y, 2,t) = 2wz + 2yt, 2yz — 2at, 2% + y* — 22 — 1?)
1. Déterminer le rang de ¢ en tout point z € R*.
2. Montrer que ¢(S%) C S2.
3. On considere ¢, la restriction de ¢ a S®. En utilisant les projections stéréogra-
phiques, déterminer le rang de ¢ en p € S°.

4. Déterminer ¢1(q), pour ¢ € S%. Est-t-elle une sous-variété ? Si oui,qu’elle est
sa dimension ? que représente-t-elle ?

7.3.2 Construction dans un plan complexe

La sphere S® peut étre identifiée a I’ensemble des éléments (zo, z;) deC? qui
vérifient | zy |> + | 21 |*= 1. On fait agir sur ce sous-espace le groupe des
complexes de module 1, par la formule

)\(20, 21) = ()\.Zo, )\21)

Les orbites sous cette action de groupe sont clairement des cercles. L’ espace quo-
tient est I’espace projectif complexe C' P!, qui s’identifie a S2.

Représentation de la fibration de Hopf a I’aide d’anneaux entrelacés. Pour
construire une application de projection adaptée a ces notations, on peut introduire
’application de Hopf
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p(z0,21) = (| 20 |* — | 21 [*, 22027)

le premier élément du couple étant réel, le second complexe, on peut voir le résul-
tat comme un point de R?. Si en outre \(zg, 21) = (A\.20, Az1), alors

p (20, z1) appartient a la sphere unité.

Enfin, on observe que p (zq, 21) = p(29, 23) si et seulement s’il existeA de mo-
dule 1 tel que (29, 23) = (Azp, Az1). La représentation ci-contre donne une idée de
la disposition des fibres-cercles. Il s’agit d’une vue de la sphére S? par projection
stéréographique. Cette vue remplit tout I’espace et le point diamétralement opposé
au centre de la figure est le point a I’infini. Il convient donc d’ajouter aux cercles
représentés d’autres cercles continuant a remplir I’espace et un axe perpendicu-
laire au plan de la photo, qui est le cercle passant par le point a 1’infini.

7.3.3 Quelques photos

\begin{displaymath}
\left\{ \begin{array}{1l1l}
a \textrm{si $d>c$}\\
b+x \textrm{le matin}\\
1 \textrm{la Jjournée}
\end{array} \right.
\end{displaymath}
$[ \begin{CD}
AR>a>> B @>>> C\\
\alpha @>>VV\beta V\gamma @AAA @VvVv \delta\\
DE>>d> E@>e>> F
\end{CD} 1$

Grand cercle :

Différents grands cercles, en noir, jaune et violet En géométrie, un grand cercle
est un cercle tracé a la surface d’une sphere qui a le méme diametre qu’elle et la
divise en deux hémispheres égaux. D’une maniere équivalente, un grand cercle
est un cercle sur la sphere ayant le méme centre qu’elle, ainsi que I’intersection
de cette sphere avec tout plan passant par son centre. Un grand cercle est le plus
grand cercle que 1’on puisse tracer sur une sphere.

Géodésiques Les grands cercles sont les géodésiques d’une sphere, c’est-a-
dire les chemins possédant la plus petite courbure et les arcs de grands cercles
sont par conséquent les plus courts chemins reliant deux points a la surface d’une
sphere. La distance la plus courte entre ces deux points est par ailleurs donnée
par la distance du grand cercle. Les grands cercles sont I’équivalent des droites en
géométrie sphérique.
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Cartographie Sur Terre, les méridiens et I’équateur sont des grands cercles (les
paralleles n’en sont cependant pas). Sur la sphere céleste, 1’horizon, I’écliptique
et ’équateur céleste sont également des grands cercles. A la surface de la Terre,
le plus court trajet entre deux points (ou distance a vol d’oiseau) est donc un arc
de grand cercle : I’orthodromie. Sur un planisphere, ce trajet apparait le plus sou-
vent courbe selon la projection cartographique employée tandis qu’un itinéraire
droit sur la méme carte plane serait en réalité plus long. Les itinéraires orthodro-
miques sont empruntés par les navires ou les avions pour les traversées océaniques
ou intercontinentales, particulierement aux latitudes élevées. Un avion effectuant
un vol transcontinental vers 1’ouest dans I’hémisphere nord survole généralement
les régions arctiques, tandis qu’un tel vol vers I’est emprunte souvent un chemin
plus au sud afin de tirer avantage du courant-jet. [1958] Géométrie di ?érentielle,
groupes et algebres de Lie, 7brés et connexions Version du 19 décembre 2001
Thierry MASSON : elle s’additionnent, se multiplient par des scalaires, et méme par
des fonctions de M vers R. Ainsi, nous avons une application :

F(M) x I(E) — T(E)
(f,S)— fS

définie par (fS)(x) = f(x)S(x) pour tout 2z € M. Cette application fait de I'(E') un module
sur.Z (M ).Un tel fibré admet toujours des sections globales, par exemple la section nulle,
que nous noteronsSy : en chaque point nous prenons 1’élément nul de 1’espace vectoriel
V, c’est a dire que localement nous avons Sp(z) = ¢i(0). Cela définit bien une section
globale car sur tout U; N U; # 0, nous avons ¢;;(x)0 = 0 (puisque G se représente li-
néairement sur V ) donc le raccordement est assuré sur tout M. Il est facile de voir que
So(M) C FE s’identifie de facon canonique a M elle-mé&me. On peut donc voir M comme
une sous-variété de E

(voir Figure 3.4).

Il peut arriver que I’espace vectoriel V soit un espace vectoriel complexe. Dans ce cas,
chaque fibre est un espace vectoriel complexe, la structure différentiable est obtenue en
identifiant C 2 R? , et la linéarité des applications se fait sur C. Nous pouvons considérer
I’ensemble des fonctions sur M a valeurs dans C, noté .%¢ (M) ; alors I'(E) est un module
sur Fc(M).
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Puisque le groupe G se représente linéairement sur V , le groupe de structure est néces-
sairement un sous-groupe de GL(V ). On peut aussi le considérer comme un sous-groupe
de GL(r,R) (ou GL(r,C) si V est complexe) ou r est la dimension de V (et le rang de E).
Nous avons déja rencontré des fibrés vectoriels : TM, T*M,T(*")M sont des fibrés vecto-
riels dont le groupe de structure est GL(n,R).

gij : Ui N U; — G sous-groupe de GL(F)
z — gij(x)

vérifient la convolution des 1-cocycles :
L.9ij 0 gjk = Gir, Vi, 5,k € 1
2.g5 = 1d, Vi el

eIndiquons simplement ci-dessous quelques familles de fibrations principales, basées sur
la construction précédente. Nous utilisons la notation H — G — G/H pour caractéri-
ser une telle fibration de G au dessus de G/H. Le nom figurant en titre est celui donné a
I’espace quotient.

Variétés de Stiefel réelles

SO(m) — SO(n) — Vo (R?) = SO(m)/SO(n) = O(n)/O(m)
Variétés de Stiefel complexes
SU(m) — SU(n) — V—pn(C™) = SU(m)/SU(n) = U(n)/U(m)
Variétés de Stiefel quaternioniques
SP(m) — SP(n) — V,_p(H™) = Sp(m)/Sp(n)

la notation Sp(n) désigne le groupe de Lie compact simplement connexe correspondant la
forme réelle compacte de 1’algebre de Lie complexe C), . Avec d’autres notations :
Sp(n) =U(n,C) = {u € CL(H)\(u(x)/(u(y)) = z/y}. Le groupe symplectique (non
compact) usuel correspondant a la méme algebre de Lie C), sera généralement plutot dé-
signé par la notation :Sp(2n, R) .

Le cas m=n-1 mérite une attention particuliere puisque nous obtenons les spheres de cette
facon.

Sl = S0(n)/SO(n —1) = O(n)/O(n — 1)
Sl = SU(n)/SU(n —1)=U(n)/U(n —1)
S = Sp(n)/Sp(n — 1)

Noter que la méme sphere peut étre obtenue comme base de plusieurs fibrations diffé-
rentes de groupes de Lie (trois possibilités si elle est de dimension 4n-1, deux possibilités
si elle est de dimension 2n-1 et une seule possibilité si elle est de dimension paire). Il existe
encore quelques autres possibilités dites “exceptionnelles” et nous y reviendrons plus loin.
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Si nous divisons les groupes orthogonaux O(n) ou SO(n) — ou leurs analogues complexes
ou quaternioniques — par un sous groupe maximal quelconque, nous obtenons plus géné-
ralement les variétés de Grassmann et les fibrations principales correspondantes
Grassmaniennes réelles orientées

SO(m) x SO(n) — SO(n) — SC,,(R) = SO(n)/SO(m) x SO(n —m)
Grassmaniennes complexes orientées
SU(m) x SU(n) — SU(n) — SC,,(C") = SU(n)/SU(m) x SU(n —m)
Grassmaniennes quaternioniques
Sp(m) x Sp(n) — Sp(n) — SCm(H") = Sp(n)/Sp(m) x Sp(n —m)

Les Grassmaniennes non orientées réelles et complexes sont Comme ci-dessus, soit E un
fibré vectoriel au dessus de M, de fibre type V , espace vectoriel réel de dimension r. Pour
tout z € M, notonsL,(E)

I’ensemble des bases de 1’espace vectoriel E,.. Alors :

L(E) = | La(E)

zeM

est un fibré principal de groupe de structure GL(V ). C’est le fibré des reperes de E. La
démonstration est bien siir essentiellement la méme que dans le cas du fibré des reperes
de TM que nous avons déja considéré.

Si h est une métrique de fibré sur E, définie positive, alors on peut considérer au dessus
de x € M I’ensemble O, (E) des bases orthonormées de Ex pour le produit scalaire A,
Le fibré

O(E) = | 0:(E)

reM

est un fibré principal de groupe de structure O(r). C’est une réduction du fibré principal
L(E). Réciproquement, une réduction du fibré L(E) au sous-groupe O(r) définit une mé-
trique de fibré sur E, puisqu’on connait alors les bases orthonormées pour cette métrique
en chaque point de M. Sur I’espace vectoriel V' ~ R" | la donnée d’un produit scalaire
défini positif est équivalente a la donnée d’une classe d’équivalence dans GL(r,R)/O(r).
En effet, la donnée d’un tel produit scalaire équivaut a la donnée de 1’espace de ses bases
orthonormées. GL(r,R) agit a droite sur I’ensemble des bases de R". Par cette action,
O(r) préserve I’espace des bases orthonormées du produit scalaire, d’ou 1’équivalence.
On remarquera alors que sur un fibré vectoriel E de fibre V' ~ R", la donnée d’une mé-
trique est équivalente a la donnée d’un élément de GL(r,R)/O(r) en tout point de M,
c’est a dire d’une section du fibré L(E)/O(r). Nous retrouvons ainsi que toute réduction du
fibré L(E) au sous-groupe O(r) équivaut a la donnée d’une telle section.
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nous avons vu que si un groupe de Lie G agit librement et différentiablement
sur une variété différentiable P, et si la variété P/G = M existe, alors P(M,G) est
un fibré principal. Nous avons aussi vu que si G est compact, alors M = P/G existe
nécessairement des que 1’action est libre.
La notion de fibré principal que nous venons de donner se place dans le cadre
différentiable. On peut introduire toutes ces notions dans le cadre topologique, ou
dans ce cas le groupe n’est que topologique.

* Les fibrations de Hopf S 3 5 52 avec fibre S, ST — 5% avec fibre S3,etS® —
S8avec fibre S7, donnent

71'3(52) = Z,7T7(S4) D 7Z,et 7T15(»98) D Z

*le générateur de Z correspondant alaprojection.
Les fibrations S2¢+1 — CP¥, k > lavec fibre S' donnent

P2(CPE) = Z, et m(CPF) = my(S%+1),i > 2.
Les fibrations U(n) — S?*~! avec fibre U(n - 1) donnent
ms((U(n))) = WS(U(%)),TL > % pour s = impair,

ms(U(n)) = WS(U(%)),n > % pours = pair.

C’est ce que I’on appela plus tard la stabilitédes w4 ((Up,)).
Pour les premieres valeurs de s les groupes stables s’obtenaient facilement : 71 (U(n)) =
71 ((U(1)) = Z, engendré par I'identitéS' — U(1). Pours=2ona:

ma(U(n)) = m(U(2)) = m2(S U (2)) = m2(S%) =0
et pour s =3 defagon analogue
m3(U(n)) = 13(83) = Z,n = 2

Pour s > 3 cela s’avérait bien plus difficile. En examinant de tres prés
I’homomorphismeA dans la suite exacte de la fibration en question qui arrivais a Eckmann
a déterminer my = O et 5 = Z.
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9.1 Introduction

9.1.1 VDintérét

Ce travail m’a beaucoup intéressé tant que acquisition théorique ou découverte de
nouvelles notions, a la fois intéressantes et difficiles.
Les difficultés rencontrées : La richesses du sujet, I’abondance des ouvrages qui utilisent
des notations différentes et une maniere de traiter les choses completement différentes
d’un a ’autre
Les avantages : une initiation a la recherche scientifique qui nous aient d’un trés grand
aide.

9.1.2 Historique
Dans cette introduction il serait peut étre intéressant de connaitre brievement un petit
historique sur ces génies des mathématiques :

1. Lie Sophus norvégien c’est grace a ses travaux qu’on a pu résoudre certaines équa-
tions différentielles en introduisant la fameuse notion de groupe continu (groupe
de lie 1869-1874)

2. Backer Alan (né en 1939 de nationalité anglaise médailler FIELDS 1970)

3. Hausdorff Félix (1868-1942 juif de nationalité germaine, il voulait étre musicien
mais ses parent n’étaient pas d’accord, il était tres intéressé par 1’astronomie, la
philosophie et la littérature. En Maths, il est trés connu par ses travaux de topolo-
gie).

9.1.3 Excuses
Franchement maitre je ne suis pas content de ce travail pour les deux raisons sui-
vantes :

1. Jai pas pu maitre en évidence la corrélation qui existe entre les trois themes de
mon exposé.

2. Je n’ai pas pu comprendre comment on calcule les termes de la formule BCH.

Pour cela j’aimerais bien refaire cet exposé le plus tot possible.
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9.2 Rappels

Avant d’entamer cet exposer nous allons essayer de rappeler quelques notions et défi-
nitions de base

9.2.1 Définitions de base

1.

Algebre de lie : C’est un espace vectoriel g (sur R ou ') muni d’un crochet (crochet
de lie) note[, ] tel que :[,] : g x g — ¢ est une application qui vérifie les conditions
suivantes :

— anti-symétrique

(X, X]=0,VX e g« [X,Y] =]V, X]|,VX,Y €g¢g
— Bilinéaire

— Identité de Jacobi :

(X, Y, Z||+ Y, [Z,X]|+ [Z,[X,Y]] =0,VX,Y, Z €g

On dit qu’un algebre de lie est libre si les relations définies entre ses éléments sont
uniquement celles cités ci-dessus.

. Sous algebre de lie : réel ou complexe d’un algebre de lie g est un sous -espace h

de g tel que :[Hy, Hy] € h,VYH1,Hy € h

. Homomorphisme d’algebre de lie :c’est une application linéaire F' d’un algébre de

lie g vers un autreh qui vérifie :

FX,Y]) = [F(X), F(Y),VX,Y, € g

(si de plus F' est bijective ¢’est d’un isomorphisme qu’on parle )

Groupe de lie : Est une variété différentielle G qui possede une structure de groupe
dont les deux applications :G x G — G qui a tout couple (g, h) associe g x h et
G — G qui a tout élément g associe son inverse g~ ! sont différentiables

Groupe linéaire : Défini sur le corps K (K = RouK = C) noté par GL(n,K)
c’est le groupe des matrices carres de type (n,n) inversibles munit de 1’opération
multiplication des matrices qui vérifie les propriétés suivantes :

VA,B € GL(n,K)ona: A x B € GL(n,K)

VA € GL(n,K) : I, x A = A x I, = A avec I,, c’est la matrice d’identité
dans GL(n, K)

- VA€ GL(n,K)ona:A"! € GL(n,K)

VA, B,C € GL(n,K)ona:(AB)C = A(BC)

Groupes de lie matriciels :C’est une classe trés importante des groupes linéaires
des matrices
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10.

11.

— définition :C’est un sous-groupe G de GL(n,K) qui vérifie la propriété suivante
Si (A,,) est une suite de G convergente vers une matrice A de G. Alors ou bien
A € G ou bien A n’est pas inversible
Cette définition est équivalente a dire que tout groupe de lie matriciel est un sous
-groupe fermé de GL(n, K)

— Remarque 1 : un sous-groupe ferme de GL(n,K) n’est pas forcement un ferme
de M, (K)

— Remarque 2 Tout groupe de lie matriciel est un sous groupe fermé de GL(n, C)

. Contre exemple (sous-group non ferme)

— Soit T le groupe des matrices réelles de type (n, n) inversibles dont les éléments
sont des nombres rationnels .
Grice a la densité de () dans R.
On peut montrer que la matrice "limite" n’appartient pas a T

it
— Soit Z = {( 60 0

eita
non ferme de GL(2,C)

Exemples de sous-groupes fermes

— GL(n,R);GL(n,C) sont deux sous -groupes fermes (figurent parmi les plus
important groupes matriciels )

— SL(n,R);SL(n,C) groupes des matrices carrées dont leurs déterminants sont
égales a 1, sont deux sous-groupes fermes de M (n, C')

),t € R, € Q}. 1l est claire que ¢’est un sous- groupe

Résultats :

— Un sous-algebre de lie est aussi un algebre de lie

— Un réel sous-algebre de lie d’un algebre de lie complexe ou réel est un réel
algebre de lie

— L’inverse d’un isomorphisme d’algebre de lie est un isomorphisme d’algebre de
lie

— L’inverse d’un isomorphisme d’algebre de lie est un isomorphisme d’algebre de
lie

— Un algebre de lie d’un groupe de lie matriciel est un réel algebre de lie

Connaissance de base

— Exponentiel d’une matrice

— Séries de Taylor

— séries de Hausdorf : de la forme H = log(e

— Série de todd

— L’application linéaire adx : ¢ — g telle que
adxY = [X,Y] ou g est un algebre de lie

— Espace tangent

AeB)
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9.3 Théoremes de Lie

9.3.1 Premier théoreme de Lie

Soient E un espace vectoriel de dimension n sur le corps K et 7;,(K) le sous -groupe
de GL,,(K) constitue des matrices triangulaire supérieures non dégénérés .Alors on a :

— T»(K) ,qui est aussi considérer comme un sous -groupe de GL(E),est résoluble.

— Le sous- algebre t,,(K), de ’algébre de lie gl,,(K), est résoluble

9.3.2 Deuxiéme théoreme de Lie

Soient :

1. R : G — GL(FE) une représentation linéaire complexe d’un groupe de lie G
connexe et résoluble .Alors, Il existe invariantes de R(G)

2. g un algebre de lie résoluble et p : g — gI(E) une représentation linéaire et
complexe de g .
Alors il existe une invariante de p(g)

Demonstration du deuxiéme théoréeme de Lie

A cause de la correspondance qu’existe entre un groupe de lie résoluble et un algebre
de lie résoluble les assertions (1) et (2) sont équivalentes .
Essayons de donner une bref démonstration de (1)
Commencons par quelques définitions simples :

1. Soit R : G — GL(E) une représentation linéaire d’un groupe G défini sur corps
K Pour n’importe quel caractere X de G . i.e un isomorphisme X : G — k™,
ou k* désigne le groupe multiplicative du corps K.

2. Soit By, = E\(G) ={e € E: R(g9)e = x(g)eVg € G}
3. Si E, # (,alors

— le caractere x est appelé régulateur de représentation R.
— le sous -espace E, est appelé€ espace régulateur .

On peut procede de la méme maniere pour la représentation p.

4. On définie pour un A deg™ :
Ex(g) = {e € E : p(x)e =?(x)e pour tout z deg}. La démonstration du premier
théoréme de lie repose sur :
— Lemme :SoientH le sous -groupe normal de G et x le caractére de H et R :
G — GL(F) lareprésentation linéaire .
Alors pour tout g de G nous avons :R(g)E\ (H) = Eys(H) ou

x?(h) = x(g7'hg).(h € H)
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— Corollaire 1 :Toute irréductible linéaire représentation de groupe de lie connexe
et résoluble (idem pour un algebre de lie résoluble) est de dimension 1

— Corollaire 2 : Pour un G deGL(FE) irréductible et connexe et complexe groupe
de lie : On a soitG est semi- simple ,soit RadG = {cV|c € C*}

— Corollaire 3 :Un algebre de lieg sur K est résoluble si et ssi I’algebre de lie[g, g] =
n,(K) est nilpotent

9.3.3 Troisieme théoreme de Lie

Soit g un algebre de lie résoluble sur un corps K dont la caractéristique est O et soit
p: g — gl(E) une représentation linéaire de g.
Si tout les nombres caractéristiques de tout les opérateurs p(z); x € g,alors il existe un
champ de vecteur F invariant sur p(g).
La démonstration de ce théoréme provient du théoréme 1.1

1. Lemmel :Soit p : ¢ — ¢l(F) une représentation d’un algebre de lie g sur K
de caractéristique O et soit A un idéal de g et E\(h) un sous-espace régulateur de
p|h.Alors on a les propositions équivalentes suivantes :

— Ey(h)estinvariantunderp(g)

- AMz) =0Vz € [g,h]

exemple :Si le caractere de K = 2 ,alors ’algebre de liegl(K) est résoluble,mais
son identité dans K ?n’a pas de vecteurs weigh

2. Lemme 2 :Soit G un groupe de lie résoluble et R : G — G L(F) sa représentation
linéaire complexe .Alors il existe un full flag dans E invariant sur un sous-groupe
Gl de G.

3. Démonstration du deuxieéme lemme : Prenons la fermeture algébrique H = R(G)
comme sous-groupe de R(G) de GL(E),le groupe linéaire résoluble H a un nombre
finie de composantes connexes,via le théoremel.1, il existe a full flag dans F inva-
riant sur H (0).Mais c’est aussi invariant sur le sous-groupe G1 = R~(H" le quel
il est finie dans G.

9.4 Théoreme d’Ado

9.4.1 énonce du théoreme

Tout algebre de lie réel de dimension finie est isomorphe a un sous algebre de GL(n, R)
De méme tout algebre de lie complexe de dimension finie est isomorphe a un sous algebre
de lie de GL(n,C).

9.4.2 Remarquel :

Ce théoreme nous dit que tout algebre de lie est isomorphe a un algebre de lie matriciel



Théoréeme d’Ado © PG. Géométrie 91

9.4.3 Remarque?2 :

Ce fait n’apparait pas dans les groupes de lie qui en général sont des groupes de lie
matriciels



FORMULE DE BACKER- CAMPBELLE- HAUSDORF © PG. Géométrie 92

9.5 FORMULE DE BACKER- CAMPBELLE- HAUS-
DORF

Nous allons essayer de donner une démonstration bref de la formule BCH. Soit G un
groupe de lie et ¢ = 7' G son algebre de lie,vue comme I’espace tangent a GG en [’élément
neutre 1.Alors il existe un voisinage V' de 0 dans ¢ et un voisinage U del dans G tels que
la restriction de 1’application exponentielle exp : V' — U est un difféomorphisme .

Son inverse U — V s’appelle le logarithme et s’écrit log .Si deux éléments A et B
de g sont suffisamment proches de 1’origine,alors la formule BCH donne 1’expression de
log(expA x expB) en tant que série entiere dans 1’algébre de lie engendrée par A etB :
expA x expB = exp(A+ B+ 1[A, B+ (4 ([A, [A, B+ [B, [B, A]] + ....)...(1) Dans
cet exposer nous donnons une démonstration tres délicate d’algorithme de calcule des
termes de la série (1).Cet algorithme est équivalent a celui de Hausdorff,qui considere le
probleme d’un point de vue symbolique.

9.5.1 Séries entiéeres formelles

Nous écrivons expX pour I’application exponentielle d’un groupe de lie et e¥ pour la

série formelle : e¥ = 14y + (3)y2 + (3)y> +.ovvvne. La série de Todd et son inverse sont
les séries entieres formelles , X .

tdly) = ==y =1+ 5+ % — 755 + 3000 — -oone + .

td~'(y) = % =1— (3y + (3y? — .... Puisqu’une série entiére converge dans son

domaine de convergence,il existe un voisinage V' C V de 0 dans g tel que pour tout
X € V' la série td(adX) converge vers un élément de End(g)

9.5.2 Transporter un champ de vecteurs de I’algebre de lie au
groupe

I’application exp : V' — U étant un difféomorphisme, elle transport un champ de
vecteur C surV vers un champ de vecteurs C* sur U défini par :
(C*)g = expex(Cx) pour X € V C getg = expX € U. Puisque gest un es-
pace vectoriel,en chaque point X € g on a une identification canonique de 1’espace tan-
gent :T' X g ~ g. Par conséquent, un champ de vecteurs C' sur le voisinage V' de 0 n’est
autre qu’une application : V' — ¢. Ainsi, si on fixe un élément B de g, alors pour
X € v l'application: X — (tdadX ) B est un champ de vecteurs sur V' .On désigne par
B le champ de vecteurs
((tdadX)B)*sur U’ :
U’ := exp(V") Pour g € U’ et X = logg,ce champ de vecteur a pour expression : B, =
expy x ((tdadx)B).
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9.5.3 Enoncé du résultat

SoitB € g. Comme B est un champ de vecteurs surlJ’,il opére sur les fonctions de
U'. Donc, pour f € C*°(U’),I’expression :
o

(€ f)(9) =

k=0

(Ek f)(g) aun sens si la série converge.

| =

Proposition 1 :La formule BCH

Soient A,B suffisamment proches de 0 dans g .Alors la série (¢B log)(exp A) =

00 1
Z %(B]C log)(exp A) converge et

k=0

log(exp A x exp B) = (eP log)(exp A) = (el(tdad X)B)"log) (expy A),

9.5.4 Trois regles pour calculer avec C*

Pour appliquer la proposition] on n’a besoin que de trois regles simples, démontrées
plus loin dans cet exposer.
La définition de C* est particulierement adaptée a la fonction log

Proposition 2

Soit C' un champ de vecteur surV’ C g,autrement dit
une application :V’ — g qui Vérifie les conditions suivantes :

1. le champ de vecteurC* vérifie C*log = C’olog sur U’
2. Si B : U" — g est une fonction constante,alors C*B = 0

3. (Formule du produit) SiY,Z : U’ — g sont lisses ,
alors C*[Y, Z] = [C*Y, Z] + |V, C* Z]

9.5.5 Exemple de calcule

Avant de démontrer les propositions 1 et 2 ,calculons les termes de degré inférieur
ou égal a 4 dans la formule de BCH. Soient X un élément proche de O dans g et wx =
(tdadX)B dans g.Alors wy = (tdadX)B = (1+3adX ++5/(adX)*—.....+....)B =
B+ 1[X,B] + (X, [X,B]] — =X, [X,[X,[X,B]]]] + ... Pour alléger les nota-
tions,nous écrivons dans la suite L = log. Avec cette notation,[L, B] est une fonction
lisse :U" — g dont
la valeuren g € U’ est [L, B](g) = [logg, B].En appliquant les trois régles de la proposi-
tion2,on a,modulo les termes de degré strictement supérieur a4 en L et B
w*'L = wo L ~ B+ 3[L,B] + %[L,[L, B]et donc w**L = w*(w*L) ~ w*B +
tw*[L, Bl + Hw*[L,[L, B]] & $[w* o L, B] + &[w* o L, [L, B]] + %)[L, [w o L, B]]
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HLv [L7BH7B]+112[B7[L7B]]+ﬁ[l’7 [[ [37 [B L]
L~ L[B,[B, woL]] + 5[B,[wo L, [B,L]|| + £ [B, [L,[B,wo
1B, [L, B]]] + 15 [B [B,[B,L]]]+..=0+..

Par suite, d’apres la p oposition
log(expAxexpB) = (ew L)(epr) =aqaeta = (1—|—w*+
etparsuitea = L+ B+ 3[L, B]+ 15)[L, [L, B]])—i— [B,

w
) =
=
™ s e

(w*) 243 (w*)3+....) L eapa
B L]]+i2[B [L,[B, L]]]) +

— ol

10+ +|eIpA—betenﬁnb—A+B—|— [AB] LIA,[A, B]] + 5[B,[B, Al +
214 [B,[A, [B, A]]] + .... La comparaison de ce calcule avec celui de , montre que I’algo-

rithme proposé dans la proposition 3.1 apparait plus rapide que la formule de Dynkin,car
ce calcul comporte moins de termes et aussi moins d’annulations

9.5.6 Les outils

La démonstration de la proposition3.1 repose sur deux résultats standard :le théoréme
de Taylor et la dérivée de 1’application exponentielle. Si B € g ,alors le champ de vecteur
invariant a gauche B sur G est :

1. Thermie de Taylor :Soient f une fonction analytique au voisinage d’un point g €
U C G,etB un élément de I’algebre de lie ¢ suffisamment proche de 0.Alors

2. Dérivée de I’application exponentielle :Soient X € V' C g,puis C' € T x g identifié
agSig=expX ,alors exp, x(C) = (ly) x ((td 1adX)(C))

9.5.7 Comparaison des champs de vecteurs

De (5),0on déduit une relation entre les deux champs de vecteurs Bet B définie par un
élément B de g

Proposition 3

Pour tout B de g, les champs de vecteurs B etB sur U’ sont égaux

Démonstration

Pourg de U’, on écrit g = expX. Alors B = exp, x ((tdadX)B) = m ( par définition
de B),il vient que m = I, * (td 1adX)(tdadX)B = s ( d’apres ’équation (5))et enfin
s = Ly x B = B, ( par définition de B )

9.5.8 Démonstration de formule et des regles de calcul

Démonstration de la proposition 3.1 :Dans le théoreme de Taylor (équation (4)),on
prend pour f la fonction log et pour g le point expA. N
Alors f(gexpB) = log(expA x expB) = detd = (ePlog)(expA).il vient que d =
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o
(eBlog)(expA) et enfin d = Z(%)(Elog)(eaﬁpzﬁl) Puisque B = B,la convergence de la
série est garantie par le théorékr;lg Taylor . Démonstration de la proposition4.1
1. Pour (i) Soit : ¢ = expX dans U’.Alors X = logg et (C*log)(g) = (C*)4log =
(ezp. xCx)(log) = Cx(log o exp) = Cx (id) = Cx = (C olog)(g)
2. (i1)est claire
3. (iii) On choisit une base £y, ...., [, pourg, puis on écrit [E; E;] = ci?jEk Siy =
ZyzEz et/ = ZZ]'E]' ,
alors : C*[Y, Z] = C* Y. clyizi By + Y ¢f9i(C*) By, = [C*Y, Z] + [V, C* Z]
puisque C* est un champ de vecteur sur U’

9.5.9 Finitude de I’algorithme

Conservons les notations ci -dessus,a savoirA et B sont deux éléments proches de 0
dans g,
wx = (tdadX)B pour XdeV' et L = log. D’apres la proposition3.1 :
log(expA x expB) = (1 + w* + & (w*)? + %)(w*)?’ + ....)L|egpa. Comme I’expression
a droite est une somme infinie,pour qu’elle donne un algorithme effectif,il faut montrer
qu’on peut calculer les termes de degrén en un nombre fini d’étapes. Soit Y un mondme
de lie en L et en B. On désigne par degY et degpY le degré total de Y et le degré de Y
en B respectivement.
par exemple, deg[L, B, [L,[B, L]]]] = 5 etdegp[L,[B, L, [B,L]]]] = 2. Si Y est un
polynome de lie homogene , c’est a dire dont tous les termes sont de méme degré, alors
Y est bien défini.

Lemme

Soient W un mondme de lie enX et3, et Y un mondme de lie en L et B . Supposons
W*Y = 0.Alors W*Y est un polyndme de lie homogene en L et B ,et homogene en B.
De plus

— degW*Y = degW + degY — 1

— degpW*Y = degpW + degpY

Preuve du Lemme

Pour :
— (i) Effectuons une récurrence sur le degré de Y. lorsque degY = l,ona Y = B ou
Y =L.

SiY = L,alors degW*Y = degW o L = degW = degW + degL — 1

ce qui démontre (i) pour degY = 1. Maintenant supposons que (i) est valable
pourW*Y et W*Z. Alors W*[Y, Z] = [W*Y, Z]+[Y, W* Z]. D’apres I’hypothese
de récurrence,deg[W*Y, Z| = degW™*Y + degZ = degW + degY — 1+ degZ =
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degW +deg[Y, Z] — 1 et de méme pour [Y, W*Z].Donc, degW*[Y, Z] = degW +
deglY,Z] — 1

— (i1) La démonstration est analogue a celle de (i), en effectuant une récurrence
surdeg(Y’) (et non surdegpY )

Lemme

Soit w = (tdadX)B deg. Alors le degré en B de chaque terme dans (w*)¥ L est égal
ak.

preuve du Lemme

: Le lemme est évident pour k=1.D’apres le lemme 9.1 et par récurrence sur k, nous
avons
degp(w*)*L = degp(w*((w*)*~1L)) = y,il vient que y = degpw-+degp((w*)*~1L) =
1+ (k—-1)=k

Lemme 1. Pour k > 2, le degré total (en L et B) de chaque terme dans (w*)kL est au
moins k + 1.

D’aprés le lemme2, le degré en B de chaque terme dans (w*)*L est k. Si le degré
total est k, alors il n’y a pas de L dans ce terme. Pour k£ = 2, un mondme de lie en B sans
facteurs de L est 0. Donc, le degré total de chaque terme, dans (w*)kL, est au moins k+ 1.
Il résulte du lemme 9.3 que les termes de degré n de la série de Campbell-Haussdorff (6)

sont les termes de degré n de la somme finie : (1 +w* + (3)(w) 4.+ (ﬁ(w*)"*) Llexp A
D’apres le lemme 9.1 (i), pour calculer les termes de degré n de (w*)*L , on peut suppri-

mer tous les termes de dégel > n + 1 de w*. Donc chaque terme (w*)* L dans la somme
(7) calcul les termes de degré n de la série de Haussdorff en un nombre fini d’étapes.
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Meétriques riemanniennes




CHAPITRE 11

Produit scalaire

11.1 Introduction

En géométrie vectorielle, le produit scalaire est une opération algébrique s’ajoutant
aux lois s’appliquant aux vecteurs. A deux vecteurs elle associe leur produit, qui est un
nombre (ou scalaire). Elle permet d’exploiter les notions de la géométrie euclidienne tra-
ditionnelle : longueurs, angles, orthogonalité en dimension deux et trois, mais aussi de
les étendre a des espaces vectoriels réels de toute dimension, et aux espaces vectoriels
complexes.

Applications du produit scalaire

Le produit scalaire possede de multiples applications. En physique, il est, par exemple,
utilisé pour modéliser le travail d’une force. En géométrie analytique il permet de détermi-
ner le caractere perpendiculaire de deux droites ou d’une droite et d’un plan. Dans le cas de
la dimension finie quelconque, il dispose de nombreuses applications algébriques : il per-
met de classifier les quadriques, offre des outils pour la réduction d’endomorphismes ou
encore est a la base de multiples techniques statistiques comme la méthode des moindres
carrés ou I’analyse en composantes principales. En géométrie, il confére a I’espace vecto-
riel une structure d’espace métrique disposant de nombreuses propriétés comme la com-
plétude. Le produit scalaire est aussi utilisé dans des espaces de dimension infinie, il per-
met alors de résoudre des équations aux dérivées partielles. La théorie devient plus subtile
et de nombreux résultats, vrais en dimension finie, prennent une autre forme.

Apercu historique

Element important de calcul en géométrie euclidienne, le produit scalaire apparait
cependant assez tard dans I’ histoire des mathématiques. On en trouve trace chez Hamilton
en 1843 lorsqu’il crée le corps des quaternions. Peano le définit ensuite associé & un
calcul d’aire ou de déterminant. Roberto Marcolongo et Cesare Burali-Forti le définissent
seulement & 1’aide du cosinus d’un angle et lui donne le nom de produit intérieur ou
produit scalaire. C’est sous cette forme qu’il apparait par la suite. Sa qualité de forme
bilinéaire symétrique sera ensuite exploitée en algebre linéaire et, de propriété, deviendra
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définition. La notation du produit scalaire a I’aide d’un point ou provient de Josiah Willard
Gibbs, dans les années 1880.

11.1.1 Définitions et propriétés algébriques premieres

On considérera un espace traditionnel tel qu’il est défini par Euclide : plan ou espace
formé de points dans lequel les notions de distance et d’angle sont connues.On sais aussi
calculer le cosinus de tout angle géométrique. Les théorémes suivantes sont également
utilisables : le théoréme de Pythagore, et celui de Thales.

Définition 7 (Produit scalaire euclidien). C’est une forme bilinéaire, symétrique, définie

positive.
¢o: ExE — R

(z,y) +— é(z,y)

Définition 8 (Produit hermitien). C’est une forme sesquilinéaire, symétrique, définie po-

sitive.
¢: ExXE — C

(z,y) +—— é(z,y)

Rappelons les définitions suivantes :

Définition d’une forme bilinéaire : On dit que ¢ est une forme bilinéaire si ¢ est
une application de ' x E vers R qui vérifie les conditions suivantes :

L. (;5()\33 +y, Z) = )‘QZ)(Z" Z) + ¢(y7 Z),

2. ¢z, Ay + 2) = ¢(x, 2) + Ad(z, ),
pour tout x, y, z € E, et pour tout A € R.

Définition de la symétrie : On dit que ¢ est symétrique si, pour tout z,y € E
o(z,y) = oy, )

Définition d’une forme sesquilinéaire : On dit que ¢ est une forme sesquilinéaire
si ¢ est une application de £ x E vers C qui vérifie les conditions suivantes :

L. (ﬁ()\l‘ +y, Z) = )\¢(.’IJ, Z) + (Z)(y? Z)’

2. ¢z, My + 2) = Ap(z, ) + ¢(x, 2),
pour tout x, y, z € E, et pour tout A € C.

Définition d’orthogonalité : Soit 2, € FE. On dit que x est orthogonal a y par
rapport a ¢ si ¢(x,y) = 0.
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Définition d’une forme quadratique : On appelle forme quadratique associée a ¢,
I’application
q: E — R
x — ¢(x,x)

e Topologiquement, le produit scalaire donne lieu a une norme
Izl = Vé(x,z) = Va(z).

ol g est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire ¢.
e On al’identité de polarisation : ¢(z,y) = 3 [¢(z +y) — q(z) — q(y)].

Représentation matricielle

n n
Soit B = {v1,vg, ...,v, } une base de E, soit X = > v, Y = Y y;v;
=1 j=1

(X,Y) = ¢ (i i, i yivi>
= Zzi wiyj;?% vj)
=2 nyj Pij
= t;ng

. Mg est appelé la matrice associée a ¢ dans la base 5.
o Mg est symétrique, i.e. M9 = tMg.
° Mg est unique par rapport a un choix de base.

e [’effet de changement de bases nous donne M 0 = tPMgP, pour toutes bases B,
B'de E.

e MY, est appelée aussi matrice associée 2 ¢, tel que g(z) = > Titj ¢ij, la forme
quadratique d’ordre 2.

Caracteres algébriques équivalentes

Une forme bilinéaire symétrique ¢ est dite :

positive si, pour tout z € E, ¢(x) = ¢(z,z) > 0.
négative si, pour tout z € E, ¢(x) = ¢(z,z) < 0.
définie positive si, pour tout x € E — {0}, ¢(z) > 0.
définie négative si, pour tout x € E — {0}, ¢(z) < 0.

définie si elle est définie positive, ou définie négative.

AN o

semi-définie si elle est positive, ou négative.
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7. non-dégénérée si 0 est le seul vecteur orthogonal a E. Autrement dit,

o(x,y)=0,Vy e E = 2 =0.

11.1.2 Définitions équivalentes et propriétés
Définition 9. Un produit scalaire euclidien est une forme bilinéaire symétrique positive
non-dégénérée.

Définition 10. Un produit scalaire pseudo-euclidien est une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée.

Terminologie

e Un vecteur x € E est dit isotrope, si q(x) = 0 (light-like, i.e. de type lumiére).
e Un vecteur = € E est dit positif, si q(x) = 0 (space-like, ou de type espace).
e Un vecteur x € E est dit négatif, si q(x) = 0 (time-like de type temps).

La causalité est le caractere d’un vecteur d’étre : isotrope, positif ou négatif.

Proposition 3. Une forme bilinéaire symétrique ¢ est non-dégénérée si et seulement si
Mg est inversible.

Proposition 4. Pour tout produit scalaire pseudo-euclidien, il existe une base orthonor-
mée...

Remarque trés importante

L’un des avantages de la base orthonormée est d’avoir 1’écriture ci-dessous : Mg =

1tPMg,P, tel que M ¢ = ( I(j* IOT ) B n’importe quel base de E, B’ 1a base orthonormale de
E {e1,....es, €}, ...,e.}. Ou s est le nombre de vecteurs positifs,  le nombre de vecteurs
négatifs.

Définition 11. Le couple (s,r) s’appelle signature de ¢, de plus s + r = n.
Proposition 5. (s, ) ne dépend pas du choix de la base.

Remarque. Soit ¢ de signature (s,r) alors :
— Le cas euclidien correspond a r = 0.
— Le cas lorentzien correspond a s = n — 1.

11.2 Métriques riemanniennes et leurs variantes

11.2.1 Métriques pseudo-riemanniennes

La géométrie pseudo-riemannienne est une extension de la géométrie riemannienne ;
au méme titre que, en algebre bilinéaire, 1’étude des formes bilinéaires symétriques gé-
néralisent les considérations sur les métriques euclidiennes. Cependant, cette géométrie
présente des aspects non intuitifs des plus surprenants.
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Définition 12. Une métrique pseudo-riemannienne sur une variété différentielle M de
dimension n est une famille g = {g,} de formes bilinéaires symétriques non-dégénérées
sur les espaces tangents T, M de signature constante (s,r). Le couple (M, g) est ap-
pelé variété pseudo-riemannienne. La géométrie pseudo-riemannienne est l’étude de ces
structures, de leurs particularités et des relations qu’elles entretiennent entre elles.

Remarques et Résultats

Les variétés pseudo-riemanniennes représentent une classe importante de variétés

différentielles, regroupant en particulier les variétés riemanniennes et les variétés

lorentziennes :

Une variété pseudo-riemannienne est riemannienne lorsque la signature est (n, 0)

ou (0,n).

Une métrique pseudo-riemannienne est dite lorentzienne lorsque la signature est

(n—1,1)ou(l,n—1).

Comme en géométrie riemannienne, il existe une mesure naturelle sur toute variété

pseudo-riemannienne (M, g), localement donnée par 1’unique forme volume valant

1 sur toute base pseudo-orthonormée. Si la variété est orientable, la forme volume

est globalement définie.

Il existe une unique connexion, appelée connexion de Levi-Civita, 1’existence de

cette connexion implique les conséquences de rigidité suivantes :

— Une isométrie f d’une variété pseudo-riemannienne (1, g), fixant un point m,
et telle que d, f = id, est I’identité.

— Le groupe d’isométrie d’une variété pseudo—(rien;annienne de dimension n est un

n(n+1

groupe de Lie de dimension finie, au plus —5—.

e Lanorme d’un vecteur n’est pas définie.
o La particularité de la géométrie riemannienne est qu’elle est a la croisée des géomé-

tries pseudo-riemanniennes et des géométries de Finsler. Elle bénéficie donc d’une
distance.

Soit g la métrique pseudo-riemannienne p € M, (par I’extension de 1’algorithme
de Gram-Schmidt) on peut construire la base (E1, ..., I/,) de I'espace T, M, ou
I’expression de g, pour tout pour tout 0 < r < n, est de la forme :

g=—(@) = = (@ + () + o+ (")

r s’appelle index de la métrique g.
r est égale a la dimension maximale de chaque sous-espace de T,,M ou g, est
définie négative. Cet indice ne dépend pas du choix de la base.

Exemples. Le groupe orthogonal O(p,q) : On désigne les coordonnées dans RPY par
(2,y) = (Ty e, Tp, Y1, -y Yq)- On note RPH4 la variété pseudo-riemannienne (RPT9, ds?)

ou

ds* =daz? + ... + dl‘f, —dyi — ... — dyg
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On note Ip, =: (1,...,1,—1, ..., —1) une matrice diagonale (p + q,p + q). Le groupe
orthogonal O(p, q) est I’ensemble des matrices (p + q) X (p + q) défini par :

G =0(p,q) :={g9g € GL(p+ q,R) tel que tglpqg = Ipq}

11.2.2 Meétriques lorentziennes

Définition 13. Les métriques pseudo-riemanniennes de signature (s, 1) (ou parfois (1,1),
selon la convention de signes) sont appelées métriques lorentziennes. Une variété équipée
d’une métrique lorentzienne est naturellement appelée variété lorentzienne.

Définition équivalente C’est une métrique pseudo-riemannienne dans le cas ou I’in-
dex est égal a 1.

Exemples. La métrique lorentzienne sur R 1, avec les coordonnées 1y ooy SnsT)s la
) ’ ’
métr lque m s écrit :

m = (d§1)2 + ...+ (dgn)Q + (dT)2

cette métrique s’appelle aussi métrique de Minkowski.

Remarque et Résultat

Apres les variétés riemanniennes, les variétés lorentziennes forment le deuxieme plus
important sous-ensemble de variétés pseudo-riemanniennes. Elles sont importantes a cause
de leurs applications physiques a la théorie de la relativité générale. Une des principales
hypotheses de la relativité générale est que I’espace-temps peut étre modélisé comme une
variété lorentzienne de signature (3, 1).

11.2.3 Métriques sous-riemannienne

Dans certains cas, elle est dite métrique riemannienne singuliere, ou encore dite mé-
trique de Carnot-Carathéodory

Définition 14. Une métrique sous-riemannienne, sur une variété différentielle M, est la
donnée du fibré des distributions lisses S C T M ( i.e. un sous-fibré du fibré tangent T'M ).

Exemples. La métrique sous-riemannienne surgit naturellement dans [’étude des mo-
deles abstraits des sous-variétés réelles de ’espace complexe C™ (s’appellent aussi CR-
variétes)
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11.2.4 Meétriques Finsleriennes

Définition 15. La métrique de Finsler (métrique Finslerienne), sur la variété M, est la
fonction continue F' : TM — R, plate sur le complément de la section zéro. Cela définie
une norme sur chaque espace tangent T, M. C’est-a-dire :

F(X) >0, pour tout X # 0
F(\X) = |\|F(X), pourtout A € R
FX+Y)<FX)+F()

Exemples. La métrique de Kobayashi, et la métrique Carathéodory sont définies intrin-
sequement, ce sont des métriques Finslerienne bi-holomorphiquement invariantes

11.3 Partition de ’unité

Théoreme 7. Soit X un espace métrique et A une partie fermée. Soit U, ..., U, une
famille finie d’ouverts de X recouvrant A (A C UTU;). Alors il existe des fonctions
continues f; : X — [0,1], 1 = 1,2, ..., n vérifiant :

1. supp f; C U;

2. 31 filx) = 1 en tout point x d’un voisinage de A.

On dit que ces fonctions forment une partition de 1’'unité subordonnée au recouvrement
donné.

11.3.1 Rappels

Avant de démontrer le théoreme précedent, on a besoin de se rappeler de quelque
notions :

Support d’une fonction : Pour une fonction numérique f, réelle ou complexe, le
support de f, noté supp f, est ’adhérence de I’ensemble {z € X, f(z) # 0}. Son
complémentaire est le plus grand ouvert sur lequel f est nulle.

Théoréme d’Uryssohn : Soit A et B deux fermés disjoints dans X. II existe alors
une fonction continue f : X — [0, 1], valant 1 au voisinage de A et 0 au voisinage de
B

On dit que f est une fonction d’Uryssohn pour la paire (A, B).

Lemme de rétrécissement : Soit A un fermé de X et soit U un voisinage ouvert de

A. Alors il existe un voisinage ouvert V' de A dont I’adhérence dans X est contenue dans
U.
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Démonstration. Admettons que 1’on sache construire des ouverts V; recouvrant A et tels
que V; C U;.

On prend alors des fonctions d’Uryssohn g; pour les paires (V;, X \ U;). Le support de
g; est continu dans U;. Certainement en tout point x € UV}, qui est un voisinage de A,
la somme ) g;(x) est strictement positive . Soit aussi ¢ une fonction d’Uryssohn pour
(A, {z € X, > gi(x) = 0}). On vérifie que la formule ci-dessous convient :

_ P9
i Zgi

Quand a la construction des V; on la fait de proche en proche . Soit A1 = A \ U;>2U;
C’est un fermé contenu dans U;. Donc, par le lemme de rétrécissement, il existe un ouvert
V1 contenant A; et dont I’adhérence est dans U;. On considére alors le fermé Ay = A\
(V1 UUs...), il est contenu dans Us. L’ouvert V5 s’obtient en appliquant le rétrécissement
a la paire Ay C Us etc... ]

11.3.2 La justification demandée

Les variétés qu’on utilise sont par définition séparées a base dénombrable, donc tout
recouvrement ouvert de notre variété de base admet une partition de I’unité subordonnée a
ce recouvrement. Pour justifier I’existence de métriques riemanniennes sur chaque variété,
on prend un recouvrement {U; };c ouverts tel que ces ouverts sont les domaines des cartes

¢i2Ui—>V;CRn.

Sur chaque ouvert V; on a la métrique euclidienne induite par celle de R™ qu’on note par
ds; = dx? + ... + dz2.

On définit une métrique g; sur U; comme suit :

pour tout p € Uj et tout u, v € T),U;.

9i(p)(u,v) = ds;i(¢i(p))(dpi - u, dpi - v)

Maintenant, si {f;};c; est une partition de I’unité subordonnée a notre recouvrement,
alors chaque f; : M — R est de support inclus dans U; et que »_,.; fi = 1. Alors
9 = Y icr figi est une métrique sur M.

Pour les autres métriques, par exemple lorentzienne, le fait de passer par une partition de
I’unité n’est pas toujours vrais.

Pour le cas riemannien, les métriques soient définies positives et que les fonctions f; soient
positives, c’est ce qui fait qu’on peut additionner et multiplier.

Donc en général, on ne peut pas affirmer qu’une variété admet une métrique d’une signa-
ture fixé, sauf dans le cas riemannien.

Exemples. o La variété riemannienne R™ munie de métrique euclidien g telle que
T,R™ = R™. Dans les coordonnées standards, on peut écrire :

g=)Y da'da’ = (da')? = 6;da‘da’.

(]
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e Une sphére "euclidienne” définie par x3 + ... + x> +r = 1 dans R*T" n’est une
hypersurface pseudo-riemannienne de R*T" que lorsque s = 0 our = 0.

o De méme, dans C*77, le cone isotrope de R*™", privé de 0, n’est jamais une hyper-
surface pseudo-riemannienne de R

11.4 Complétude

En particulier, la notion de complétude d’une variété pseudo-riemannienne se définit
sur des propriétés dynamiques. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est complete
lorsque toutes ses géodésiques se définissent sur R ou, de maniere équivalente, lorsque le
flot géodésique est complet.

Remarque. L’un des miracles de la géométrie riemannienne est que la compacité im-
plique la complétude. La situation est différente en géométrie pseudo-riemannienne : le
théoréme de Marsden donne des conditions supplémentaires pour obtenir la complétude.

11.4.1 Complétude des variétés pseudo-riemanniennes homo-
genes

Théoreme 8 (Hopf-Rinow). Une variété riemannienne compacte est géodésiquement
complete.

Théoreme 9. Une variété lorentzienne compacte a courbure constante est compleéte.
Proposition 6. Une variété riemannienne homogene est compleéte.
Proposition 7. Une variété (M, g) pseudo-riemannienne isotrope est compléte.

Théoreme 10. Une variété pseudo-riemannienne homogéne et compacte est compléte.

Réponse 1 : La distance définie a partir d’une métrique riemannienne. Une
métrique riemannienne g sur une variété différentielle connexe M définit sur chaque es-
pace tangent une norme (de Banach), donnée par : ||A|| = /g(A, A). Par définition, la

longueur d’une courbe par morceaux v : [a,b] — M est définie par : {(y) = [ ab |
(t)|| dt. Pour z,y € M, on définit :

d(z,y) = inf{f(~), v cheminde z a y}

Cette distance est appelée la distance induite par la métrique riemannienne g entre deux
points x et y de M.
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Vérification des axiomes de distance : 1l est immédiat que :

1. d(z,y) > 0etd(x,z) = 0c’est trivial car I’intégrale d’une norme sur un intervalle
de R est positif, ou nul dans le cas z = y.

2. d(z,y) = d(y, z) puisque  chemin de z a y est le méme chemin ~y de y a x, alors
quand on applique le inf on obtient le résultat .

3. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) parceque -, chemin de = a z, 72 chemin de z a y et
~ chemin de x a y, tel que x,y, z trois points différentes ne sont pas a la méme
droite. Alors on a : v < 1 + 2 vrai quels que soient x, y, z v < inf~v; + inf 5.
v < d(zx,z) + d(z,y). On applique inf sur les deux cotés de I’inégalité inf(y) <
inf(d(z, z) + d(z,y)), le deuxieme coté de I’inégalité ne change pas car c’est une
constante réelle, Alors on déduit que : inf(vy) < d(x, z)+d(z,y) quels que soient
x,y, z on résulte enfin que : d(x,y) < d(x, z) + d(z,y) .

Réponse 2 Une variété riemannienne munie d’une métrique est dite compléte si toutes
ces géodésiques peuvent étre prolongé a tout R.

11.5 Théoreéme de Hopf-Rinow

Soit (M, g) une variété riemannienne. Les 4 propositions suivantes sont équivalentes :
1. (M,dy) est un espace métrique complet,
2. Toute géodésique se prolonge indéfiniment.
3. Ilexiste x € M tel que toute géodésique passant par x se prolonge indéfiniment.
4. Les compacts de M sont les fermés bornés.

De plus si ’'une de ces 4 propositions est vérifiée alors elle entraine :

Toute paire de points de M peut €tre joint par d’une géodésique minimisante.

Démonstration. a => b Soit (M, d,) un espace métrique complet ot M/ est une variété
riemannienne et d, la distance associée au tenseur métrique g de M. Considérons C' :
I — M une géodésique telle que I est ’intervalle maximal de C. On veut montrer
que C se prolonge indéfiniment, c’est-a-dire que I = R. Pour cela on va raisonner par
I’absurde. Supposons que sup I = b < +00. On parametre C' par sa longueur (c’est-a-

dire | C' (t)||, = 1, V¢t € I). Soit (t,)nen une suite de points de I qui converge vers b.
(tn)nen étant convergente, elle est de cauchy. Donc, pour tout € > 0, il existe N € N* tel
que

Vp,q = N, [ty —tq| < e

On aaussi: dg(C(tp),C(tq)) < Z(C’)|§Z ol p,q > N. L’inégalité résulte du fait que, par
définition,d(z, y) < 4o, Ya € Cyy. De plus,

0oy = /:\/ o(t) (é (t),C (t)) dt = [ty — t4]
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Car C est une géodésique paramétrée par la longueur, donc || C' ||, = 1. De plus, |t, —
tq| < €, on en déduit alors que

dg (C(tp),Cltg)) < |ty — 4| <e.

Ce qui signifie que la suite (C(t,))nen, qui est une suite de points de M, est de Cau-
chy. Par hypothese, (M, d,) est un espace métrique complet, donc toute suite de Cauchy
converge. D’ou la suite (C(ty,))nen converge dans M. Soit g sa limite. Comme xg est
un point de M, on considere une carte (U, ¢) de M en xo.

C' est une géodésique, elle vérifie alors, dans la carte (U, @), I’équation des géodésiques.
Pourtout k =1,...,n,

LR L1 J
G () +ThH(at) & ()& (t)=0

aveca = po(C: I — R", et o'zk (resp, b}k) est la £'*™® composante de & (resp, de & ) et
les I‘fj sont les symboles de Christoffel.

Il existe alors N’ > 0 tel que, pour toutn > N’, C(t,,) € U.D’oul’existence d’'une; > 0
tel que C' (]b — €1, b]) C U.

C' est une géodésique, donc || C' (t)| g = O = 1 (car la géodésique est paramétrée
par sa longueur). D’ou || < M;, Vt € |b— €1, b].

On pose M = max=1,_.n, M; et A = sup; ;, ¥ (a(t)).

De I’équation des géodésiques, pour tout k = 1,...,n,

& Warhem e e m=o

--k:
on déduit que : | & (t)] < A - M?, d’ot est bornée.
i
En appliquant le théoreme des Bouts, & (t) a une limite quand ¢ — b. D’oli I’existence

(2 . (2
de & (b), donc I’existence de C' (b) .

¢ (b) nest rien d’autre qu’un vecteur tangent en zg . On a C(t,) — xo quand t — b
et C'(t,) — C'(b) quand ¢ — b. Le théoréme de Cauchy assure ’existence d’une
unique géodésique (3 (localement en x telle que 3(b) = x et 5/ (b) = C’(b) (avec 3 est
défini sur |b — €2, b — €a]).

D’oti par unicité, 5 = C sur |b — €3, b], et donc C est défini sur |b — €2,b — €3]
Contradiction, car I est supposé maximal. Donc b = +00. De méme pour a = inf I on
en déduit que a = —oo ce qui signifie que : C : R — M. Donc toute géodésique se
prolonge indéfiniment.

Preuve de b = c Cette implication est évidente (car on a une propriété vraie pour tous
les points de la variété, donc en particulier, elle est vérifiée pour un point quelconque).
Preuve de ¢ = d Pour ce fait, on va annoncer le lemme suivant :

S’il existe un point x € M tel que toute géodésique passant par = se prolonge indéfini-
ment, alors tout point y de M peut étre joint a x par une géodésique minimisante .




Théoréme de Hopf-Rinow © PG. Géométrie 110

On va montrer I'implication ¢ = d, c’est-a-dire que s’il existe un point x de M tel
que toute géodésique passant par x se prolonge indéfiniment, alors les fermés bornés de
(M, dg) sont les compacts.

Pour montrer que les fermés bornés de (M, d,;) sont les compacts, il suffit de montrer que,
pour tout R > 0, la boule fermée B, (R) est compacte. En effet, si F' est un fermé borné
de (M, d,) cela signifie qu’il existe R > 0 tel que F' C B, (R).

Comme B, (R) sera un compact, F sera aussi, car un fermé dans un compact est un com-
pact. Considérons la boule fermée B, (R) dans (M, d,).

B.(R) ={y € M, dy(x,y) < R}

Par hypothese (la proposition c), toute géodésique passant par x se prolonge indéfiniment.
On en déduit, par définition de I’application exponentielle, que exp,, est définie sur tout
T, M. En effet, pour tout X, € T, M, on peut considérer la géodésique C'x, passant
par z, avec Cx,(0) = z et Cx, (1) = exp(X;). Méme si on prend A\ X,, avec A € R,
exp(AX,) existe.

D’apres le lemme précedent, n’importe quel point de M peut étre joint par une géodésique
minimisante d’origine .

Soit R > 0, on pose By(R) := {X € T, M, || X4, <7}

Pour tout z € B,(R), il existe C : [0,1] — M (la géodésique minimisante telle que
C(0) =z et C(1) = z). Donc

IC (@)llg, = €O)]g = dy(x,2) < R

et comme z = exp,(C (0)), ona z € exp,(By(R)). D o, pour tout R > 0, B,(R) C
exp, (Bo(R)).

By(R) est un compact, car c¢’est un fermé borné d’un espace vectoriel de dimension fi-
nie. Donc, exp,, (Bo(R)) est un compact (image directe d’un compact par une application
continue). Finalement, B, (R) est un compact car un fermé dans un compact est un com-
pact.

Preuve de d => a (Résultat classique pour les espaces métriques)

Si les compacts de (M, dy) sont les fermés bornées, alors (M, dy) est un espace métrique
complet. En effet, Soit (x,),cn une suite de Cauchy, z,, € M. Cette suite est bornée donc
il existe F" un fermé borné de (M, d,) tel que, pour tout n € N, z,, € F.

F est un fermé borné, donc par hypothése un compact. Toute suite bornée dans un com-
pact admet une valeur d’adhérence (Théoréme de Bolzano-Wieirstrass).

Donc, la suite (x,)nen, (qui est de Cauchy), admet une valeur d’adhérence. La suite
(zn)nen converge.

Alors, il résulte que toute suite de Cauchy converge, ce qui veut dire que (M, dg) est un
espace métrique complet.

On a démontré les équivalences :

a<=b<=c<=d

Mais comme ¢ <=> b, on a bien ¢ = e car pour n’importe quel couple de points de
(M, dy), on applique le lemme précédent a un point et on atteint le second. O
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12.1 Introduction

12.1.1 Variétés Différentielles
Définition
une variété différentielle est la donnée d’un ensemble M muni d’une classe d’équiva-
lence d’atlas de classe C*(k > 1)
définition(atlas equivalence)

Soient A, B deux C*-atlas sur M. On dit A, B sont équivalents, ou compatibles, noté
A~ Bsi: AU B est un C*-atlas.

Remarque

la réunion de tout les atlas équivalents a un Ck-atlas A, sur M, est un C*-atlas dit
atlas saturé ou maximal.
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Espace tangent
Espace tangent a M au point p noté : T,,M = {v, v,vecteur tangent} tel que :

v,: F(M) — R»
f — up(f)
F(M) : I’'ensemble de toutes les applications f : M — R de classe C*°. v,(f) est une
dérivation :
1. wvp linéaire par rapport a f.
2. vy vérifie I'identité de Leibniz : v,(f - g) = vp(f) - g+ f - vp(9).

Remarque

TM = U T, M (tout les vecteurs tangents), appelé fibré tangent (7'M une variété

peEM
différentielle de dim = 2n). Onnote : T'M => X' (M)
XeXx(M):
X: M — TM™
x — X(zx)=X,telque X, € T,M

Restriction : U ouvert de M.

Xl U . ™
r — Xly(x)=X, MaecU:T,U=T,M)

Résultats
. (XeX(M)NfeC®(M)= fX e (M)
tel que : f.X(z) = f(z).X(x) €= (M)
2. Ve e M : Ty,M ~ D,M "dirivation ponctuelle".
donc pour tout x € M :
ona:X € (M) = X(z) € T,M =< 0z1,......,0xy >.

X(z) =) Xi(x)0zi./X;: M — R. (C™) Vi=1,2,......,n.
=1

Théoreme

® 3¢ (M) — D(M)X — £,/ £.f(z) = (X.f)(z) = ZXi(a:)axif(a:).
¢ (M) ~ D(M) =
du=Xex (M) | X,=0,

(£:0)(x) =0 f = (Of)(x). Vf € C*Rightarrowt, = 0
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Algebre de lie
le crochet de Lie :

[, ]:9xg—g

1. bilinéaire.
2. anti-symétrique.

3. vérifie Jacobi :[z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [2, [z, y]] =0

Remarque

ona: > (M)—D(M)X — £,.

1. (D(M),],]) algebre de Lie — [01,02] = 01 0 92 — D2 0 O1.
2. (3¢ (M),],]) algebre de Lie — [X,Y] = £x Ly — Ly £x.

Exemples
. M=R, X=1z0,+9,, Y =2%),
[X,Y] = [20, + 0y, %0y
— (20, + 0,)(5%0,) — (420,)(a0s + D).
= 2(220y) + 2205y — 0 — 220y, — 230y — 220y
: = 22%0,.
2. [0n; 0z, )(f) = 02, (0, f) — (O, f) O
=050, f — 05, f=0f€C?
3. X(z,y) = (2% + ¢, zy)
= (22 + y?)e1 + zyes = (2% + y2)9, + 2y,
= £x[ = (2 +y*)0u f(z,y) + 2ydy f (2, )

12.1.2 Groupe de Lie
G est un groupe de Lie Si : GG est un groupe est une variéte C° tel que :

G G — GetG — GsontC™(z,y) — zyz — !

champs des vecteurs invariante a-gouche

G groupe de Lie, X €3¢ (G) vecteur tangent.

Ly:G— GRy: G — Gr — g.xx — T.g.
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(translation a gauche ) est ( a droite)
X €2¢ (G) est invariante a gauche.
Si:Lgx X =XVge G/ (fX)(x)=Tf(X(x))

Théoréme

g = {X €2>¢ (G) / invariante a gauche}.
1. (g,[,]) algebre de Lie de dim = dimG

2. il existe un isomorphiseme entre g et 7.G

12.2 GEOMETRIE RIEMANNIENE

~ : courbe relieut p a ¢ € M variéte.
je doit d’abord s’associe calculé la longeur d’une vecteur vitésse v' /7' € T, M
Rightarrow il existe un produit scalaire euclidien sur 7, M
alors:Vp € M g, : T,M x T,M — R.
gp forme bilineaire symetrique défini positive.
On dit g, metrique Riemannien

12.2.1 Proposition
Vp € M , g, forme bilineaire symetrique défini positive.
{01 |p, v, O |p} base de T, M
Vv, w € T,M
gp(vw) = Z’Up(xi)wp(%i)gp < 0i lp, 05 [p>

9ij

12.2.2 définition

M variéte differentiel est g metrique .

ondit: (M, g) variéte Riemannien.

12.2.3 Remarque

1. (M, g) variéte Riemannien :( g : metrique Riemannien)

2. (M, g) variéte Lorentzien :( g : metrique Lorentzien)
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3. soity courbe C*> ~ : [0,1] — R
1 1
longy = / 940y (Y (1), 7' (t))|2dt — Inflongg(geodisique)
0

12.2.4 Connexion lineaire
définition
une connexion Iéneaire est une applecation V.
V> (M)* 3¢ (M) —>c (M) tel que
(z,y) — VxY.
VX, XYY €€ (M) et f € F(M)
1. Vxix'Y =VxY 4+ Vx/Y. bilineaire.
2. VixY = fVxY C°-linéaire par appore a x Vf € C™
3. Vx (Y +Y') =VxY + VY
4. Vx(fY) = fVxY + (£xf)Y.
— VxY ne depend que de X |, etde Y et de ses dérives en p

— dans un systeme de coordonnées (z°) V est complétement défini par les symboles
de cristoffel I'}; défini par :

0 0
Tk
v% &%j K 8xk

Extension de la definition

pour définir de dérivé covariente sur les champs des tenseurs nous donnons des régles
(algébrique) exactement comme pour la dériveé de Lie :

L. Vx(T®8) = (VxT)® S+ T ® (VxS).pour deux tenseurs 7" et S
2. V x commuté avec la contraction des tenseurs .

3. Vxf = X.fpourtout f € F(M)

4. V x est linéaire .

12.2.5 Les tenseurs

E=<eyeq,..... ,en > R espace vectoriel de dim = n
un tenseur de type (s, )
(s-fois covariente ,r-fois contravariente)
est un élement de :
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E=<ey,eo,....... Jen >, B =<el e, ... e >
<€l ej >= 8. Rightarrowdim £+ = s 4.

12.2.6 Torsion et Courbure

torsion

la torsion d’une connexion est un tenseur de type (1,2)
défini par I’expression :

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

Remarque
1. la torsion T antisymetrique :
T(X,Y)=-T(Y,X)
2. la nulitté du tenseur de torsion est équivalente a la relation :

I‘i?j = F?.RightarrowTij = FZ‘ - F?z

)

Courbure
la courbure R est un tenseur de type (1,3) défini par :
R(X,Y)Z =(VxVy,—VyVx —Vixy))Z

le tenseur de courbure s’exprime en fonction des symboles de cristoffel :

Riy; = 0T — ;T + Ty 1%) + T3,

o)

on nous nottons :0; = o

Remarque

1. R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z.
2. Vf, g, hsur M = R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z.

12.3 CONNEXION DE LEVI-CEVITA

connexion léneaire V dite compatible avec une metrique g Si :

nous dirons aussi que V est une connexion metrique.
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12.3.1 définition
la connexion de Levi-Cevita est un operateur
Vise (M)x2 (M) —2x (M)(X,Y)— VxY
.V bilineaire .
. VixY = fVxY (C*-linéaire par appore a ) Vf € C*
. Vx(fY) = fVxY + (£xf)Y. (Leibinz)

~ métrique : g(VxY, Z) + g(V, Vx Z) = £x(g(Y, Z)
— sanstorsion: [X,Y] =VxY - Vy X .(T'=0)

WD =

12.3.2 Théoreme
Il existe une seul V qui que vérifie 1),2),3),4)

29(VxY,Z) = £xg(Y,Z) + £49(X, Z) — £29(X,Y)
+9([X,Y],2) + 9([Z, X],Y) + g([Y, Z], X)

on dit :1a formule de Koszel. tel que :

9(X,Y)=< XY >

12.3.3 Symboles des cristoffel

localement : T, M =< 0x1, ......... ,0xy >

2

n
1
Vo, 0rj = Z IV0xy/Th = ~g" (95951 + 9590 —
=1

12.3.4 Tenseur du courbure de Riemann

soit M variéte de Riemann .
la courbure de connexion de Levi-Cevita est une fonction

R:>¢ (M)3 —>c (M) tel que :

019ij)-

RxyZ =Vx(VyZ) - Vy(VxZ) = Vixy|Z.

Remarque

I.ona: [X, fY]=XfY + f[X,Y]

alors : RX;fyZ = Vx(nyZ) — ny(VXZ) — V[X,fy]Z

= Vx(fVyZ) — [VyVxZ — X[NyZ — [Vixy|Z

= fRxv Z.



EXEMPLES © PG. Géométrie

119

2. R =0 <= M estune variéte plate .

Proposition
:VX.Y € T, M le lonction linéaire Rxy
Rxy : TyM — T,MZ —— RxyZ estune operateur de courbure .
alors : VX, Y, Z,v,w € T, M.
1. Rxy = —Ryx.
< Rxyv,w>= — < Rxyw,v >.
RxyZ + RyzX + RzxY = 0.
< Rxyv,w >=< Ry, X,Y >.

Ll

12.3.5 Sectionel de courbure

R tenseur de courbure de Riemann .
ona:
Yo, w € T,M : Q(v,w) =< v,v >< w,w > — < v,w >>
@ forme quadratique.
définition :
soit (7) sous espace non dégenéré sur M

le Secctionel courbure défini par :

K(v,w) =< Ryyv,w > /Q(v,w).

12.3.6 Tenseur de Ricci

R tenseur de courbure de Riemann .
on appelle tenseur de Recci de courbure le tenseur Ric
a symetrique est défini par :

Ric(X,Y) =Y em < Rxg,Y, Em >
m

telque: ey =< By, By > .

124 EXEMPLES

12.4.1 Exemple 1
soit G = B{(x,y)/y > 0} espace heperbolique.
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1. Monter que G muni de la loi : /

(@,y) * (@',9) = (& +ya', yy)).
est un groupe de Lie connexe de dim = 2
2. Montrer que G est résoluble.

3. soit sur GG la métrique g

9:(1(/Jy 1?y>

Déterminer les symboles de cristoffel de la connexion de Levi-Cevita associé ag
4. la courbure R est-elle nulle
5. Déterminer la Sectionel K
6. Déterminer la tenseur de Ricci Ric

solution :

1. (a) (G,x) estune groupe avec e = (0, 1)
(b) G ouvert de R? donc variéte C*° de dim = 2
© [:(G*xG) — G((z,y), (2',y) — (z +ya’,yy") O
Rightarrowf : R? * R? — R2(x,y, 2,t) — (z + yz, yt)
f composé des fonctions C'*° (+,*) alors : f fonction C*° .

(d) G =R =R} (siRetR" des connexes)
alors : G connexe .(G convexe :>G connexe).

2. G résoluble <= s’il existe k > 0/ ¢g®) = {0}
T.G = Tip1)G = {7(0)/7(0) = e = (0,1)}
Gouvertde R? = G =< e, ey >
T(0,1)G =~ g ={ champ des vecteurs invariante a gauche }
g=<X,Y >.telque:
X — eiRightarrowX (0,1) = e; — X(g) = T(o,1)Lg(e1)
Y — esRightarrowY (0,1) = ez — Y(g) = T(o,1)Lg(e2)
X(g9) = Tio,)Lg(e1)
= % lt=0 Lg o ¥(t) /7(0) = (0,1),7'(0) = ex
= i l=0 (91.92) * (2(1), (1)) = G li=0 (91 + g2z (t), g2y(t))
= (922'(0), 929/ (0))
= (92,0) = g2(0,1) = gaes
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= X =yox

Y(g) = T(o,l)Lg(€2) /4(0) = (0, 1);7/(0) = e
= (9227(0), 929/(0))
= (0,92) = g2e2

=Y =ydy

(X, Y] = [y0z, y0y|
= ydx(ydy) — ydy(ydx) = y*05, — yox — y*d,
= —yOx

= [X,Y]=-X.

= D(g) =<e1 >

alors : d(D(g)) = {0}

donc g est résoluble et G est résoluble.

Reemarque :

Aff(R) ~ Get Af f(R) résoluble = G résoluble.

3. la métrique :g = < 1(/)9 1(/)y )

Rightarrow < dz,0x >= g1 = 1/y, < 0z,0y >= g12 = 0,
< 0y,0r >=g21 = 0,< 9y, 0y >= g2 = 1/y
la connexion :
Ve (M)x23€ (M) —2> (M)(X,Y)— VxY
n
Vow,0zj = Y Tz,
k=1
ona:
2<VXY, Z>=Lx <Y, Z>+L, <X, Z>-Lz<X)Y >
+<[X,)Y],Z>+<[Z,X],Y >+ <[V, Z], X >
ona: [0z, 0xj] =0

(a) 2 < Vg, 0x,0x >= 0dxr < 0x,0x > +0x < Oz, 0x >
— OJx < Ox,0x >
: = a(1/y)=0.
(b) 2 < Vy,0x,0y >= 0r < 0x,0y > +0x < dzr,0y >
— Oy < Ox,0x >
: = —L(1/y) =1/y*
RightarrowV g,0x = I'},0z + '}, 0y
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<TI0z +T%0y,0y >=1/2y*> & T3, =1/2y
RightarrowV g,0x = %ﬁy

alors :

- Vo, 0x = 3,0y /T = 0,17, = 1/2y

- Voydx = —5,0x I T}, = —1/2y,T7, = 0
— Vo,dy = —5,01 /Ty = —1/2y,T%, =0
— Voydy = —5,0y /T35 = 0,13, = —1/2y

4. la courbure :
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ— V[ny]Z

R(07,0y)0z = V:(Vay01) — Vo, (V9r0T) — Vigg, 0, 0T

= Vou(—3,07) = Vay(3;0)-....(%)
ona:Vx(fY)=(Vxf)Y + fVxY
= (£xf)Y +fVxY
alors :
(¥) = =3 Vo:0r — [~ 520y + 5, Va,0y]
= —ﬁay + ﬁay + ﬁay = ﬁay
Rightarrow donc R # 0 alors g n’est pas une plate .
méme methode calcules :
R(0x,0y)dy, R(0x,0x)0dy, ...
5. Sectionel courbure :

Q(0x,0y) =< 0z,0x >< dy, 0y > — < Oz, 0y >>
—11_ 1
T yy oy
le Sectionel K (v,w) =< Ryyv,w > /Q(v,w)
K(0x,0y) =< R(py,9y)07, 0y > /y%

1/2y3
=< 520y, 0y > [ = {2 =1/2y.

6. le tenseur de Ricci :

Rie(X,Y) =) em < Rxp, Y, En >
m

tel que : Em =< Epn, Ep > .
g1 =< 0x,0x >=1/y, e9=<0y,0y>=1/y
Ric(0x,0y) = €1 < Rpza:0y, 0r > +e2 < Rogay0y, 0y >=0
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Ric(0x,0y) =0

Ric(0x,0x) =0  méme méthode.

12.4.2 Exemple 2

M = R" — variéte de dim = n
g métrique induite

1 . .0

gii =< axlaax, >=1
Ggij =< 8%,81]. >=0¢ 75 7-

la connexion V :
n
Voz,0xj = foj&zk
k=1
ona:
2 < Vg, 0x1, 021 >= 0x1 < Ox1,021 >= (1) =0

n
<Y T§0wk, Oy, >=0=T}; =0,Vi,j, k
k=1

== Vo, 0x; = 0,1,
la courbure :
R(X,Y)Z = V[Xy]Z - VxV,Z -VyVxZ

R(0zi, 0x;)0xk = V(ga, 02,)0%k — Vou,Vow, 0Tk — Voz,Vor,0xy
=04+0+0=0
= (R", g) plate.

12.5 le tenseur sur une variéte :

12.5.1 definition :

pour tout p € M variéte differentielle .

1. le tenseur du covariante A de type (0.s) en poit p defini par I’application multili-

neaire.
Ay (Tp,M) x (T,M) % ...... x (T,M) —
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2. de la méme faon en defini le (1.s) — tenseur en poit p .
Ay (Tp,M) x (Tp,M) % ... x (T,M) — (T,M)

3. le tenseur de type (7.s) en poit p defini par ’application multilineaire.

tel que : (T, M)* = hom(T,M,) (le dual du I’espace T), M)
— (s — fois) — s — covariante
— (r — fois) — s — contracovariante
— o) 9
- LM =< 52 .. - >
- (Tp,M)* =< dxj,, ......,dxj, >
méme définition de tenseur qui remplacée 7, M avec X (M)

12.5.2 les conventions de sommation d’Einstein :

la convention de sommation suinante est utilisée calcul du ricci ,et est connu sous le
nom de la convention de sommation d’Einstein habituellement ,les somme sont formées
sur indices comme qui se produit dans formules les deux un superieur (dans le numérateur
) et un inferieur (dans le dénominateur)
souscrit sans les symboles de sommation explicité.
par :

, . . A Oy’ . A Oy’
o= hlg. R Ja..nt = £ (- g
hik, = h;gjrau liew deh;, = Ej h;gikm' =& 507 “¥ lieu den' = Ej £ £

12.6 la connexion linéaire :

12.6.1 definition :

Une connexion linéaire sur une variété Riemanienne (M, g) est une application V

(nabla)
V:EM)x M) — ZM)(X,Y)— VxY

tel que VX1, X9,Y1,Yo € E(M)etVfe F(M)(f: M —  C*)

. Vx,4x,Y = Vx, Y + Vx, Y (additivité par appor a X)
. VixY = f.VxY (linéairité par appor a X)
. Vx(Y14Y3) = VxY; + VxY; (additivité par appor a V)
. Vx(fY) = fVxY + (X(f)).Y (leibinz)

B~ LN
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12.6.2 remarque :

pour fixé le vecteur Y le derivée covariante est un tenseur de type (1.1) defini par :
VY (X) :=VxY.
mais 1’association X,Y —— VxY n’est pat un tenseur de type (1.2) puis ce que le régle
de leibinz (n’est pas linéaire par appor a Y).( car le tenseur est un application multili-
néaire).

12.7 la connexion de Levi-Cevita :

12.7.1 definition :

la connexion de Levi-Cevita est une application V
V:2M)x (M) — 2(M)(X,Y)— VxY

tel que VX1, X0, Y1, Yo € (M) etVfe F(M)(f : M —  C*)

l. Vx,+x,Y =Vx, Y +Vx, Y (additivité par appor a X)
VixY = f.VxY  (linéairit€ par appor a X)
Vx(Y1+Y2) =VxY) +VxYe  (additivité par appor a Y)
Vx(fY)=fVxY +(X(f)).Y  (leibinz)
XgY,2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (la compatibilité avec la metrique)
VxY - VyX - [X,Y]=0 (sans torsion)

AN T

12.7.2 formule de Koszul :

soit V la connexion de Levi-Cevita et g métrique sur une variéte de Riemmane
on dit : formule de Koszul 1a forme :

29(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(X,Z) - Zg(X,Y)
—g(Y, [X7 Z]) - g(X, [Y> Z]) - g(Z, [Y>X])

si lamétrique: ¢(X,Y)=<X,Y >ona:

2<VxY, 72> = X<Y, Z>4Y <X, Z>—-7<X,Y >
<Y X, Z]>-<X,[Y.Z] > -< Z,[Y,X] >

eDémonstration
puis ce que V est une connexion on a (utilise (5)) :

X <Y, Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ>..(a)

Y <X, Z>=<VyX,Z>+<X,VyZ > ..(b)
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Z<X)Y>=<VzX,Y >+ < X,VzY > ..(¢)

la somme de (a) + (b) — (c) et utilise les proprieté de produit scalaire

ona:
X<Y,Z>4Y <X, 2)-Z<X,)Y> = <Y, VxZ-VzX>+<X VyZ-VzY >
+ < Z,VxY +VyX >
X<Y,Z>4Y <X, Z)-Z<X)Y> = <Y, [X,Z]>+< X,[Y,Z] >
+< Z,[X,Z]+2VxY >
alors :

2<VyxY, Z> = X<Y, Z>4Y <X, Z>-7Z<X,Y >
- <Y [X,Z]>-<X,[V.Z] > - < Z,]Y,X]| >

cette relation est dite formule de Koszul

12.7.3 Symboles de Christoffel :

) ) Y ) i
soit V une connexion et T, M =< TR e tel que :

) )
VX,Y € T,M / X:Z&-% Y:Z"jach
i ¢ j

ona:
VxY = VZ& P Y:Z&V%Y (additivite + linairite)
- YO, ¢
0
0 L
= ; & ; \Y = (n; a—x]) (additivite)
on; 0 0 .
= ijz(a J 72, -+ 1,V 2 8—%) (liebinz)
alors :
<VxY, o— 0 - Zé +1; <V .2 0 >)
X Dy i a gzk 75 8:13k
tel que g =< %, % >
on pose :
g 0
T
ijk =< VBM ax] axk

on utilise le forme de Koszul on a :

0 90 o 0 o o0 0

2<V s >= < — = >+ <>
az 8% oxp Ox;  Ox; Oxy Ox;  Ox; Oxy




la connexion de Levi-Cevita : © PG. Géométrie

127

0 o 0
— —-0-0-0
dan " Oz dr;
puis ce que [agi,%]:o.
alors :
I T T D
67:1 (9.%] al‘k B 8:Big]k 8.%'jglm 8mkg”

definition :

1. la quantité I';; . défini par la relation :

o 0 1,0 0 0

T = L 4.
ij,k =<V o 2(6 g]k+a$jgkl axkgz])

63:1 836] 8a:k

est appelé les Symboles de Christoffel du premier type.

2. la quantité F défini par la relation :

Bacl ax] Z g al'k

est appelé les Symboles de Christoffel du deusieme type.

Conseconces et Remarques :

1. par définition on a :
Lijre =Tk (la symetrique pour les indices 1i,7)

k _ Tk —
=T (g symetrique et[az ) Ba; 91 =0)
3}
2. Tijk = THgmk = Zr e
3. pourtout X = Z;gzaxz Zn]— alors :

VY = Sl g+ )

’l

12.7.4 Torsion :
la Torsion d’une connexion est une application 7' défini par :
T : (T,M) x (T,M) — (L,M)(X,Y) — T(X,Y)

tel que :
T(X,Y)=VxY -VyX — [X,Y]

par définition la Torsion est une tenseur de type (1.2) puis ce que on a :
2-covariante et I’ensemble d’arrivé est T), M
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12.7.5 L’existance et I’unicité de la connexion de Levi-Cevita :
Théoréme :

sur chaque variéte Riemanienne (M, g) ,il existe une unique connexion V (sans tor-
sion ) ( V la connexion de Levi-Cevita)

Démonstration

e L’unicité
on suppose deux connexions Vi1, V.
ona: Vi, Vs vérifie la formule de Koszul
alors :
2<VixY,Z>=2<VoxY,Z> VXY, Z

= V1 = V3 donc 'unicité
o L’existance
pour L’existance définissez :  F(X,Y, Z) étre la coté-droite de la formule de Koszul

FX\Y,2)=X<Y,Z>4+Y <X, Z>-7Z<X,Y >

-<Y[X,Z]>-<X,[V,Z] > -< Z,[Y,X] >

pour fixé X,Y un calcul simple mentre que la fonction F' € F(M) — linaire d’ou est
une forme
il reste montrer ce la VxY |, est défini
(sans utilisez Z comme un champ du vecteur )
en d’autre termes , I’expression < VxY |,, Z > depend seulment de Z, , ou equivale-
ment :

<VxY, fZ>=f <VxY,Z>

chaque fonction scalaire f.
cela est verifie en appliquent les proprietes de crochet de Lie ,et la regle du prouduit
(leibinz) :

X(fh) = f.(Xh) + (X f).h

la validité de (1), (6) por la connexion V.

défini dans cette maniere doit etre etabli (1), (3) est évident.

epour (2)

en appliquent la formule de koszul et utilisez les propietes de produit scalaire et crochet
de Lie :

2<VxY, Z>=fX <Y, Z>+Y < fX, Z>-Z< fX,Y >

- <Y [[X,Z]> - <X, [V, Z] > - < Z,[Y, fX] >
=f2<VxY,Z>=2< fVxY,Z >



les Courbures : © PG. Géométrie 129

donc :
< Vny,Z >=< fVxY,Z >=<VxY, fZ >

alors :
VixY = fVxY

epour (4) est semblable
epour (5) :
en appliquent la formule de koszul

2<VxY, Z>42<Y,VxZ>=X<Y, Z>4+X<ZY >=2X<Y,Z >

car :
<Y, Z >=< Z,Y > symetrique
[X,Y] = —[X,Y] anti-symetrique.
alors :
X<Y, Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ >

epour (6)
nous avons :

2<VxY - VUWX,Z>=2<VxY,Z>-2<VyX,Z>=2<Z[X,Y]>=2< [X,Y],Z >

alors :
VxY - VyX = [X,Y]

12.8 les Courbures :

12.8.1 la Courbure

la Courbure est un tenseur de type (1.3) défini par :
R(X,Y) = VxVy — VyVx — Vixy|
tel que :
Rxy : (M) — X(M)Z — RxyZ =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z

ona:

; ors.
s __ kj ki .1 Ir.1s
b Rkij ox; Ox; + j )

kj=ri kit rg

en bessant le restant index superier nous obtenons le correspondre de tenseur de type
(0.4)
XY, Z,V+—< RX,Y)V,Z >
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ona:
o 0,0 0
<R7,77,7>: s..:R ..
(Ba:i 8a:j)8xk Oxm, zsjgms kij mkig
tel que : Ims =< %, 8(25 >

12.8.2 Lemme(les proprieté)

R tenseur de courbure , VX,Y, Z,V € 2(M)ona:
I. R(X,Y)=-R(Y,X) (anti-symetrique)

2. 1°" Identité de Bianchi :

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0

3. 2°™ Identité de Bianchi :

VxR(Y,Z)V + VyR(Z,X)V + V;R(X,Y)V
4 < R(X,Y)Z,V >= - < R(X,Y)V,Z >
5. <R(X,Y)Z,V >=— < R(Z,V)X,Y >

12.8.3 Remarque

on utiliser les symmetries algebriques (1), (4) et (5) ,on peut écrire aussi ces equations
dans la maniére suivante :

L. Rijli = —Rjiti = —Rijik = Ritij

2. 3Rijkp = Rijii + Rjkit + Riiji

3. 3Virjim = ViRjkim + VjRiitm + Vi Rijim

12.8.4 peuve de Lemme

1. ona:
R(X,Y)=VxVy = VyVx = Vixy = —(=VxVy + VyVx + Vixy]) = =(VyVx = VxVy +

nous choisissons Irs extenssions afin que leurs crochet de Lie sont zero  [X,Y] =

0= VxY =VyX

cette accopli en les prenants pour avoir des composants relatif a un systeme de la
p ) ..

coordonnée  [5-, Wj] =0 Vi, j

alors :

R(X,Y)=VxVy — VyVx
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2. 1¢" Identité de Bianchi :
ona:

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZR(Y,Z)X =VyVzX —-VzVyXR(Z,X)Y =V;VxY - VxV
apres la somme les deux cotés on a :
RX,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =Vx(VyZ —-VzY)+Vy(VzX —VxZ)+ Vx(VxY — Vy

3. 2°™ Identité de Bianchi :
ona:

(VxR)(Y,Z)V =Vx(VyVzV = VzVyV) - R(VxY,Z)V — R(Y,VxZ) —VyVzVxV + VzV;
la somme des tois cotés droites disparait ,comme cerait montré
(VxR)(Y,Z2)V + (VyR)(Z, X))V + (VzR)(X,Y)V =0
4. la symetrie oblique d’une forme bilinéaire w
wX,)Y)=-wl,X) = wX,X)=0 VX

wX+Y, X+Y)=wlX,X)+wl,Y)+wX,Y)+w,X)

/

=0
donc : nous devons montré cela: < R(X,Y)Z,Z>=0 VX,Y,Z
pour ceci : nous considerons 1’equation :

Y<Z Z>=2<VyZ 7>
et en prend un plus dérive :
XY <Z,Z>)=2X<VyvZ,Z>=2<VxVvZ,Z>4+2<VyZ,VxZ >
de ceci :pour le tenseur du courbure nous obtenons :
2<R(X,Y)Z,Z >=2<VxVyZ,Z>-2<VyVxZ,Z>=XY(KZ,Z>)—-2<VyZ,VxZ:
alors :
2<R(X,Y)Z,Z >=0<=< R(X,Y)Z,V >= - < R(X,Y)V.Z >

5. on utilisez les propriétes (1), (2) et (4).
ona:
<RX,Y)Z,V > =0 — <R(Y,X)Z,V >
=@ < R(X,Z2)Y,V>+<R(ZY)X,V >
<RX,Y)Z,V > =" — <R(X,Y)V,Z >
@ <RY,V)X,Z>+<R(V,X)Y,Z >
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la somme des deux equations nous obtenons I’equation suivante :

2<RX,)Y)Z,V>=<R(X,2)Y,V>+<RZY)X,V>+<RY,V)X,Z>+ < R(V,X)Y, Z

changer maintenant X et Z aussi bien que :Y et V' nous obtenons :

2 < R(Z,V)X,Y >=< R(Z,X)V,Y >+ < R(X,V)Z,Y >+ <R(V,Y)Z,X > + < R(Y, Z)V, X

alors :
<R(Z V)XY >=< R(X,Y)Z,V >

12.8.5 sectionnelle courbure
definition :

en ce concerne donné une metrique de Riemman < . >,
le tenseur de courbure standard 12, défini par la relation :

R(X,Y)Z=<Y,Z>X-<X,Z>Y
nous avons mis alors :
E(X,)Y) =< Ri{(X,Y)Z,X >=< X, X >< Y)Y > - < X,V >?2

et:
E(X,Y):=<R(X,Y)Z, X >

soit: 0 C 1), M soyez un sous-espace de deux dimension contenan a X, Y.

alors la quantité :

_ kXY)
Ko = k(X,Y)

est appelé la sectionnelle courburedu variéte Riemanienne en ce qui concene a o

Remarque :
1. Si: X,Y est orthonormal on a :
FX,Y)=<X,X><YV,Y >- <X, Y >=11-0=1
car: <X, X>=1 e <X, Y>=0

alors :
K,=k=<R(X,Y)Z,X >

2. k(.,.) peut étre envisagé comme une forme des biquadratique lequel est associe
avec le tenseur du courbure de type (0.4) c’est symetrique par (1) et (5) dans le

lemme precedant et k£(X,Y) = k(Y, X).

3. la sectionnelle courbure K, de variéte M est valeur reel de fonction sur I’en-

semble de tout non-degénere plane tangent o C 1), M
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12.8.6 la courbure de Ricci

la trace de tenseur :
soit A un tenseur de type (1.1)
Ay T,M — T,M
nous défini la trace ou (contraction) de tenseur A noté C' A par :

CAy=Tr(Ap) => < AE;, E; >

7

telque: Eq,....., I, est une base de 1}, M.

definition :

la premiére trace du tenseur de la courbure R(X,Y")Z est donné par I’expression :

(CR)Y(X,Y)=Tr(X +— R(X,Y)Z)=> < R(E;,Y)Z,E; >

7

est appelé le tenseyr de Ricci (la courbure de Ricci) noté Ric(X,Y).
ou briévement :  Ric = CR.
Remarque :
1. la tenseur Ricci est un symétrique d’ou :
Ric(Y, X) = Ric(X,Y)

a cause de symétrie de R

2. la courbure de Ricci est un tenseur de type (0.2)
(car :exist 2-covariante (s=2) et I’ensemble d’arrive est (r=0))

12.8.7 la courbure scalaire

la tace de tenseur de Ricci est appelé la courbure scalaire noté S.

S = Z < R(Ei,Ej)Ej,Ei >= Zk(Ei,Ej)

i,j 4,J
12.8.8 Isomerie

definition :

une carte lisse ¢ : M — N de variéte déffirentielle est Isomerie locale. a condition

chaque carte déffirentielle :d¢ : T, M — T,,N est une isomerie linéaire.

<dp(X),dp(Y) >=< XY > VXY € T,M
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Exemples :
1. la Courbure de Riemmane
do(R(X,Y)Z) = R(dg(X),de(Y))(dp(Z))
cest immediat de la définition de R,de puis une isometrie locale ,Jocalement conceve
les deux crochet de Lie et derivé du covariante.
2. d’ou: la sectionnelle courbure ,K y = K, pour tout non-degénere tangent.
3. la courbure de Ricci on a :¢*(Ricy) = Ricyy.

4. la courbure scalaire on a :Sy o ¢ = Syy.

12.8.9 Homothetie

definition :

un diffeomorphiseme ) : M — N , de variéte Riemanienne tel que :

Vv (gn)=cgu | c#0

est appelé Homothetie de coefficient c.
donc :
<dp(X),dp(Y)>=c< X, Y > VX, YeT M

les produit des scalaires sont étires par la méme constante c.

Si:  ¢>0(c<0)alors:

1 appelé un positif (negatif) Homothetie ,de facteur scalaire | ¢ |%
e une isometrie est juste un homothetie avec ¢ = 1.

e si : ¢ = —1 nous appelons une anti-isometrie .

Lemme :

les homotheties preserve la connexion du Levi-Cevita.

epreuve :
si: Y : M — N un homothetie avec coefficient c.

soit N’ soyez le variéte N associe avec le nouveau métrique (g’ = cgn).

alors: 1) : M — N’ est une isometrie .

d’ou il reste montrer cela cgy et g determine la méme connexion du Levi-Cevita.
c’est un claire :du formule de koszul on a :

29n(VxY, Z) = c.2gn(Vx Y, Z)
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Remarque :(effet d’un homothetie ).

1. depuis les homotheties preserve la connexion du Levi-Cevita il aussi preserve tout
notions geometriques :
la courbure de Riemman (R) , la courbure de Ricci (Ric) .

2. par contraste :
la sectionnelle courbureet la courbure scalaire est pas invariante sous les homo-
theties ,En fait :
si: 1 : M — N un homothetie avec coefficient c.
, c’est facile de verifiecela: Ky = %KM et Syoy = %SM.

12.9 Coordonnés normales

soit V une connexion linéare sur M pour tout vecteur X, € 1},M ,on sait qu’il existe
une unique courbe autoparallele vx sur M
telle que : 7x (0) = p, 7% (0) = X,,.
on defini I’application Exponentielle :  (V C T,M)

exp, : Vo — M X, — vx (1)

cette application induit alors un diffeomorphiseme entre (Vo C T),M)
et un voisinage ouvert U, de p dans M
Si: U :"— T, M estisomorphiseme d’espaces vectorieles alors :

exp,oU : W C"— U,

défini une carte locale (Up, (exp, oU)™!) contenant p , les coordonnes sur U, donnés
par cette carte locale , sont les Coordonnés normales en p associe a V et U dans ce
systeme de coordonnes , si X, € T,M s’ecrit X,, = (X, Xo, ..., X;,) €™.alors :la courbe
autoparalléle vx a pour expression simple :

vk = X't

de plus ,si F} ;. sont les composantes de la connexion dans ce systeme de coordonnées , on
a:
Ik (p) + Ty (p) = 0

En particulier ,si la connexion est sans torsion , on a :
i —
“k(p) =0

Bieb sur ,de dahors du point p , les symboles de christoffel n’ont aucune raison d’etre
nule.

dans la cas ou la variéte M est de Riemman ,et ou V est la connexion du Levi-Ceyvita .
on peut choisir u ,de telle facon que les vecteurs ,aixi(p) forment une base orthonormée
de T, M ,En dehors de p , on ne peut rien imposer de tel , nous dirons qu’on a alors des
Coordonnés normales Riemanniennes.
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