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1.1 Introduction
Le but de ce travail est de donner les notions et les propriétés qui se trouve

entre des espaces ou entre les applications, comme le revêtement et l’homotopie,
et étudier les relations entre eux.

1.2 Revêtements
soit B un espace topologique. Un revêtement de B est la donnée d’un espace

topologiqueE et d’une application continue p : E −→ B ayant la propriété locale
suivante :
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Pour tout b ∈ B, il existe un voisinage V de b dans B ; un espace discret F 6= {o}
et un homéomorphisme φ : p−1(V ) −→ V × F tel que le diagramme :

p−1(V ) V × F

V
��

p

//
φ

zzttttttttttttt

pr1

commute .

Remarque (définition équivalent). soit M et N deux variétés de classe C k ; une
application p : M −→ N est un C r-revêtement , (r ≤ k) si :
tout point y de N possède un voisinage V tels que p−1(V ) = ∪i∈IyUi est une
réunion disjointe d’ouverts de M , et pour tout i ∈ Iy la restriction de p à Ui ;
p|Ui : Ui −→ V , est un C r-difféomorphisme.

Exemples.
1. z 7−→ ez de C sur C∗.
2. (θ, ϕ) 7−→ (cosϕ(R + r sin θ), sinϕ(R + r sin θ), r cos θ) de R2 sur le tore
T 2 .

3. La projection p : Sm −→ pm(R) de la sphère Sm sur l’espace projectif réel
pmR. sont des revêtements .

1.3 Groupes d’homotopie

1.3.1 Homotopie des chemins, groupe fondamental
Homotopie

Soient C et C ′ deux chemins de même origine x et de même extrémités. On
dit que C est homotope à C ′ s’il existe une application continue, dite homotopie :

H : [0, 1]× [0, 1] −→ X

telle que : {
pour tout t ∈ [0, 1], H(t, 0) = C(t) et H(t, 1) = C ′(t)
pour tout s ∈ [0, 1], H(0, s) = x et H(1, s) = y

Proposition 1. La relation : C est homotope à C ′, est une relation d’équivalence
sur l’ensemble des chemins.
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Démonstration. l’homotopie (constante) H(t, s) = C(t) donne la réflexivité.
Si H est une homotopie de C à C ′, la formule H ′(t, s) = H(t, 1 − s) donne une
homotopie de C ′ à C et donc la symétrie de la relation.
Pour la transitivité, supposons que H soit une homotopie de C à C ′ et H ′ une
homotopie de C ′ à C ′′ alors la formule{

H̃(t, s) = H(t, 2s) si 0 ≤ s ≤ 1
2

H̃(t, s) = H(t, 2s− 1) si 1
2
≤ s ≤ 1

donne une homotopie de C à C ′′ qui achève la démonstration.

On peut composer deux chemins, si C est un chemin de x à y et C ′ est un
chemin de y à z, on définit le chemin CC ′ de x à z en suivant d’abord C puis C ′

en formule : {
CC ′(t) = C(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2

CC ′(t) = C ′(2t− 1) si 1
2
≤ t ≤ 1

– Si C est un chemin de x à y, on définit C̄ (chemin inverse de C) de y à x,
par C̄(t) = C(1− t).

– Si H est une homotopie de C à γ alors H̄(t, s) = H(1 − t, s) définit une
homotopie de C̄ à γ̄.

Nous allons associer à tout espace topologique M des ensembles qui donnent des
informations sur sa topologie.

1.3.2 Composantes connexes par arcs
Soit p un point de M . Nous dirons que q ∈ M est dans la même composante

connexe par arcs que p, s’il existe une courbe γ : [0, 1] −→M , continue, telle que
γ(0) = p et γ(1) = q.
Par définition même, les points d’une même composante connexe par arcs de M
peuvent être reliés entre eux par une courbe continue dans M .
Nous noterons π0(M) l’ensemble des composantes connexes par arcs deM . Nous
dirons que M est connexe par arcs si π0(M) est réduit à un seul point, c’est à dire
si M n’a qu’une seule composante connexe par arcs.
Un espace topologique connexe par arcs est connexe.

1.3.3 Groupe fondamental
Dans ce qui suit, M désigne un espace topologique connexe par arcs.

L’ensemble π1(M). L’ensemble le plus utilisé dans les applications qui nous concerne
est certainement l’ensemble π1(M) .
Nous allons voir que cet ensemble peut être muni d’une loi de composition interne
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qui en fait un groupe.
Soit p0 ∈M un point quelconque de M , fixé.
Nous posons C(p0)l’ensemble des courbes γ : [0, 1] −→ M telles que γ(0) =
γ(1) = p0.
Ce sont donc les courbes qui commencent et se referment en p0.
C(p0) est l’espace des lacets centrés en p0, et nous dirons que γ ∈ C(p0) est un
lacet.
Il faut remarquer que si :
γ1 est un lacet ; γ1 : [a, b] −→M tel que :
γ1(a) = γ1(b) = p0, alors il existe un lacet γ ∈ C(p0) qui passe par les mêmes
points de M que γ1 Il suffit en effet de changer la paramétrisation, par exemple en
posant

γ(t) = γ1(a+ t(b− a))

Maintenant, nous dirons que deux lacets ; γ0 et γ1 de C(p0)
sont homotopes s’il existe une application continue

F : [0, 1] −→ C(p0)

telle que :
F (0) = γ0 et F (1) = γ1

On peut encore voir F comme une application continue
F : [0, 1]× [0, 1] −→M avec

F (0, t) = γ0(t)

F (1, t) = γ1(t)

pour tout t ∈ [0, 1].
Ainsi, pour toute valeur u ∈ [0, 1], F (u, ·) est un lacet de C(p0).
L’application F permet de déformer continûment le lacet

γ0 (à u = 0)

en le lacet
γ1 (à u = 1)

. Bien sûr, les lacets ne sont pas toujours homotopes entre eux. Prenons par exemple
pour espace M une couronne. Si γ0 est un lacet qui ne fait pas le tour du trou, et
si γ1 fait au contraire le tour du trou, alors il est impossible de déformer γ0 en
γ1. En effet, nous constatons facilement que γ0 peut être “contracté” en le lacet
γ(t) = p0, le lacet qui ne « bouge » pas dans M , alors que le trou de la couronne
empêche γ1 de pouvoir être ainsi contracté en un point.
La relation d’homotopie sur les lacets est une relation d’équivalence, qui permet
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de quotienter C(p0).
Nous posons π1(M, p0) l’ensemble des classes d’équivalence de C(p0) pour la
relation d’homotopie.
Nous noterons [γ] ∈ π1(M, p0) la classe d’homotopie de γ ∈ C(p0).

Structure de groupe : Nous allons maintenant donner à l’ensemble π1(M, p0)
une structure de groupe. Pour cela, nous définissons sur C(p0) une composition
des lacets.

Soient γ0 et γ1 deux lacets de C(p0). Nous notons γ1γ0 le lacet obtenu en
parcourant d’abord γ0 puis γ1. Ce lacet, par un changement de paramétrisation (il
suffit de parcourir les deux lacets deux fois plus vite) est un élément de C(p0).

Nous définissons donc une composition interne

C(p0)× C(p0) −→ C(p0)
(γ0, γ1) 7−→ γ1γ0

Maintenant, il est facile de montrer que[γ1γ0] ne dépend que de [γ0] et [γ1]. Nous
avons donc un produit :

π1(M, p0)× π1(M, p0) −→ π1(M, p0)
([γ0], [γ1]) −→ [γ0][γ1] = [γ1γ0]

C’est ce produit qui donne à π1(M, p0) une structure de groupe. En effet, l’élé-
ment neutre de ce produit, comme il est aisé de s’en convaincre, est la classe
d’homotopie du lacet γp0(t) = p0 pour tout t ∈ [0, 1], le lacet constant. Nous
avons alors

[γ][γp0 ] = [γp0 ][γ] = [γ]

Si γ est un lacet de C(p0), nous notons γ−1 le lacet obtenu en le parcourant dans
l’autre sens

γ−1(t) = γ(1− t)

On a
[γ][γ−1] = [γ−1][γ] = [γp0 ]

C’est à dire que [γ−1] est l’inverse de [γ] dans π1(M, p0).
Muni de ce produit, π1(M, p0) est donc un groupe, le groupe fondamental de

l’espace M en p0. Nous remarquons que ce groupe dépend du point p0 choisi
au départ, il est cependant possible de montrer que si q0 est un autre point de
M , quelconque, alors π1(M, p0) et π1(M, q0) sont des groupes isomorphes. Ceci
signifie que la structure de ces groupes est toujours la même, quelque soit le point
p0 choisi.
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Nous notons π1(M) l’un de ses groupes sachant qu’il n’est défini qu’à un iso-
morphisme près ; c’est le groupe fondamental de l’espace M , appelé aussi groupe
d’homotopie d’ordre 1 de M .

Nous dirons que M est simplement connexe si π1(M) = {1}, c’est à dire s’il
n’y a qu’une seule classe d’homotopie des lacets, celle du lacet constant. Nous
avons alors le résultat suivant :
Si M et M ′ sont deux espaces topologiques connexes par arcs homéomorphes,
alors π1(M) et π1(M ′) sont isomorphes.
Cette propriété montre que le groupe fondamental ne retient de M que des ca-
ractéristiques topologiques. La réciproque de ce théorème n’est pas vraie, comme
nous allons le voir dans les exemples qui suivent.

Exemples. 1. Le disque, R, Rn ont pour groupe fondamental l’ensemble {1}
et sont donc simplement connexes.

2. Le cercle et la couronne ont le même groupe fondamental, Z. Chaque entier
n ∈ Z est le nombre de « vrais » tours (dans un sens ou dans l’autre, d’où
le signe possible de n) que fait le lacet autour du trou.

3. Pour n > 1, si Sn est la sphère de Rn+1, alors π1(Sn) = {1}. Ces sphères
sont donc simplement connexes.
Bien que π1(Sn) = π1(Rn) pour n > 1, nous n’avons pas Sn ' Rn !

Remarque. Nous avons vu que M est connexe par arcs s’il est « composé d’un
seul morceau ». De même, M est simplement connexe s’il « n’a pas de trou ».

1.4 Revêtement
Soit M un espace topologique connexe par arcs.

Revêtement :
Soit M ′ π : M ′ −→M .
Nous dirons que(M ′, π) est un revêtement de M , si pour tout p ∈M , il existe un
ouvert U de M contenant p et des ouverts deux à deux disjoints Uii∈I de M ′, où
l’ensemble I est non vide (il peut être fini ou infini), tels que π−1(U) =

⋃
i∈I Ui

et les π |Ui: Ui −→ U sont des homéomorphismes.
En particulier, π est surjective.
Un revêtementM ′ ressemble donc localement à M (chaque ouvert Ui est une copie
de U), mais M ′ est plus gros que M, puisque pour chaque p ∈ M , nous avons
Card I points deM ′ qui s’envoient par π sur p (Card I est le cardinal de l’ensemble
I, c’est à dire son nombre d’éléments, il peut éventuellement être infini).
Il faut remarquer que I ne dépend pas de p, donc les π−1(p) sont des ensembles en
bijection entre eux, et en bijection avec I.
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L’ensembleπ−1(p) est la fibre de M ′ au dessus de p.
Un revêtement ayant des fibres formées de n points est un revêtement à n feuillets.

1.4.1 Revêtement universel
Sous certaines hypothèses très peu restrictives sur M (au moins dans la pra-

tique), il existe un revêtement (M ′, π) de M tel que :
– π1(M ′) = {1}, c’est à dire que M ′ est simplement connexe ;
– Pour tout p ∈M , l’ensemble π−1(p) ⊂M ′ est isomorphe à π1(M), c’est à

dire I ' π1(M).

(M ′, π) est appelé le revêtement universel de M. Il est unique à un homéomor-
phisme près.
Si M est simplement connexe, alors nous pouvons prendreM ′ = M .
Si M n’est pas simplement connexe, nous pouvons lui construire un espace topo-
logique M ′ qui est simplement connexe, et qui ressemble localement à M (en tant
que revêtement).
Au dessus de chaque pointp ∈M , nous avons autant de point que dansπ1(M).
C’est à dire que M ′ est d’autant plus gros par rapport à M, que π1(M) est gros,
donc que M « n’est pas » simplement connexe.
L’adjectif universel vient de la propriété suivante :
si (M1, π1) est un revêtement de M, alors il existe

π′1 : M ′ −→M1

telle que (M ′, π′1) soit un revêtement de M1 ; c’está dire que tout revêtement de
M est « coincé » entre M ′ et M.
Prenons l’exemple deM = S1.
Dans ce cas,π1(S1) = Z.
Le revêtement universel du cercle est R, et π : R −→ S1 est donnée par π(r) =
e2πir pour tout r ∈ R.

1.5 Exemples

1.5.1 Groupe fondamental du cercle s1

Rappelons que p : R −→ S1 désigne la projection t −→ exp(2πit) ,et que e
est le point p(0) de S1 .
pour tout entier n on désigne par γn le lacet de base e dans S1 défini par γn =
p(nt) ;t ∈ I .l’application correspondante γ : S1 −→ S1 est alors z 7−→ zn

la correspondance n −→ [γn] est un isomorphisme de Z sur π1(S1, e) .
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1.5.2 Groupe fondamental des groupes classiques
le groupe fondamental π1(SO(2, R), 1) est isomorphe à Z.

pour m ≥ 3 le groupe fondamental π1(SO(m,R), 1)est isomorphe à Z2 , et l’ho-
momorphisme i∗ : π1(SO(2, R), 1) −→ π1(SO(m,R), 1) induit par l’injection
i : SO(2, R) −→ SO(m,R) est surjective .
par conséquent pour m ≥ n ≥ 3 l’injection SO(n,R) −→ SO(m,R) induit un
isomorphisme de π1(SO(n,R), 1) sur π1(SO(m,R), 1) .

1.5.3 Revêtement universel du groupe des rotations SO(3)

Considérons le cas du groupe SO(3) des rotations de R3. Ce groupe est connexe
mais n’est pas simplement connexe.
Il admet pour groupe de revêtement universel le groupe SU(2) ' Spin(3).

Une matrice R ∈ SO(3) est caractérisée par RtR = Id et detR = 1 , et se
décompose sous la forme :
R = RZ(θ)RY (φ)RX(ψ) avec

Rz(θ) =

 cos − sin 0
sin cos 0
0 0 1


RY (φ) =

 cosφ 0 sinφ
0 1 0

− sinφ 0 cosφ


Rx(ψ) =

 1 0 0
0 cosψ − sinψ
0 sinψ cosψ


Le groupe SO(3) est de dimension 3.

θ −→ Rz(θ) est une courbe dans SO(3) passant en Id à θ = 0. Son vecteur tangent
en Id est :

XZ =
dRz(θ)

dθ
|θ=0=

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0


De même, les vecteurs en Id aux courbes φ 7−→ Ry(φ) et ψ 7−→ Rx(ψ) sont

Xy =
dRy(φ)

dφ
|φ=0 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0
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Xx
dRx(ψ)

dψ
|ψ=0=

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0


L’algèbre de Lie so(3) admet donc pour base {Xx, Xy, Xz} et pour crochets :
[Xx, Xy] = Xz; [Xy, Xz] = Xx ; [Xz, Xx] = Xy En physique, on préfère travailler
avec des matrices hermitiennes. On introduit donc les matrices
Jx = iXx Jy = iXy Jz = iXz qu’on doit interpréter comme des matrices dans
l’algèbre de Lie complexifiée de so(3) que l’on note so(3)C . L’espace vectoriel
sous-jacente à so(3)C est l’espace vectoriel complexifié de celui de so(3), et le
crochet de Lie est obtenu de celui sur so(3) par linéarité sur C. Le groupe SU(2) :
définie par U tU = Id et det U = 1. Elle peut s’écrire sous la forme :

U =

(
a b
c d

)
avec a, b, c, d ∈ C et ā = d, c̄ = −b , b̄ = −c , d̄ = a et |a|2 + |b|2 = 1.

Il reste donc trois paramètres réels pour caractériser U. La courbe

α −→ Uz(α) =

(
ei
α
2 0

0 e−i
α
2

)
passe en Id pour α = 0 et y a pour vecteur tangent

i

2
σz =

dUz(α)

dα
|α=0=

(
i
2

0
0 −i

2

)
De même, les courbes

β −→ Uy(β) =

(
cos β

2
sin β

2

− sin β
2

cos β
2

)
et

γ −→ Ux(γ) =

(
cos γ

2
i sin γ

2

i sin γ
2

cos γ
2

)
ont pour vecteurs tangents en Id :

i

2
σy =

(
0 1

2
−1
2

0

)
i

2
σx =

(
0 i

2
i
2

0

)



Exemples c© PG. Géométrie 15

Tout élément de SU(2) est produit de Ux(γ) , Uy(β) et Uz(α) . L’algèbre de
Lie su(2) admet donc pour base i

2
σx,

i
2
σy,

i
2
σz . Les matricesσx ,σy, σz sont les

matrices de Pauli bien connues en mécanique quantique.
L’homomorphisme de revêtement π : SU(2) −→ SO(3)
est donné par :

Ux(γ) 7−→ Rx(−γ)

Uy(β) 7−→ Ry(−β)

et
Uz(α) 7−→ Rz(−α)

On remarquera que les matrices Id et -Id de SU(2) s’envoie sur l’unique élément
Id de SO(3). On a donc un revêtement à deux feuillets. Au niveau des algèbres de
Lie, on a l’isomorphisme so(3) ' su(2) avec :

1

2
σx 7−→ Jx

1

2
σy 7−→ Jy

1

2
σz 7−→ Jz

Remarque. Un revêtement simplement connexe est un revêtement universel.

On les exemples :

1. Le revêtement q0 : R −→ S1 est un revêtement simplement connexe de
S1 dont le groupe des automorphismes est le groupe des translation x 7−→
x+n ; n ∈ Z .PAR conséquent π1(S1, e) est isomorphisme àZ et t −→ e2πit

, t ∈ I ,est un lacet dont la classe d’homotopie engendre π1(S1, e)

2. pour m ≥ 2 , p : Sm −→ PRm est un revêtement simplement connexe .
par conséquent π1(PRm) est isomorphe à Z2

3. soit T le tore de Klein ; p : R2 −→ T est un revêtement simplement connexe
.
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Variétés différentielles
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2.1 Introduction
La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel

qu’on sait définir sur Rn. Pour cela, nous allons introduire des objets mathéma-
tiques qui ressemblent localement à Rn, afin d’y transférer ce que nous savons
déjà y faire (i.e. continuité, dérivabilité, vecteurs, applications diverses...), mais
qui globalement ne seront pas topologiquement identiques à Rn. De tels objets
nous sont familiers dans R3 : une sphère, un tore, un cylindre, une selle, une
nappe... ressemblent localement à R2.
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Nous voyons toujours ces objets comme sous-ensembles de R3.
Ce que nous allons définir ne peut a priori pas être vu comme sous-ensemble d’un
Rn.
Nous voulons en donner une définition intrinsèque, que nous appellerons variétés,
sans faire référence à un espace plus grand. Nous sommes dans la situation d’ha-
bitants d’une sphère qui voudraient définir leur habitat sans connaître ni se référer
à R3. Un habitant d’une sphère, s’il était mathématicien, se rendrait compte que
localement (et seulement localement) son habitat ressemble à un ouvert de R2.
C’est cette propriété qui va être à la base de la construction des variétés.
Nous allons recoller ensemble des ouverts de Rn. Globalement, nous n’auront pas
nécessairement Rn, mais localement, nous aurons à notre disposition tout ce que
nous savons faire sur un ouvert de Rn.
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2.2 Variétés topologiques
Nous allons ainsi définir ce qu’est une variété topologique. M est une variété

topologique si
* M est un espace topologique séparé (Un espace topologique est dit séparé

si, pour tous points x, y de cet espace, il existe un voisinage U de x et un
voisinage V de y tels que U ∩ V = φ.)

* Pour tout p ∈M , il existe un ouvert U de M contenant p, et un homéomor-
phisme φ : U −→ W ⊂ Rn

où W est un ouvert de Rn.
Nous dirons que n est la dimension de M . Le couple (U, φ) est une carte locale de
M . Un ensemble de cartes locales (Ui, φi)i∈I tel que la réunion des Ui soit M tout
entier est appelé atlas de la variété. On dira alors que {Ui}i∈I est un recouvrement
d’ouverts de M . A priori, cet atlas n’est pas unique. En particulier, la réunion de
deux atlas est encore un atlas.
Éclairons cette définition. M est un espace topologique, c’est à dire que l’on a
accès sur M à la notion de continuité. Ainsi, il est possible de considérer des
fonctions continues f : M −→ R. Ensuite, M ressemble localement à Rn. En
effet, autour de chaque point de M ,nous identifions un ouvert U de M à un ouvert
W = φ(U) de Rn grâce à l’homéomorphisme φ2.
Nous rappelons qu’un espace topologique M est connexe s’il ne peut pas s’écrire
M = U1∪U2 avec U1∩U2 = φet U1 et U2 deux ouverts de cet espace topologique
M .
Une variété connexe est une variété topologique connexe.
Elle est donc constituée d’un seul morceau. Dans la suite, nous ne considérerons
que des espaces topologiques connexes, donc des variétés connexes, sans qu’il
soit nécessaire de le préciser.

2.3 Variétés différentiables
M est une variété différentiable de classe C r(r ≤ 1) si
– M est une variété topologique ;
– Il existe un atlas (Ui, φi)i∈I deM tel que pour tous i, j tels que Ui∩Uj 6= φ,

φjoφ
−1
i : φi(Ui ∩ Uj) −→ φj(Ui Uj)

est de classe C r.
Nous dirons alors que l’atlas (Ui, φi)i∈I est de classe C r. Nous voyons ainsi que
la notion de dérivabilité sur la variété n’est acquise qu’à travers la composition
avec les φi afin de retrouver des applications de Rn sur R (ou Rn). Une variété
topologique peut admettre plusieurs atlas de classe C r. Deux tels atlas ne sont
pas toujours compatibles (leur réunion n’est pas nécessairement un atlas de classe
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C r). Cela signifie qu’une variété topologique peut admettre plusieurs structures
différentiables. Un atlas de classe C r est bien sûr un atlas de classe C r′ pour tout
r′ ≤ r.
Une carte locale (U, φ) d’une variété différentiable de classe C r sera dite de classe
C r′ pour r′ ≤ r, si la réunion de cette carte avec un atlas qui définit la structure
différentiable

de M est un atlas de classe C r′ . Cette définition impose donc que les appli-
cations φ ◦ φ−1 soient de classe C r′ . Il sera donc possible de réunir deux atlas
de classe C r en un atlas de classe C r, si toutes les cartes locales de l’un sont de
classe C r pour la structure différentiable définie par l’autre.
Nous dirons qu’une fonction f : M → R est différentiable de classe C r′ , avec
r′ ≤ r, si pour toute carte locale (U, φ) de classe C r′ , f ◦ φ−1 : φ(U)→ R est de
classe C r′ . Dans toute la suite, les variétés différentiables seront prises de classe
C∞, et toutes les cartes locales seront prises de classe C∞.
Lemme 3.1.soient M etN des variété différentiables respectivement de di-
mension n et k et d’atlas {(Uα, ϕα)} et {(Vβ, ψβ)}.
Alors l’espace produit M × N est une variété de dimension n + k dont la
structure différentiable est définie par l’atlas formé de toutes les cartes de la
forme {(Uα × Vβ, ϕα × ψβ)}, où ϕα × ψβ(p, q) = (ϕα(p), ψβ(q)) ∈ Rn+k

2.4 sous-Variétés

2.4.1 Sous-variétés de Rn

Un sous-ensemble N ⊂n est une sous-variété de Rn de dimension k ≤ n si,
pour tout point x de N , il existe un ouvert Ux ⊂ Rn contenant x et un difféomor-
phisme ϕ : Ux −→ ϕ(Ux) ⊂ Rn tel que

ϕ(Ux ∩N) = ϕ(Ux) ∩ Rk.

Autrement dit, une sous-variété de Rn est une sous-ensemble que l’on peut loca-
lement redresser en un sous-espace vectoriel Rk.
Il est clair qu’une sous-variété de Rn est une variété, les (Ux∩N,ϕ/Ux∩N) formant
un atlas pour N . La structure différentiable et la topologie sont induites par celles
de Rn .Remarquons alors (le montrer) que l’inclusion de la variété N dans Rn est
un plongement (le terme sous-variété plongée est d’ailleurs souvent employé à la
place de sous-variété).
De façon générale, l’image d’un plongement est une sous-variété.

Lemme 4.1. Soient U ⊂ Rk un ouvert et f : U −→ Rn un plongement.
Alors N = f(U) est une sous-variété de Rn de dimension k.
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Preuve. Soient x0 ∈ U et f(x0) ∈ N = f(U). Comme f est une immersion,
sa différentielle Df(x0) : Rk −→ Rn est de rang k. Quitte à modifier l’ordre des
coordonnées (x1, x2, ..., xn), on suppose que Df(x0) s’écrit par blocs

Df(x0) =

(
A
B

)
où A ∈ Mk(R) est une matrice inversible (c’est-à-dire que les dérivées partielles
de f par rapport aux k premières coordonnées sont linéairement indépendantes).
On définit l’application

ϕ : Rk × Rn−k −→ Rn

(x, z) 7−→ f(x) + (0, z)

cette application vérifie ϕ(x0, 0) = f(x0) = y0 est sa différentielle en (x0, 0) est
inversible puisqu’elle s’écrit

Dϕ(x0, 0) =

(
A 0
B In−k

)
Il résulte alors du Théorème d’Inversion Locale qu’il existe un voisinage U(x0,0) ⊂
Rn de (x0, 0) et un voisinage Vy0 ⊂ R de y0 tels que ϕ restreinte à U(x0,0) est un
difféomorphisme sur Vy0 .
On voudrait alors que le difféomorphisme ϕ−1 permette de définir N comme une
sous-variété. Il faut pour cela qu’il vérifie

ϕ−1(Vy0 ∩N) = ϕ−1(Vy0) ∩ Rk = U(x0,0) ∩ Rk,

c’est-à-dire que Vy0 ∩ f(U) = ϕ(U(x0,0) ∩ R).
Or ces deux ensembles ont pour définition

Vy0 ∩ f(U) = {y ∈ Vy0t.q.∃x ∈ U, f(x) = y}
ϕ(U(x0,0) ∩ R) = {y ∈ Vy0t.q.∃x ∈ U(x0,0) ∩ U, f(x) = y}

Utilisons maintenant que f est un plongement : f est injective (pas de croi-
sement) et f−1 est continue sur f(U).
Il existe donc un voisinage V ′y0 ⊂ Vy0 de y0 tel que l’image de V ′y0 ∩ f(U) par
f−1 est continue dans U(x0,0). En considérant maintenant le difféomorphisme ϕ−1

restreint à V ′y0 , il vérifie ϕ−1(V ′y0 ∩ f(U)) = ϕ−1(V ′y0) ∩ R, ce qui montre que
N = f(U) est une sous-variété de R.

Lemme 4.2.soient F : Rn → Rn−k une application différentiable et y ∈
F (Rn ⊂ R. Si F est une submersion sur N = F−1(y),alors N est une sous-
variété de Rn de dimension k.
Preuve. Soit x0 un point de N = F−1(y). Quitte à changer l’ordre des coordon-
nées dans R, on peut supposer que la différentielle de F en x0 s’écrit par blocs
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DF (x0) = (A B)

oû A ∈Mn−k(R) est une matrice inversible. Considérons alors l’application

ϕ : Rn −→ Rn

x 7−→ (F (x)− y, xn−k+1, ...xn)

La différentielle de ϕ en x0 s’écrit par blocs

Dϕ(x0) =

(
A B
0 Ik

)
et est donc inversible. Il résulte alors du Théorème d’Inversion Locale qu’il existe
un voisinage Ux0 ⊂ Rn de x0 tel que l’application ϕ restreinte à Ux0 est un difféo-
morphisme. De plus

ϕ(Ux0 ∩N) = ϕ({x ∈ Ux0t.q.F (x) = y})
= {(0, ..., 0, xn−k+1, ..., xn)t.q.x ∈ Ux0}
= ϕ(Ux0) ∩ Rk.

Ce lemme est très utilisé dans le cas suivant. Soient f 1(x), ..., f p(x) des fonctions
de classe C∞ de Rn dans R et S la “surface” définie par les zéros de ces fonc-
tions : S = {x ∈ Rnt.q.f 1(x) = ... = fp(x) = 0}. Si, pour tout point x de
S , la jacobienne ( ∂f

i

∂xj
)i,j est de rang p, alors S est une sous− varíeté de Rn de

dimension n− p.

2.4.2 Sous-variétés de variété.
Une partie N d’une variété M de dimension n est une sous-variété de M de

dimension k ≤ n si, pour tout point q de N , il existe une carte (U,ϕ) de M
contenant x telle que

ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩ (Rk × {0}).

la carte (U,ϕ) est dite adaptée à N . Elle vérifie

ϕ(U ∩N) = {(x1, ..., xn) ∈ ϕ(U)t.q.xk+1 = ... = xn = 0}.

Les deux résultats suivants se montrent presque de la même façon que les lemmes1.1
et 1.2 (il faut en plus passer par des cartes variétés M et N ).

Lemme 4.3. Soient M , N des variété de dimension n, k F : N → M un
plongement. Alors W = F (N) est une sous-variété de M de dimension k.
Lemme 4.4. Soient M , N des variété de dimension n, k, F : M → N une
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submersion et y ∈ F (M). AlorsW = f−1(y) est une sous-variété deM de di-
mension n−k Un sous-ensembleW d’une variétéM est une sous-variété immer-
gée de M de dimension k ≤ n si il existe une immersion injective f : M → N ,ou
Nest une variété de dimension k, dont l’image f(N) est égale à W Remarques.

. Une sous-variété immergée peut aussi être définie comme une variété conte-
nue dans M telle que l’inclusion i : W → M est une immersion (alors que
c’est un plongement pour les vraies sous-variétés).

. Des ouverts suffisamment petits de W sont des "vraies" sous-variété de M .
En revanche w lui-même n’en est pas forcément une, sa topologie étant en
général plus forte que celle induite par M .
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2.5 Exemples(Variétés différentiables)

2.5.1 Quelques exemples
1. Rn est une variété différentiable de dimension n pour l’atlas à une seule

carte (R, id).

2. Tout R-espace vectoriel E de dimension n est une variété de même dimen-
sion :tout isomorphisme ϕ : E → Rn définit un atlas (E,ϕ).De même tout
ouvert U ⊂ E de l’espace vectoriel est également une variété, l’atlas étant
(U,ϕ).

3. L’espace euclidien En est une variété de dimension n : il est en bijection
avec Rn via le choix d’un système de coordonnées x. L’atlas à une carte
(E, x) définit donc un structure différentiable.

Tout ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes à Rn.

2.5.2 Sphère unité Sn

La sphère unité Sn = {(x1, ..., xn+1) ∈n+1, x2
1 + ∆∆∆ + x2

n+1 = 1} est une
variété C∞ de dimension n, en effet siN = (0, ..., 1) et S = (0, ...,−1) d’enotent,
respectivement, le pôle nord et le pôle sud alors ‘a l’aide des deux projections
stéréographiques :

ϕN : Sn\{N} −→ Rn

(x1, ..., xn+1) 7−→ ( x1

1−xn+1
, ..., xn

1−xn+1
)

et

ϕS : Sn\{S} −→ Rn

(x1, ..., xn+1) 7−→ ( x1

1+xn+1
, ..., xn

1+xn+1
)

Il est clair que UN = Sn\{N} et US = Sn\{S} forment un recouvrement ouvert
de Sn. On vérifie aisément que : ϕN(UN

⋂
US) = ϕS(UN

⋂
US) = (Rn)∗ et que

ϕS ◦ ϕ−1
N : (Rn)∗ −→ (Rn)∗

(x1, ..., xn+1) 7−→ ( x1

‖x‖2 , ...,
xn
‖x‖2 ) = x

‖x‖2

on déduit que Φ = {(Sn\{N}, ϕN); (Sn\{S}, ϕS)} est un C∞ -atlas sur Sn

– Sn est compacte car elle est fermée et bornée dans Rn+1.
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– Sn est connexe, c’est l’image du connexe [0, 2π] · · · [0, 2π]︸ ︷︷ ︸
nfois

par ł’application

continue φ

φ((θ1, ...θ2)) =


φ1(θ1, ...θ2) = cos θ1

φ2(θ1, ...θ2) = sin θ1 cos θ2

......
φn−1(θ1, ...θ2) = sin θ1... sin θn−2 cos θn−1

φn−1(θ1, ...θ2) = sin θ1... sin θn−2 sin θn−1

2.5.3 Tore T2

Le Tore T2 est la surface engendrée par la rotation d’un cercle de centre ω ∈
{z = 0} et de rayon r < ‖−→oω‖ = R tournant autour de l’axe oz, T2 est paramètre
par l’application :
f : (θ, ϕ) 7−→ (cos θ(R + r cosϕ), sin θ(R + r cosϕ), r sinϕ) , comme

D(θ,ϕ)f =

 − sin θ(R + r cosϕ) −r cos θ sinϕ
cos θ(R + r cosϕ) −r sin θ sinϕ

0 r cosϕ


on vérifie que une immersion C∞ sur R2 et que f est injective sur
]α, α+2π[×]β, β+2π[∀α, β ∈ R. on début que f est un plongement et T2 est une
sous-variété de classe C∞ et de dimension 2 de R3. on déduit aussi que le tore T2

est compact et connexe.

2.5.4 Espace projectif P n(R)

On considère l’espace quotient P n(R) = (Rn+1)∗/R par la relation d’équiva-
lence : xRy ⇐⇒ ∃λ 6= 0, y = λx
On muni P n(R) de la topologie quotient, et on note π : (Rn+1)∗ −→ P n(R)
la projection canonique x −→ [x]. θ est un ouvert de P n(R) si et seulement si
π−1(θ) est un ouvert de (Rn+1)∗.
Pour tout i = 1, ..., n + 1, π−1(Ui) = {y ∈ (Rn+1)∗, yi 6= 0} est un ouvert de
Rn+1, donc aussi de (Rn+1)∗. par suite, les Ui sont des ouverts de P n().
Soit [x] un élément de P n(R), et x = (x1, ...xn+1) un représentant de [x]. comme
x ∈ (Rn+1)∗ au moins l’une de ces composantes est non nulle,i.e ∃i ∈ {1, ..., n+
1}, xi 6= 0 ; ce que veut dire que ∃i ∈ {1, ..., n+ 1}, [x] ∈ Ui puisque [x] est arbi-
traire, on déduit que les Ui forment un recouvrement ouvert de P n(R) = ∪n+1

i=1 Ui.
Il est facile de voir que
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ϕ−1
i : Rn −→ Ui

(x1, ...xn+1) 7−→ [(x1, ..., xi−1, 1, xi+1, ..., xn)]

Pour tout i ∈ {1, ..., n+1};ϕi est bijective, et continue car l’application π−1(Ui) −→
R, (x1, ..., xn+1) 7−→ (x1

xi
, ..., xi−1

xi
, xi+1

xi
, ..., xn+1

xi
) est continue. D’autre part ϕ−1

1

est continue, puisqu’elle est la composée de deux fonctions continues :

ϕ−1
i : Rn i−→ π−1(Ui)

π−→ Ui
(x1, ...xn+1) 7−→ [(x1, ..., xi−1, 1, xi+1, ..., xn)] 7−→ [(x1, ..., xi−1, 1, xi+1, ..., xn)]

Il s’en suit que les ϕi sont des homéomrophismes.il reste à montrer que les fonc-
tions de transition sont de classe C∞. Montrons que P n(R) est séparé, pour cela
utilise le la lemme :
lemme : soit X un espace topologique. Si pour tout x 6= y dans X , il existe
f : X −→ R continue,telle que f(x) 6= f(y). Alors X est séparé. (Le lemme
reste vrai si on remplace R par un espace topologique séparé quelconque). Le
lemme est évident, si x 6= y et f : X −→ R continue , telle que f(x) 6= f(y).
Alors il existe U voisinage de f(x) et V voisinage de f(y), tels que U

⋂
V = φ,

(R est séparé). Il suffit maintenant de remarquer que, f−1(U) est un voisinage de
x et f−1(V ) est un voisinage de y, et que f−1(U)

⋂
f−1(V ) = φ.

Pour P n(R) on considère l’application :

fx : P n(R) −→ R
[y] 7−→ 〈 y

‖y‖ ,
x
‖x‖〉

où < , > est le produit scalaire euclidien. Il est claire que fx est continue. Si
[x] 6= [y] , i.e les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, fx([x]) = 1 et fx([y]) =
〈 y
‖y‖ ,

x
‖x‖〉 = cos(x, y) 6= 1 (car x et y ne sont pas colinéaires). Les hypothèses du

lemme sont satisfaites, P n(R) est donc séparé. L’application

πSn : Sn −→ P n(R)
x 7−→ [x]

est surjective, puisque pour tout x ∈ (Rn+1)∗, x
‖x‖ ∈ Sn et [x] = x/‖x‖, en

d’autres termes l’image par π de (Rn+1)∗ et de Sn coincident comme πSn est
continue (la restriction de la fonction π), on déduit que P n(R), comme Sn, est
compact et connexe.

2.6 Exemples(sous-Variétés )
1. Structure de sous-variété de A = {(x, y, z) ∈ R3/x3 + y3 + z3 − 3xyz =

13}.On définit l’application f : R3 → R par f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 −
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3xyz − 13. On a alors A = f−1(0).
On a df(x,y,z) = (3x2 − 3yz, 3y2 − 3xz, 3z2 − 3xy).
L’ensemble f−1(0) sera une sous-variété de dimension 2 si la différentielle
est toujours de rang 1 en chaque point (x, y, z) ∈ A. évidemment (on arrive
dans un espace de dimension 1), cette application est au plus de rang 1. On
doit voir les points ou elle est de rang 0, ce qui arrive lorsque df(x,y,z) =
(0, 0, 0). Or, on remarque que

f(x, y, z) = x3 − xyz + y3 − xyz + z3 − xyz − 13
= x(x2 − yz) + y(y2 − xz) + z(z2 − xy)− 13.

Si df(x,y,z) = (0, 0, 0), alors f(x, y, z) = −13, donc (x, y, z) 6∈ f−1(0). La
différentielle est donc toujours de rang 1 sur f 1−(0) et f−1(0) est donc bien
une sous variété de dimension 2 de R3.

2. Structure de sous-variété du groupe orthogonal

O(n) = {A ∈Mn(R)\tAA = Id}.

On identifie Mn(R) avec Rn2 . On introduit donc l’application f(A) =t

AA − Id, d’efinie sur Mn(R) et à valeur dans Sym(n), l’ensemble des
matrices symétriques n × n (et oui, on a bien tf(A) = f(A) pour tout
A ∈ Mn(R)). Avec cette application, on a O(n) = f−1(0). Il nous suffit
donc de montrer que la différentielle de f est surjective en chaque point
A ∈ Mn(R). On note tout d’abord que dfA.H =t AH +t HA (je vous en-
gage à reprendre la définition de la différentielle d’une application et à faire
le calcul de f(A+H)−f(A) pour retrouver ce résultat). Est-que cette appli-
cation est surjective ? Choisissons S ∈ Sym(n). Il est facile de construire
une matrice M ∈Mn(R) qui s’envoie sur S par dfA. En effet, on pose M =
AS/2. Comme tAA = Id, on a dfA(AS/2) = (tAAS +t StAA)/2 = S
car tS = S. L’application est donc surjective, et par le théorème 1, O(n) est
une sous variété de Mn(R) de dimension n2 − p = dim(Sym(n)). Or, on
sait que Sym(n) est de dimension n(n + 1)/2 (faites le calcul de la moitié
des coefficients d’une matrice carré, en comptant la diagonale). Donc,O(n)
est une sous variété de dimension n(n− 1)/2 de Rn2

3. Structure de sous-variété de SL2(R) et espace tangent au point Id. Sl2(R)
est l’ensemble des matrices 2× 2 de déterminant 1. On peut démontrer que
c’est une sous-variété de dimension 3 de R4. Pour cela, on identifie M2(R)
avec R4, via

M2(R) −→ R4

M =

(
a b
c d

)
7−→ (a, b, c, d)
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On peut introduire une application "déterminant" sur R4, en posant det(a, b, c, d) =
ad − bc. Avec cette définition, on a SL2(R) = det−1(1). Par ailleurs,
on a d(det)(a,b,c,d) = (d,−c,−b, a). Cette différentielle est de rang 1 sur
tout M2(R). C’est donc une sous-variété de dimension 3 (4-1) de R4. Par
ailleurs, l’espace tangent à l’identité est le noyau de d(det)(1,0,0,1). On a

ker(d(det)(1,0,0,1)) = {f(a, b, c, d) ∈ R4\a+ d = 0}
Par identification, l’espace tangent à SL2(R) est donc l’ensemble des ma-
trices M2(R) de trace nulle.

2.7 Grassmanniennes Gr,n

Soit M une variété topologique. Si x est un point de M et (U,ϕ) une carte en
x telle que j(ϕ) est un ouvert de Rn on dit que M est de dimension n au voisinage
de x. On note dimxM = n.
La dimension n peut dépendre du point x. Dans le cas contraire, si la dimension
est partout la même et égale à n, on dit que M est une variété pure de dimension
n. Si on admet le théorème suivant :

Théorème 1. (théorème d’invariance du domaine de Brouwer).
Si U est un ouvert, non vide, de Rn homéomorphe à un ouvert V de Rm,
alors nécessairement n = m.

on montre que la dimension est un objet uniquement défini ; on ne peut pas
avoir deux dimensions différentes au voisinage d’un même point. On montre aussi
que la dimension est localement constante (donc constante sur toute composante
connexe de M ).

Théorème 2. Si M est une variété topologique munie d’un C 0-atlas A, alors
l’ensemble E (n) = {x ∈ M, ∃(U,ϕ) ∈ A carte en x;ϕ(U) est un ouvert de Rn}
est, à la fois, un ouvert et un fermé de M.

Démonstration.. Soit x ∈ E (n) et (U,ϕ) une carte en x telle que ϕ(U) est un
ouvert de Rn. Pour tout y ∈ U la même carte (U,ϕ) montre que y ∈ E (n). On
déduit que E (n) est voisinage de chacun de ses points, c’est donc un ouvert de
M . Si x /∈ E(n), il existe (U,ϕ) une carte en x telle que ϕ(U) est un ouvert de
Rm avec n 6= m. Montrons que U ⊂ M\E(n). Dans le cas contraire, il existe
y ∈ U ∩ E (n) et (V, φ), une carte en y, telle que φ(V ) est un ouvert de Rn. L’ou-
vert, non vide, ϕ(U ∩ V ) de Rm est homéomorphe à l’ouvert φ(U ∩ V ) de Rn.
D’après le théorème d’invariance de la dimension on déduit que n = m, d’oú la
contradiction. On a donc x ∈ U ⊂ M\E (n) et M\E (n) est un ouvert de M . Par
suite E (n) est un fermé de M .
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Il en résulte que les composantes connexes d’une variété topologique sont pures.
Sous certains hypothèses "raisonnables" sur une variété topologique M , qui vont
être précisées (dénombrable à l’infini, possédants une base dénombrable d’ou-
verts...), les composantes connexes sont en nombre fini ou d’dénombrable ce qui
permet, quitte à se restreindre aux composantes connexes, de considérer que les
variétés pures.

2.8 Variété quotient
Le théorème suivant donne une condition suffisante "assez générale" pour que

le quotient d’une variété différentielle par une action de groupe de Lie soit une
variété différentielle.

Théorème 3. Si un groupe de Lie G agit proprement et librement sur une va-
riété différentielle M . Alors l’espace d’orbites M\G peut être muni d’une unique
structure de variété différentielle de dimension dimM − dimG pour laquelle la
projection p : M −→M\G est une submersion.

On dit qu’un groupe de Lie G agit, sur une variété M , proprement disconti-
nuement et sans point fixe si :

(i) Pour tout x, y dans M , si y /∈ O(x), il existe un voisinage U de x et un
voisinage V de y tels que g.U ∩ V = ∅ , pour tout g ∈ G

(ii) Pour tout x ∈M , il existe un voisinage W de x, tel que g.W ∩W = ∅, pour
tout g ∈ G\{e}

Le théorème suivant est un cas particulier, mais important en soi, du théorème

Théorème 4. Soit M une variété de classe C k et G un groupe de Lie discret qui
agit proprement discontinuement et sans point fixe surM . Alors il existe surM/G
une unique structure de variété de classe C k qui fasse de la projection canonique
p : M −→M/G un C k-revêtement.

2.9 Compléments
Une relation d’équivalence R sur une variété M est dite régulière s’il existe

sur M/R une structure de variété telle que la projection canonique π : M → M/
R soit une submersion, cette structure est alors unique, à un morphisme près, i.e
g : M → N est un morphisme⇔ g ◦ π : M → N est un morphisme

Théorème 5. (Godement). Soit R une relation d’équivalence sur une variété M
et soit G ⊂M ×M son graphe. R est régulière si et seulement si :
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(i) G est une sous-variété de M ×M .

(ii) La première projection π1 : G → M est une submersion. De plus,M/R est
séparée si et seulement si G et fermé.
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3.1 Introduction
Pour étudier un mouvement sur une variété, nous avons besoin de quelques

définitions comme :
on appelle une équation différentielle sur une variété M une équation de la forme

γ′(t) = X(γ(t))

où X est un champ de vecteurs sur M et γ est une courbe sur M . Tout champ
de vecteurs sur M définit donc une équation différentielle, dont l’inconnue est la
courbe γ : R −→M .
En chacun de ces points, cette courbe doit avoir pour vecteur tangent le vecteur
associé à X en ce point. En physique, ce type d’équation différentielle est très
commun. Comme dans les espaces vectoriels normés, on peut parler dans ce cas à
l’existence et l’unicité de solutions. L’unique solution avec des conditions initiales
de cette équation est appelée le flot de X .
On parle dans notre exposé de l’existence, et de quelques propriétés du flot local.

3.2 Problème de Cauchy

3.2.1 Définitions
Soit f : U ⊂ R× B → B une fonction continue à valeur dans un Banach B,

on considère l’équation différentielle

dx

dt
= f(t, x) (3.1)

Une fonction différentiable ϕ : I ⊂ R → B est dite solution de l’équation (3.1)
si : {

(t, ϕ(t)) ∈ U pour tout t ∈ I
ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)) pour tout t ∈ I

Si ϕ une solution de l’équation (∗) et si f est de class‖ alors ϕ est declass‖+∞ .
Exemple :
L’équation : x’(t)=x(t) ,admet une infinité de solutions sous la forme :x(t) = aet

a est réel ,si on ajoute une condign notée initial x(0) = x0, on trouve une seule
solution qui vérifie cette condition donc le problème :{

dx
dt

= f(t, x)
x(t0) = x0

s’appelle problème de Cauchy.
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3.2.2 L’existence et l’unicité de solutions
Se trouve quelques théorèmes qui assurent l’existence comme le théorème de

Peano,...etc. Et d’autre qui assurent l’existence et l’unicité comme le théorème de
Cauchy-Lipshitz(solution maximale).
Rappelons que toute solution locale admet une solution maximale qui se prolonge
.
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3.2.3 Théorème de Cauchy-Lipshitz
:

Soitf : (t, x) ∈ U ⊂ R×B → f(t, x) ∈ B une fonction continue à valeur dans
un Banach B .Si f est localement lipshitizienne par rapport à x alors le problème
de Cauchy : {

dx
dt

= f(t, x)
x(t0) = x0

admet une unique solution maximale définie sur un voisinage det0

3.3 Champ de vecteurs

3.3.1 Champ de vecteurs sur un ouvert de Rn

Soit U un ouvert de Rn, un champ de vecteurs de class Ck sur U est une
application de class Ck de U dansRn.On note par Γ(U) l’ensemble des champ de
vecteurs sur U.
Si X ∈ Γ(U) est un champ de vecteurs de e class C1 sur ouvert U de Rn , et
sia ∈ U , on leur associe le problème de Cauchy (Pa) :{

dx
dt
|t = s = X(x(s))

x(t0) = a

Si(x, Ia) est l’unique solution maximale de (Pa) on définit le flot φtt∈Ia de X par

φt : U → Ua→ φt(a) = x(t)

Le flot φt a les propriétés suivantes ;
1.φ0 = IdU
2.∀t, s ∈ Ia si t+ s ∈ Ia alorsφt+s = φtoφs
3.∀s ∈ Ia,X(x(s)) = dφt(a)

dt
|t=s on particulier pour s=0 X(a) = dφt(a)

dt
|t=0

Demonstration :
1.∀a ∈ U, φ0(a) = x(0) = a ie φ0 = IdU
2.φt+s(a) = x(t + s) = y1(t) avec x est solution maximale de (Pa) , et y1

est une solution maximale de (Px(s))
d’autre part φtoφs(a) = φt(φs(a)) = φt(x(s)) = y2(t) avec y2 solution maxi-
male de (Px(s)) et par unicité y1 = y2 i.e si t+ s ∈ Ia, φt+s = φtoφs
3.ça résulte par definition
φt(a) = x(t) et dx

dt
|t=s = X(x(t)) =⇒ X(x(s)) = dφt(a)

dt
|t=s
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3.3.2 Champ de vecteurs sur une variété
M est une variété différentielle ,un champ de vecteurs sur M est application X

de M dans TM(fibré tangent de M) de class C∞ telle que X(x) ∈ TxM< pour
tout x ∈M .
l’ensemble de champ des vecteurs sera notée parχ(M).
exemple :
la sphere Sn les champs de vecteurs sur Sn sont les applications X : Sn → <n+1

qui vérifient :
〈X(x), x〉 = 0, pour tout x ∈ Sn .ainssi toute matrice antisymétrique d’ordre n+1
définie un champ de vecteurs sur Sn

3.4 flot local

3.4.1 Définition
M est une variété différentielle ,p ∈M , Upvoisinage de p .on peut définir pour

chaque t ∈ I ⊂ < une application :

φt : Up −→M

P 7−→ φ(t, p) = φt(p)

on verra queφt est un difféomorphisme sur Upautrement dit un difféomorphisme
local sur M .
on appelle la famille de ces difféomorphisme locaux φt le flot local de champ
de vecteurs X sur M.

3.4.2 L’existence et l’unicité
Théorème :

pour tout p dans M , il existe un triplet (I, U, φ) formé d’un intervalle I contenant
0 , d’un voisinage ouvert U de p et d’une application φ : I × U −→ M de classe
C∞ , notée (t, x) −→ φt ,vérifiant pour s dans I et x dans U

dφt(x)

dt
| t = s = X(φs(x))

φ0(x) = x
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Si (I ′, U ′, φ′) est un autre tel triplet , alors φ et φ′ coïncident sur (I×U)cap(I ′×
U ′) de plus , pour t,s dans I et x dans U . siφs(x) ∈ Uett + s ∈ I, alorsφt ◦
φs(x) = φt+s. φt est C∞ -difféomorphisme local .
le champ de vecteurs X est invariant par φt i.e Txφt(X(x)) = X(φt(x))) preuve :
cet énonce est local .Il suffit de prendre des cartes locales , on se ramené donc au
cas ou M est ouvert d’ un espace de Banach ,pour lequel le résultat est bien connu
. L’application

φt : t 7−→ φt(x)

de I dans M est la courbe intégrale de X passant par x définit sur I .L’application
(t, x) 7−→ φt(x)deI × UdansM est le flot de X en x0 .

3.5 champ de vecteurs complet

3.5.1 Définition
Un champ de vecteurs X sur une variété M est complet ,si pour tout p ∈M ,la

courbe intégrale de X issue de p est défini pour tout t∈ R .
autrement dit que si le flot est global alors le champ de vecteurs est complet.
exemple : M=R , le champ de vecteurs X(t)=t, est complet parce que pour tout
t dans < X est défini.mais X(t)=t2 ne l’est pas car la solution x(t)= x0

1−tx0
(une so-

lution maximale)

3.5.2 champ de vecteur à support compact
Théorème :

Soit X ∈ C1(Ω) un champ de vecteurs et a ∈ ΩΩ ,et soit Ia l’intervalle de la solu-
tion maximale issue de a .Notons γ(t) := Φ(t, a) la courbe intégrale deX passant
par a en t = 0 , alors :
∗Ia est un ouvert on a donc Ia =]t′, t′′[ ,où t′, t′′ ∈ [−∞,+∞].
∗ sit′′ est fini ,alors, pour tout compact K ⊂ Ω,il existe un temps T> 0 tel que
γ(t) 6= inK (on dit que γ sort de tout compact).
∗ de même ,si t′ est fini ,pour tout compact k ⊂ Ω, il existe un temps T < 0 tel
que γ(t)K
Ce résulte entraîne ne aussitôt ce qui suit.
Corollaire soit X ∈ C1(Ω) un champ de vecteurs à support compact , c’est à dire
qui s’annule en de hors d’un co ;pact.Alors X est complet .
Preuve du théorème
La première assertion est une conséquence du théorème d’existence .Nous nous
contenterons de montrer la deuxième propriété(la dernière étant identique) .
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Démontrons par l’absurde et supposons que t” est fini et qu’il existe un compactK ⊂
Ω tel que ∀t ∈ [0, t′′[ γ(t) ∈ K .Puisque K est compact , on peut construire une
suite (t)∈N de réels dans [0, t′′[ qui converge vers t” et telle que γ(t) converge
vers un point m ∈ K .
Remarquons que ,puisque K est compact ,X est borné sur K et donc γ̇(t) =
X(γ(t)) est borné. donc en particulier ,γ est lipshitzien sur [0, t′′[ .on déduit de
tout cela que lim

t→t′′
γ(t) = m.

Posons γ(t′′) := m. Alors γ est derivable sur [0, t′′[ ( carγ̇ = X ◦ γ est continue
et borné sur [0, t′′[ et on peut prolonger cette fonction par continuité en t”).
Donc on peut ,par recollement avec une solution intégrale issue de m prolonger la
solution ,ce qui est une contradiction.

3.5.3 champ de vecteur sur une variété compacte
Théorème 1 :

Supposons qu’il existe ε > 0 tel que pour tout x dans M , il existe un voisinage
ouvertUx de x tel que
le flot local de X soit défini sur ] − 2ε, 2ε[×Ux. alors le champ de vecteurs X est
complet i.e. Le flot local de X est définie sur R ×M , et (φt) est un groupe à un
paramètre deCk -difféomorphisme de M, i.e : •φ0 est l’identité M et pour tous t,s
dans < ,on a φtφs = φs+t.• l’application (t, x) 7−→ φt(x)de< ×M dans M de
classe Ck , et donc φt : M −→M est un Ck- difféomorphisme . Preuve :
Posons ψt = φε ◦ φt−kε où k est la partie de t/ε .Comme le flot de X preserve X ,
il est immédiat que dψt(x)

dt
|t=s= X(ψs(x)) ,et ψ0(x) = x. pour tout s dans < et x

dans M . Par unicité φt est le flot local de X défini sur <×M .il est immédiat que
(ψt)t∈R est un groupe à un paramètre Ck de Ck - difféomorphisme de M .
Exemples :
1) Considérons un champ de vecteurs linéaire surRn :

X(x) = Ax

où A est une matrice carrée d’ordre n à coefficients réels .pour tout t ∈ R,l’application
définie par :
ϕ(t, x) = ϕt(x) = exp(At)x =

(
1 + tA

1!
+ ... t

nAn

n!
+ ...

)
x

est un groupe à un paramètre de l’espace Rn .
2) Soit M la sphere S2 = {(x, y, z) ∈ R3/x2 + y2 + z2 = 1} .l’application :

ϕ(t, (x, y, z)) =

 cos t − sin t 0
sin t cos t 0

0 0 1

 x
y
z

 =

 x cos t− y sin t
x sin t+ y cos t

z


est un groupe à paramètre de difféomorphisme de la sphere S2.
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Théoreme2 :
Si M est compacte , alors tout champ de vecteurs X sur M est complet .
preuve :
Pour tout x dans M , il existe un voisinage ouvert Ux de x
et εx > 0 tel que le flot local de X soit défini
sur ] − 2εx , 2εx[ .Par compacité , il existe x1, ..., xk dans M tel que M=
Ux1 ∪ ... ∪ Uxk . soit ε = min εxi Alors d’après le théorème precedent
on a la résultat.

3.5.4 Champ de vecteur invariant à gauche
Champ de vecteur invariant à gauche est complet.

Proposition :le flot φtd’un champ de vecteur X invariant à gauche ,sur un group
de lie G.est défini sur r×G et

φt(g) = gφt(e) pourtout(t, g) ∈ R×G

Preuve ;
Soit φt est le flot local de X .D’après la proposition ,le flotde
LgX est Lg ◦ φt ◦ (Lg)

−1 ,c’est à dire

Lg ◦ φt ◦ (Lg)
−1(x) = gφt(g

−1x)

Puisque pour tout g ∈ G. g.X = X ,on déduit que :

φt(x) = gφt(g
−1x) pourtoutg, x ∈ G

Soit t ∈] − ε, ε[, t → φt(e) est une courbe intégrale de X ,qui passe pare. On
prolonge le flot φt à tout R ,en posant :

φt = φt/n ◦ ... ◦ φt/n︸ ︷︷ ︸
n−fois

avec n ∈ N assez grand pour que t/n ∈]−ε, ε[ il suffit de prendre la partie entière
n = [2|t|

ε
].

3.6 le flot et dérivée de lie
Lemme1 : Siφt est le flot local d’un champ de vecteurs X

Alors , la dérivée de lie d’une fonction f ∈ C∞(M)
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suivant X est donnée par :

(LXf)(x) =
d

dt
|t=0 (f ◦ φt(x))

preuve :
d
dt
|t=0 (f ◦ φt(x)) = T0(t 7−→ f ◦ φt(x)(1) = Tφ0(x)f◦T0(t 7−→ φt(x))(1) =

Txf( d
dt
|t=0 (φt(x))) = Txf ◦ (X(x)) = (LXf)(x) d’où (LXf)(x) = d

dt
|t=0

(f ◦ φt(x)). Lemme2 : Soit X∈ χ(M) un champ de vecteurs sur une variété
différentielle M et soitφ un difféomorphisme local sur M .Pour tout f ∈ C∞

(φ∗X)(f) = LX(f ◦ φ−1) ◦ φ

preuve :
On a

LX(f ◦ φ−1) ◦ φ = Tφ(x)(f ◦ φ−1)(X(φ(x)))

= Txf ◦ (Tφ(x)φ
−1(X(φ(x)))

= Txf((φ∗X)(x))

= φ∗X)(f)(x) donc φ∗X)(f) = LX(f ◦ φ−1) ◦ φ Lemme3 : Pour toute fonc-
tion réelle g de classe C1 sur un intervalle I contenant 0 ,
il existe une fonction continue sur I ,telle que :

g(t) = g(0) + th(t)

de plus ,h(0) = g′(0) preuve :
Si g∈ C1(I,<) la formule de Taylor d’ordre 1 ,avec reste integral, donne g(t) =

g(0) + t
∫ 1

0
g′(tx)dx et t 7−→ h(t) =

∫ 1

0
g′(tx)dx est la fonction cherchée.

3.6.1 Théorème :
Soit X ,Y ∈ χ(M) deux champs de vecteurs sur une variété différentielle M ,

soit φXt
flot local de X, le crochet de lie de [X, Y ] est donné par :

[X, Y ] =
d

dt
|t=0 (φXt )∗Y

preuve :
D’après le lemme précèdent on a ; f ◦ φ−t(x) = f(x) − tht(x) avec h0(x) =
d
dt
|t=0 (f ◦ φt(x)) = (LXf) D’après le lemme 2 on a donc : (φ∗tY )(f)(x) =

LY (f − tht ◦ φt(x) = LY (f) ◦ φt(x) − t(LY ht) ◦ φt(x) On dérive cette égalité
en t=0 on obtient ,d’une part d

dt
|t=0 LY (f) ◦ φt(x) = TO(LY (f) ◦ φt(x)(1)
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= Tx(LY (f))(TO(t 7−→ φt(x)(1) = Tx(LY (f))(X(x)) = LX(LY f)(x)
et d’autre part :

d

dt
|t=0 (t(LY ht) ◦ φt(x)) = lim((LY ht) = LY h0

= LY (LXf)(x)

On déduit que d
dt
|t=0 (φ∗tY )(f)(x)) = [X, Y ](f)(x) , d’où

[X, Y ] =
d

dt
|t=0 (φ∗tY )

3.7 L’application essentielle

3.7.1 L’essentielle d’une matrice :
Définition : on appelle exponentielle A ∈ Mn(K) (K = R,K = C) ,la

somme de la série normalement convergente :

expA =
∑
n≥0

An

n!

Remarque :l’application A 7→ exp(A) est continue .
exemple : exp(diag(λ1, ..., λn)) = dia(eλ1 , ...eλn) en particulier exp 0 = In .

3.7.2 L’expontielle sur une variété :
Définition :

M est une variété, p ∈ M et g une métrique sur M on définit l’application
expontielle au point p par :

expp : TpM −→M

u 7−→ γp(1, u)

ouTpM l’espace tangent en p ,et γp(0, u) = p, γ′p(0, u) = u
c.d l’expontielle d’un vecteur tangent en p est un point dans M atteint à l’instant
t=1 sur la courbe γp issue de p à l’instant t=0, dans le cas de M = Rn ou
TpM == <n expp(u) représente M = Rn l’inverse de l’expp est un carte dite
les coordonnées polaires .
Dans tout suite on écrit γu(1) à la place de γp(1, u)
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exemples :

1) M =so(2) , ou so(2) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
θ ∈ R

γ(t) = θ0 + t

γu(t) =

(
cosαt − sinαt
− sinαt cosαt

)
dγu
dt
|t=0 =

(
0 −α
α 0

)
x0 =

(
1 0
0 1

)

expx0
(u) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
2) M=Rn expp(u) = p+ u

Remarque ; L’application expontielle sur un groupe de Lie G est définie à par-
tir du flot φXd’un champ de vecteur X invariant à gauche sur G ( c’est à dire d’un
élément deg).

propriétés

1) L’application expontielle est un difféomorphisme local de TpM sur M.
2)(expp)∗ : T0TpM → TpM est l’identité.
3) Elle commute avec tous les isometries

TpM −→ TpM
expp ↓ ↓ expφ(p)

φ : M −→ M

Où φ est une isométrie de M dans M .
4) Pour tout X et Y dans TM on a :
expX. expY = exp(x+ Y + 1

2
[X, Y ] + 1

12
[[X, Y ], Y ]− 1

12
[[X, Y ], X] + ...)

C’est la formule deBaker-Combelle-Hausdorff.
Si [X, Y ] = 0 alors exp(X + Y ) = expX. expY
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La dérivée de l’expontielle :

Si X est champ de vecteur sur une variété M ,alors on a :

d

dt
(exp(X(t)) = X ′(t) exp(X(t))
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4.1 Redressement des champs de vecteurs

4.1.1 Théorème
Soit X un champ de vecteurs Ck sur une variété M de classe Cr+1 , avec

1 ≤ k ≤ r ≤ ω .
Pour tout point x0 de M tel que X(x0) = 0 , il existe une carte locale (U,ϕ) de
classe Ck en x0 , telle que :

ϕ∗(X|U ) = (Xe1)|ϕ(U)
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4.1.2 la Preuve
Comme le problème est local , et par les propriétés des champs de vecteurs vis

à vis des restrictions et des images réciproques , nous pouvons supposer que M
est un ouvert de Rn , que x0 = 0 et que X(x0) = e1 . Notons (φt) le flot local de
X en 0 .
Considérons l’application :

θ : (t, x2, ..., xn) −→ φt(0, x2, ..., xn)

qui est de classe Ck et définie sur un voisinage de 0.
Comme φ0 = id et dφt(0)

dt |0
= X(0) = e|1 , on a la différentielle de θ en 0 est

l’identité.
Donc par le théorème d’inversion locale , θ est un Ck− difféomorphisme local en
0 .
Pour tout x = (x1, ..., xn) suffisamment proche de 0 , on a :

dθx(e1) =
d

dt |t=x1
θ(t, x2, ..., xn) = X(φx1(0, x2, ..., xn)) = X(θ(x))

Donc θ∗(X|e1) = X sur un voisinage de 0 , ce qui montre le résultat .

4.1.3 Proposition
Soient a ∈M et des champs de vecteurs X1, X2, ...Xp dont les commutateurs

soient tous nuls. Si les vecteurs tangents Xi(a) sont linéairement indépendants,
alors il existe une carte (U,ϕ) de M dont le domaine contient a et dans laquelle :

Xi|U = ∂i , ∀i ≤ p

4.1.4 la Preuve
Désignons par ϕi le flot de Xi . Il existe un ouvert W de M contenant a et un

nombre positif ε tels que : ϕ1
t1 ◦ · · · ◦ ϕ

p
tp(x) existe pour tous t1, ..., tp ∈]− ε,+ε[

et tout x ∈ W . Choisissons une carte (U0, ϕ0) de M dont le domaine contient a
telle que ϕ0(a) = 0 et :

ϕ0∗Xi(a) = ~ei , ∀i ≤ p

On obtient une telle carte à partir d’une carte quelconque composée avec une
affinité qui translate l’image de a en 0 et qui transforme les expressions locales
des Xi(a) en les ~ei . Posons :

φ(u1, ..., um) = ϕ1
u1 ◦ · · · ◦ ϕpup(ϕ−1

0 (0, ..., 0, u1+p, ..., um))

L’application φ est de classe C∞ dans un voisinage ouvert de 0 dans Rm . Nous
allons vérifier que φ∗0 est non singulier et que :
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φ∗u~ei = Xi(φ(u)) , ∀i ≤ p

En vertu du théorème de la fonction inverse, la première propriété montre que
ϕ0 ◦φ est un changement de variables au voisinage de 0 et que, par conséquent, en
rétrécissant U0 à un ouvert contenant a assez petit, on obtient une carte (U,ϕ−1)
deM . Elle nécessite seulement que les champs considérés soient indépendants en
a . La seconde propriété montre que cette carte répond à la question. Elle utilise
le fait que les champs Xi commutent .
Vérifions ces propriétés. Par définition :

φ∗u~ei =
d

dt
φ(u+ t~ei)|t=0

Si i ≤ p alors :

φ∗u~ei =
d

dt
ϕ1
u1 ◦ · · · ◦ ϕiui+t ◦ · · · ◦ ϕ

p
up ◦ ϕ−1

0 (0, ..., 0, u1+p, ..., um)

=
d

dt
ϕ1
u1 ◦ · · · ◦ ϕit ◦ ϕiui ◦ · · · ◦ ϕ

p
up ◦ ϕ−1

0 (0, ..., 0, u1+p, ..., um)

=
d

dt
ϕit ◦ ϕ1

u1 ◦ · · · ◦ ϕpup ◦ ϕ−1
0 (0, ..., 0, u1+p, ..., um)

= Xi(φ(u))

car les applications ϕj commutent puisque les crochets [Xj, Xk] sont nuls deux à
deux . En particulier φ∗0~ei = ∂i(a) . Si i ≤ p , alors :

φ∗0~ei =
d

dt
ϕ−1

0 (t~ei)|t=0 = ∂i(a)

car ϕi0 est l’identité dans W . Donc φ∗0 transforme la base des ~ei de Rm en la base
des ∂i(a) de TaM . Il est donc non singulier.

Exemple

Les coordonnées polaires :
Considérons, dans R2 , les champs :

X = x∂x + y∂y

Y = y∂x − x∂y
Une courbe intégrale (x(s), y(s)) de Y est solution des équations différentielles :{

x′ = y
y′ = −x
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On a donc : x′′+x = 0 si bien que la courbe intégrale maximale de Y passant par
(a, b) en s = 0 est donnée par x = a cos s + b sin s et y = b cos s − a sin s , ou
encore :

ψs((a, b)) =

(
x
y

)(
coss -sins
sins coss

)(
a
b

)
Semblablement, on vérifie que le flot de X est : ϕt((a, b)) = et(a, b)
Il est clair que les applications ϕ et ψ commutent. On peut vérifier directement
que [X, Y ] = 0 . La composée de ces flots en (a, b) = (1, 0) est l’application

(t, s) 7−→ (et cos s, et sin s)

En posant τ = et , on retrouve les coordonnées polaires de R2 . On notera que X
et Y sont linéairement indépendants en tout point (a, b) 6= (0, 0) .

4.2 Théorème de Frobenius

4.2.1 Feuilletage de variétés
Définitions

Définition 01 : (Feuilletage) Un feuilletage Cr de codimension s sur M est
défini par un ensemble maximal F de paires (Ui, fi) i ∈ I où les Ui sont des
ouverts de M , et les fi : Ui −→ Rs des submersions vérifiant :

1.
⋃
i∈I Ui = M

2. si Ui ∩ Uj 6= ∅ , il existe gij difféomorphisme de Rs tel que :

fi = gij ◦ fj sur Ui ∩ Uj
– les fi sont appelées cartes distinguées de F .
– on appelle plaques de F sont les composantes connexes des ensembles :

f−1
i (c) , c ∈ Rs .

– puisque M recouverte par des plaques , on peut définir une relation d’équi-
valence sur M :
p ∼ q ssi il exist α1, ...., αn n plaques telles que p ∈ α1 et q ∈ αn et
∀i ∈ 1, ...., n , αi ∩ αi+1 6= ∅ .

– les classes d’équivalences pour ∼ sont appelées feuilles de F .
Définition 02 :
Soit S ⊂ M et N deux variétés . on dit que g : N −→ M est transverse à S si
∀x = g(y) ∈ S , TxS +Dg(y).(TyN) = TxM . on dit que g est transverse à F si
elle est transverse à toutes les feuilles de F .
Théorème 01 :
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Si F est un feuilletage Cr de M , (r ≥ 1) , et g : N −→M une application Cr , g
est transverse à F ssi ∀(U, f) ∈ F , f ◦ g : d−1(U) −→ Rs est une submersion.
Théorème 02 :
Si g est ainsi définie est transverse à F alors il exist un unique feuilletage de
codimension cod(F) sur N , noté g∗(F) dont les feuilles sont les composantes
connexes des ensembles g−1(F ) , où F est une feuille de F

Champs de plans et feuilletages

Un k-champ de plans sur une variété M est une application P qui associe à
chaque point q ∈M un sous espace vectoriel de dimension k de TqM .

Exemple

Si X est un champ de vecteurs sans singularité sur M , on peut définir le
champ de droites P , en posant P (q) = RX(q) . le sous-espace de dimension un
de TqM engendré par X(q) .
Définition 03 :
On dit qu’un champ de plans P sur M est de classe Cr si pour tout q ∈ M , il
exist k champs de vecteurs Cr , X1, X2, ...., Xk , définis dans un voisinage V de
q tel que :
pour tout x ∈ V , X1(x), X2(x), ...., Xk(x) est une base de P (x) .
- on a alors le résultat suivant :
Proposition 01 :
Tout feuilletage F de dimension k , Cr sur Mm , définit un k−champ de plans
Cr−1 sur M , noté T F .
Preuve :
Notons P (x) = TxF le sous espace de TxM tangent en x à la feuille de F passant
par x
étant donné x0 ∈ M , soit (U, φ) une carte locale de F , alors P (x) est le sous-
espace engendré par (Dxφ)−1(ei) , i = 1, ...k où ei est le ieme vecteur de la base
canonique de Rn .
Comme φ est Cr , les champs de vecteurs définis sont Cr−1 .

• La question qui se pose alors est la suivante : si on se donne un k−champ de
plans P sur M , sous quelle conditions existe-t-il un feuilletage F , de dimension
k , talquer ∀q ∈M TqF = P (q) ?

La réponse à cette question se trouve dans le théorème de Froebenius

Définition 04 :
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On dit qu’un champ de plans est involutif si étant donnés deux champs de vec-
teurs X et Y tels que ∀q ∈M :
X(q) et Y (q) ∈ P (q) alors [X, Y ](q) ∈ P (q)
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4.2.2 Théorème de Frobenius :
Soit P un k−champ de plans Cr sur une variétéM , r ≥ 1 , si P est involutif

alors il exist un feuilletage Cr de dimension k sur M telque :
∀q ∈M , Tq(F) = P (q) ( on dit que P est compltement intgrable ) .
Réciproquement si F un feuilletage Cr (r ≥ 2) et P le plan tangent de F alors
P est involutif .

4.2.3 Démonstration du théorème de Frobenius :
Supposons que la seconde propriété soit vérifiée , et montrons qu’alors P est

intégrable. Comme ce problème est local, on peut supposer que M est un voisi-
nage ouvert de 0 dans Rn .
Par la définition (01) quitte à réduire M , il existe (X1, ..., Xk) un k−uplet de
champs de vecteurs de classe C∞, qui, en tout point de M , est une base de l’es-
pace tangent en ce point.
Montrons tout d’abord que l’on peut se ramener au cas où [Xi, Xj] = 0 pour i ,
j ∈ {1, ..., k}.
Quitte à faire un changement linéaire de coordonnées , on peut supposer que
Xi(0) = ∂

∂xi
(0) pour i ∈ {1, ..., k} .

Si Xi =
n∑
j=1

aij
∂

∂xi
, alors, quitte à réduire M .

on peut supposer que la matrice (ai,j(x))1≤i,j≤k , qui vaut la matrice identité en
x = 0 , est inversible, d’inverse (bi,j(x))1≤i,j≤k.
Par les formules donnant l’inverse d’une matrice, les fonctions bi,j sont C∞ .

Posons X ′i =
k∑
j=1

bi,jXj , Alors les X ′i(x) engendrent encore Px.

Par construction,

X ′i =
∂

∂xi
+

n∑
j=1+k

ci,j
∂

∂xj

Donc un petit calcul, utilisant le fait que [ ∂
∂xi
, ∂
∂xj

] = 0, montre que :

[X ′i, X
′
j] =

n∑
l=1+k

di,j,l
∂

∂xl

Or par l’hypothèse, il existe des fonctions ei,j,l pour i , j , l ∈ {1, ..., k} de
classe C∞ telles que

[X ′i, X
′
j] =

k∑
l=1

ei,j,lX
′
l =

k∑
l=1

ei,j,l(
∂

∂xl
+

n∑
j=1+k

cl,j
∂

∂xj
)
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Donc par différence , on a :

k∑
l=1

ei,j,l
∂

∂xl
= 0

ce qui, par indépendance des ∂
∂xl

, montre que ei,j,l = 0

pour i , j , k ∈ {1, ..., k}, ce qu’il fallait démontrer .
Montrons maintenant par récurrence sur k que si (X1, ..., Xk) est un k−uplet de
champs de vecteursC∞ linéairement indépendants , et commutants (i.e. [Xi, Xj] =
0 pour tous i, j ), alors :
il existe un C∞−difféomorphisme local ϕ en 0 tel que, au voisinage de 0 ,
on ait ϕ∗(Xi) = ∂

∂xi
pour i ∈ {1, ..., k} .

Ceci montrera que le champ de k−plans engendré par ϕ∗(Xi), ...., ϕ
∗(Xk) est tan-

gent au feuilletage F par les sous-espaces affines parallèles à Rk × {0} .
Donc le champ de plans engendré par X1, ...., Xk est intégrable au voisinage de 0
(tangent au feuilletage image réciproque par ϕ−1 de F ).
Le cas k = 1 découle du théorème de redressement .
Supposons le résultat vrai pour k − 1 .
Alors nous pouvons supposer, quitte à utiliser un C∞−difféomorphime local en 0
, que Xi = ∂

∂xi
pour i ∈ {1, ..., k − 1} . Écrivons :

Xk =
n∑
j=1

aj
∂

∂xj

Comme [Xk, Xi] = 0 pour i ∈ 1, ..., k − 1 , on a ∂aj
∂xi

= 0 pour tout j , c’est-à-dire
que aj est une fonction des coordonnées xk, ..., xn seulement.

Par le théorème du redressement appliqué au champ de vecteurs Y =
n∑
l=k

aj
∂

∂xj

sur {0} × Rn−p+1 , on peut supposer que Y = ∂
∂xk

, de sorte que :

Xk =
k−1∑
j=1

aj
∂

∂xj
+

∂

∂xk

Pour i ∈ {1, ..., k − 1} , posons fi(xk, ..., xn) = −
∫ xk

0

aj(t, xk+1, ..., xn)dt , qui

est de classe C∞.
Posons aussi :

yi =

{
xi + fi(xk, ..., xn) pour i ∈ {1, ..., k − 1}
xi pour i ∈ {k, ..., n}
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Il est immédiat que l’application (x1, ..., xn) −→ (y1, ..., yn) est unC∞-difféomorphisme
local en 0 .
pour tout j ∈ {1, ..., n}, on a :

∂

∂xj
=

n∑
i=1

∂yi
∂xj

∂

∂yi

Donc, pour j ∈ {1, ..., k − 1} , on a : ∂
∂xj

= ∂
∂yj

et

∂

∂xk
=

k−1∑
i=1

∂fi
∂xk

∂

∂yi
+

∂

∂yk
=

k−1∑
i=1

−ai
∂

∂xi
+

∂

∂yk

Donc, pour j ∈ {1, ..., k} , on a : Xj = ∂
∂yj

, ce qu’il fallait démontrer .
Réciproquement , Supposons d’abord que P soit intégrable, défini par un feuille-
tage F de dimension k. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M tangents à
P , et x dans M .
Montrons que :

[X, Y ](x) ∈ Px
Quitte à prendre une carte locale (U,ϕ) en x et à remplacer X par ϕ∗(X|U) et
de même pour Y , on peut supposer que M = Rn et que le feuilletage est le
feuilletage par sous-espaces parallèles à Rp × {0} dans Rp × Rn−p .
Mais alors, dire qu’un champ de vecteurs est tangent à P équivaut à dire qu’il est
combinaison linéaire de ∂

∂x1
, ...., ∂

∂xk
.

Comme le crochet de deux champs de vecteurs qui sont une telle combinaison
linéaire en est une autre, le résultat en découle .

Exemple

Considérons le champ de plans P de classe C∞ sur la variété R3 munie des
coordonnées u = (x, y, z) , qui est engendré par les champs de vecteurs C∞

linéairement indépendants en tout point

X = ∂
∂x

, Y = ∂
∂y

+ x ∂
∂z

i.e. qui est défini par u 7−→ Pu = V ect{X(u), Y (u)} .
Ce champ de plans est invariant par les translations dans les directions
y et z .
Le long de l’axe de coordonnée des x , il est horizontal en l’origine , et devient de
plus en plus vertical quand on va vers l’infini .
Notons que [X, Y ] = ∂

∂z
n’appartient pas à V ect{X, Y }.

Alors Px,y,z = V ect{ ∂
∂x
, Y = ∂

∂y
+ x ∂

∂z
} est non intégrable.
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Introduction aux fibrés



CHAPITRE 6

Introduction et Histoire

6.1 Introduction
Cet exposé introductif présentera les mots du titre : fibrés, fibrations, et es-

saiera de donner une idée des notions géométriques qui se cachent sous ces appel-
lations. D’autres mots techniques, reliés à ces notions, apparaîtront d’eux-mêmes.
Par exemple, la notion de groupe structural situera la place des groupes de trans-
formations à l’intérieur de ces structures. Cet exposé en effet, les fibrés sur les-
quels les géomètres actuels les font vivre. Il est bien difficile de dire maintenant
laquelle de ces deux notions est la plus centrale, surtout depuis que les physiciens
se sont emparés des connexions pour en faire les " champs " de leurs interactions.
Ehresmann dégage plusieurs notions fondamentales : espaces fibrés différentiables,
fibrés principaux, connexions infinitésimales. Les non-linéarités de la géométrie
des espaces fibrés : une rencontre étonnante entre physique et mathématiques.
Lorsque Theodor Kaluza proposa en 1918 un modèle d’unification des interac-
tions gravitationnelles et électromagnétiques en ajoutant une dimension à l’espace-
temps, il levait le voile sur un nouveau continent, la géométrie métrique des es-
paces fibrés, dont les physiciens théoriciens et les mathématiciens se sont par-
tagés la conquête. En effet lorsque l’espace total d’un fibré est muni d’une mé-
trique "adaptée" à la fibration, alors la courbure de l’espace total, de la base et
des fibres s’interpénètrent de façon remarquablement non-linéaire, avec la possi-
bilité d’une lecture "physique" de la plupart des formules. Au-delà du modèle de
Kaluza-Klein, ce sont les théories de jauge non-abéliennes classiques qui se nour-
rissent de cette interaction non-linéaire, mais elles sont aussi contraintes par elle.
L’exposé présentera des certaines notions géométriques ( vecteurs tangent, es-
paces tangents, fibrés tangents, champs de vecteurs, structure orienté et paralléli-
sation) .
Nous retracerons l’histoire de l’idée d’étudier des objets géométriques compli-
qués en leurs donnant une structure plus fine, en partant du produit introduit dans
le contexte topologique par Steinitz en 1908 et déjà présente de manière implicite
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dans les exemples construits par Poincaré dans son fameux mémoire sur l’analysis
situs (1895).
Au début des années 1930, elle fut utilisée par W. Threlfall et H. Seifert pour struc-
turer des variétés tridimensionelles : c’était le début des fibrations selon Seifert.
En différence avec la conception moderne des fibrations, la théorie de Threlfall-
Seifert est une théorie géométrique qui nécessitait des connaissances importantes
de géométrie sphérique à trois dimensions. D’un point de vue historique il est
intéressant d’étudier le développement de cette théorie qui a perdu dans son état
actuel ses racines géométriques.
En parlant de nous je pense d’un coté au groupe des éléves de Heinz Hopf, de
l’autre aux trois auteurs ou groupe d’auteurs qui ont développé indépendamment
le sujet, les communications ayant été interrompues par la guerre : Ehresmann
et Feldbau [1941], Hurewicz et Steenrod [1941], et moi-même [Eckmann1941−
42a]. Nous avons réalisé que l’on pouvait combiner les idées de Hurewicz [1935, 1936]
sur les groupes d’homotopie avec la notion de fibré suggérée par les fibrations de
Hopf [1935].

6.2 Espace tangent

6.2.1 Vecteurs tangents
Le but est de formaliser dans une variété la notion de direction de déplacement

ou encore de mouvement possibles à partir d’un point donné.
dans Rn exemple les directions possibles à partir d’un point x sont tous les vec-
teurs de Rn l’ensemble des déplacement est donc Rn×Rn l’ensemble des couples
(x, v) formés d’un point de départ x et d’une direction v.
Soit une variété différentielle M et un point p on s’intéresse aux courbes dans M ,
différentiables et qui passent par p.

c : ]− ε, ε[ −→ M, c(0) = p
t −→ c(t)

Définition 1. Deux courbes c1 et c2 sont tangentes au point p si c1(0) = c2(0) = p
et si il existe une carte locale (U,ϕ) en p telle que :

d

dt
(ϕ ◦ c1)(0) =

d

dt
(ϕ ◦ c2)(0)

La définition est indépendante de la carte choisie. En effet, si (V, ψ) est une
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autre carte autour de p, alors :

d

dt
(ψ ◦ c1)(0) =

d

dt
(ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ c1)(0)

=D(ψ ◦ ϕ−1) ◦ d
dt

(ψ ◦ c1)(0)

=D(ψ ◦ ϕ−1) ◦ d
dt

(ψ ◦ c2)(0) =
d

dt
(ψ ◦ c2)(0)

On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des courbes qui passent
par p : c1 ∼ c2 si elles sont tangentes en p.

Définition 2. Un vecteur tangent àM en p est une classe d’équivalence de courbes
tangent en p. L’espace tangent à M en p, noté TpM , est l’ensemble des vecteurs
tangents à M en p.

6.2.2 Espace tangent
La différentiabilité d’une application, entre deux variétés différentielles, est

une notion bien définie. Par contre, parler de la différentielle n’a, à priori, aucun
sens puisqu’il n’y a pas de structures vectorielles, ni d’applications linéaires qui
jouent le rôle de la différentielle. Pour arriver à une généralisation du calcul diffé-
rentiel de Rn, on va associer à chaque point d’une variété différentielle un espace
vectoriel ou va vivre l’application linéaire tangente. Puis on va montrer que cette
définition est consistante, i.e ne dépend pas du choix des cartes locales.

définition géométrique

La première idée (intuitive) de construire un espace tangent en un point, est
de considérer les (vecteurs tangents) à toutes les courbes qui passent par le point ;
en s’inspirant du cas des sous-variétés de Rn. Malheureusement une variété dif-
férentielle abstraite n’est pas forcément plongée, comme sous- variétés, dans Rn.
On peut s’attendre à ce qu’un espace tangent, lorsqu’on arrive à le définir, sera un
objet abstrait. On peut définir les courbes de classes C 1 qui passent par un point,
et lorsqu’on compose une telle courbe avec une fonction coordonnés, on obtient
une application d’un voisinage de 0 de R dans un ouvert de Rn, et on peut parler
de sa dérivée en 0. On va identifier les courbes qui donnent le même vecteur. Plus
précisément : Soit M une variété différentielle de dimension n. Une courbe C 1

passant par a ∈ M est la donnée d’une application γ :]− εγ, εγ[−→ M de classe
C 1, (au sens des morphismes de variétés, bien entendu), d’un voisinage de 0 de R
dans M telle que γ(0) = a. On définit sur l’ensemble de ces courbes

C(M,a) = {γ ∈ C 1 (]− ε, ε[,M) , γ(0) = a}
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la relation suivante :

(I1, γ1) ∼ (I2, γ2)⇔ ∃ carte en a telle que (ϕ, γ1)
′
(0) = (ϕ, γ2)

′
(0)

On montre que c’est une relation d’equivalence et l’espace
quotient C(M,a)/ ∼ définira l’espace tangent à M en a et sera noté (TaM)g
(l’indice g pour l’approche des géomètres).
On n’a pas insister sur le fait de prendre les restrictions des courbes γ1etγ2 à des
sous-intervalles deIγ1etIγ2 respectivement, pour pouvoir composer avecϕ (ceci est
toujours possible grâce ‘a la continuité de γ1etγ2) , donc en réalité il faut identifier
une courbe avec sa restriction et ceci grâce à la notion de germes (voir l’approche
algébrique). Montrons que (TaM)g peut être muni d’une structure d’espace vec-
toriel réel.

Théorème 6. (TaM)g est en bijection avec Rn. Par transport de structures, (TaM)g
est un espace vectoriel isomorphe à Rn. En particulier, dim(TaM)g = dimM .

Définition algébrique

Pour les variétés C∞ de dimension finie on a une description purement al-
gébrique de l’espace tangent en un point est des dérivations par Dk

a(M)et par
Da(M) lorsque k = ∞ si M est de dimension finie et de classe C∞ alors :
(TaM)g ' Da(M)

Espace tangent

on appelle l’ensemble des vecteurs tangent en point a au variété M l’espace
tangent et s’écrit :

TaM = {va avec va vecteur tangent en point a }

Exemples

1. exemple S1 :
S1 = {(x, y) ∈ R2\x2 + y2 = 1}
trouver l’espace tangent de s1 en point a(1,0) soit α un application telle que :

TaS
1 =


v ∈ R2,∃ α :]− ε, ε[−→ S1

α(0) = a(1, 0)
α
′
(0) = v
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α(t) = (x(t), y(t));α′(t) = (x′(t), y′(t))
en dérivé x2 + y2 = 1 =⇒ 2x′x+ 2y′y = 0 =⇒ x′ = 0
Alors :α′(t) = {(0, y′(t))} = y′(t)(0, 1) = y′(t)〈(0, 1)〉
et en se trouvé que TaS1 et un droite D qui passe par a et parallèle au vecteur
(0,1)

2. exemple S2 :
S2 = {(x, y, z) ∈ R3\x2 + y2 + z2 = 1}
trouver l’espace tangent de s2 en point N(0,0,1) soit α un application telle
que :

TNS
2 =


v ∈ R3,∃ α :]− ε, ε[−→ S2

α(0) = N
α
′
(0) = v

α(t) = (x(t), y(t), z(t));α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t))
en dérivé x2 + y2 + z2 = 1 =⇒ 2x′x+ 2y′y + 2z′z = 0 =⇒ z′ = 0
Alors :α′(t) = {(x′(t), y′(t), 0)} = x′(t)(1, 0, 0) + y′(t)(0, 1, 0)
= {〈(1, 0, 0), (0, 1, 0)〉} en se trouve que TNS2 est un plan

voir figure 2.4.5

Exercice

soit Σ = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 = z2 et x+ y + z = 1}
∗Montrer que Σ est une sous-variété.
∗ déterminer l’espace tangent TaΣ pour a(1,0,0)
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solution :
1) on poissons que : f(x, y, z) = (x2 + y2 − z2, x+ y + z − 1)
f est classe C∞ f−1(0) = Σ on a rang f = rangDaf
et on se trouve que : rang f = 2
2) on a : TaΣ = kerDaf , alors TaΣ = (∆) droite de vecteur v = (0, 1,−1)



CHAPITRE 7

Fibrations

7.1 Fibré tangent
Définition 3. Soit M une variété différentielle. On appelle fibré tangent de M , et
on le note par TM , la réunion disjointe de tout les espaces tangents à M

TM =
∐
a∈M

TaM

Cas des sous-variétés. Supposons queM soit une sous-variété de classe C k (k ≥
1) et de dimension d de Rn . On peut voir alors TM comme l’ensemble des
couples (x, v) ∈ Rn × Rn formés d’un point x ∈ Rn et d’un vecteur v tangent
à M en x. (passer à Rn × Rn permet de voir les espaces tangents aux différents
points comme des ensembles disjoints). On obtient ainsi une sous-variété de classe
C k−1 (k ≥ 1) et de dimension 2d de R2n. En effet, pour tout point de M , il existe
un ouvert U ⊂ Rn et une submersion f : U −→ Rn−d (de classe C k) tels que
U ∩M = f−1(0). On en déduit que

T (U ∩M) = {(x, v) ∈ U × Rn, f(x) = 0 etDxf · v = 0}

Mais l’application (x, v) −→ (f(x), Dxf · v) est une submersion de classe C k−1

de U × Rn dans R2(n−d).

Exemples (Fibré tangent du cercle). Le fibré tangent du cercle S1 = {(x, y) ∈
R2, x2 + y2 = 1} apparaît ainsi comme la sous-variété .

et dans l’exemple(2.4.5) en trouve que TaM est une droite, donc la réunion
disjointe de toutes les droites est un cylindre S1 × R. (voir figure3.1.2)

Proposition 2. 1. En géométrie différentielle le fibré tangent TM associé à
une variété différentielle M est la somme disjointe de tous les espaces tan-
gents en tous les points de la variété. Le fibré tangent est lui-même une
variété différentielle, et un espace fibré de base M .
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2. SoitM une variété différentielle, de dimension n et de classe C k où (k ≥ 1).
Son fibré tangent est "canoniquement” une variété, de dimension 2n et de
classe C k−1.

3. Le fibré tangent a un structure naturelle de variété différentielle .

4. En topologie différentielle, une fibration est un ensemble (E,X, π, F,G)
où :
• E est un espace topologique, appelé espace fibré (parfois également :

espace total). C’est intuitivement un espace qui est localement le produit
cartésien de X et de F , mais en général pas globalement.
• X est un espace topologique appelé espace de base.
• π est une projection continue de E vers X . Elle est parfois appelée pied.
• F est un espace topologique appelé fibre.
• G est un groupe d’homéomorphismes agissant sur la fibre F .

5. Un fibré différentiel est une fibration (E,X, π, F,G) où les trois espaces
(E,X, F ) sont des variétés différentielles.

7.1.1 Fibré cotangent
Dualité

Comme TpM est un espace vectoriel, il est possible de considérer son dual,
que nous noterons T ∗pM . C’est l’espace cotangent à M en p. Nous rappelons que le
dual d’un espace vectoriel est l’ensemble des applications linéaires de cet espace
vectoriel vers R. Cet ensemble forme lui-même un espace vectoriel, de même
dimension. Nous noterons 〈α\p, X\p〉 ∈ R le couplage entre
α\p ∈ T ∗pM et X\p ∈ TpM , c’est-à-dire α\p(X\p).

Différentielle d’une fonction

Soit f une fonction sur M . Si nous considérons X\p comme une dérivation,
X\p∆ .f ∈ R dépend linéairement deX\p. Ainsi, f définit une application linéaire
TpM −→ R, donc un élément de T ∗pM . On note df(p) ou df|p cet élément, qui ne
dépend bien sûr que de f et p.
Nous avons ainsi

〈df|p , X|p〉 = X|p. f

Nous dirons que df|p est la différentielle de f en p. Elle ne peut dépendre que des
dérivées premières de f en p.
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Base de l’espace cotangent

Nous savons que localement, au dessus d’un ouvert U d’une carte locale (U, φ)
,{ ∂
∂xi

(p)} est une base de TpM pour tout p ∈ U . Nous notons {dxi\p} sa base duale.
Cette écriture se justifie en effet par la définition de la différentielle, puisque les
xi sont n fonctions définies localement sur M et puisque nous avons par définition
même de la différentielle

〈dxj\p,
∂
∂xi

(p)〉 = ∂xj

∂xi
(p) = δji

Il est aisé de vérifier que dans cette base,

df\p = ∂f
∂xi

(p)dxi\p

Fibré cotangent et 1-formes différentielles

Comme pour TpM , nous pouvons considérer la variété différentiable

T ∗pM =
⋃
p∈M

T ∗pM

appelée fibré cotangent de M.
Une section de classe C∞ ,α : M −→ T ∗M de ce fibré, est appelée une 1-forme
différentielle sur M. C’est donc une application qui à toutp ∈ M associe un élé-
ment α\p de T ∗pM . On note Ω1(M) l’espace vectoriel des 1-formes différentielles
sur M. Ainsi,
si f ∈ F (M) , nous avons df ∈ Ω1(M) (df : p −→ df|p ∈ T ∗pM)
Localement, au dessus d’un ouvert U d’une carte locale (U, φ) de M, nous pou-
vons écrire α = αidx

i avec αi : U −→ R fonction C∞ . Le couplage avec un
champ de vecteurs X s’écrit 〈α,X〉 = αiXi . Par recollement sur tous les ouverts
des cartes locales, ce couplage donne une fonction C∞ sur M :

〈α,X〉(p) = 〈α\p, X\p〉 ∈ R

7.1.2 Fibré localement trivial
Définition 4. Une fibration de classe C k est la donnée d’un triplet (M,π,B) que
l’on note souvent par π : M −→ B, où

i) M et B sont des variétés différentielles de classe C k appelées, respective-
ment, l’espace total et la base.

ii) L’application π : M −→ B est de classe C k , appelée projection ca-
nonique, est telle que la condition suivante (dite de trivialité locale) soit
satisfaite :
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Pour tout x ∈ B , il existe un voisinage U de x, une variété F de classe C k

et un C k -difféomorphisme φ : π−1(U) −→ U × F tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

π−1(U)
φ−→ U × F

π ↓ ↙pr1

U
i.e π = pr1, où pr1 : U × F −→ U désigne la première projection.

Résultats

1. La variété F peut déprendre du point x. Dans le cas contraire, si F est
partout la même on dit que la fibration π : M −→ B est de fibre type F

2. Mx = π−1(x) , appelée la fibre au-dessus du point x de B, est une sous-
variété fermée de M. En effet, la projection canonique π est une submersion,
puisque π = pr1oφ est la composée d’une submersion et d’un difféomor-
phisme.

3. .φ(x) = φ\Mx induit un difféomorphisme de Mx sur F , puisque :

{x} × F = pr−1
1 (x) = φ−1(π−1(x)) = φ−1(Mx)

on déduit que toutes les fibres Mx, (x ∈ U) , sont difféomorphisme à F .

4. Topologiquement B est l’espace quotient de M par la relation d’équivalence
dont les classes sont les fibres de la fibration (M, π , B).
(Il suffit de faire la factorisation canonique de π )

Exemples

1. Si M = B × F (variété produit) et π : M = B × F −→ B est la première
projection, (M, π, B) est appelé fibré trivial. Le cylindre S1 × R en est un
exemple.

2. Si η = (M,π,B) etη1 = (M1, π1, B1) sont deux fibrations alors la fibration
produit de η et η1 est η × η1 = (M ×M1, π × π1, B ×B1) .

3. si M est l’espace quotient de R × [0, 1] par la relation d’équivalence qui
identifie les points (x,y) et (x+1,1-y) et siπ : (x, y) −→ (x, y)e2iπx de M
dansS1 alors (M, π, S1) est une fibration qui n’est pas triviale, en effet le
ruban de Möbius1 M est une variété compacte à bord de dimension 2 et son
bord est homéomorphe àS1 , qui est connexe, alors que le bord du cylindre
possède deux composantes connexes. Si toutes les fibres sont difféomorphes

1Le ruban de Möbius est le logo universel des matériaux recyclables depuis 1970
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à une même variété F, on dit que M est un espace fibré de fibre type F. C’est
toujours le cas lorsque B est connexe

Corollaire 1. 1. Soit (M,π,B) une fibration. L’ensemble E (F ) = {b ∈ B, ∃(U, φ)}
trivialisation locale autour de x ; Mx difféomorphe à F est à la fois ouvert
et fermé dans B.

2. Soit (M, π B) une fibration, de fibre type F si B et F sont séparés (resp.
compacts, paracompacts, connexes) il en est de même pour M

Définitions

1. (morphisme de fibrés). Soient λ = (M,π,B) et λ1 = (M1, π1, B1) deux
fibrations. On appelle morphisme de λ dans λ1 tout couple (f, g) ou f :
B −→ B1 et g : M −→M1sont deux morphismes tel que :π1og = foπ.
•Si B = B1 et f = IdB, g est dite B-morphisme de λ dans λ1.
•Un fibré λ = (M, π, B) est trivialisable s’il est isomorphe à un fibré trivial.

2. (Section de fibrés). Une section de classe d’un fibré π : M −→ B est une
application S :B −→ M de classe telle que πos = IdB. le couple (U,φ)
est appelé trivialisation locale du fibré, deux tels trivialisations (Ui, φi) et
(Uj, φj) engendrent les applications φij = φioφ

−1
j j’ appelées fonctions de

transition et sont de la forme :

φij : (Ui ∩ Uj)× Fj −→ (Ui ∩ Uj)× Fj
(x, y) 7−→ (x, φij(x)(y))

où les iφij(x) sont des difféomorphisme de classe C k de Fj dans Fi. Les
fonctions de transition satisfont les propriétés suivantes :
Hφii(x) = IdFi ∀x ∈ Ui
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H φij(x)oφji(x) = IdFi,∀x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk
H φij(x)oφjk(x)oφki(x) = IdFi,∀x ∈ Ui ∩ Uj La famille (φij) ,est appe-
lée un cocycle associé à la trivialisation {Ui, φi}i∈I et la dernière relation
mentionnée est dite la relation de cocycle.

Remarque :
Si (M,π,B) est une fibration à fibres discrètes, on dit que c’est un revêtement qu’à
partir d’un revêtement d’une variété B et d’une famille de fonctions de transition
satisfaisant les relations ci-dessus on peut construire un fibré sur B.

7.1.3 Fibré vectoriel
Soit F un espace vectoriel de dimension finie un fibré vectoriel de fibre-type F

est un triple (M, π, B) ;E et B sont deux variété différentielle et π : E −→ B est
une application continue , sujectiveet telle que :
1) ∀b ∈ B , π−1(b) est appelée la fibre au point b
2) ∀b ∈ B , il existe U ouvert de B contenant b et φ un difféomorphisme de U ×F
sur π−1(b) telle que :
*le diagramme suivant :
(x, y) ∈ U × F :πoφ(x, y) = pr1(x, y) = x

U × F φ−→ π−1(b) ⊂ E
g ↓ ↙π

U

*pour tout x ∈ B l’application

φx : F −→ π−1(b)
v 7−→ φx(v) = φ(x, v)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels

Le rang d’un fibré vectoriel est la dimension de sa fibre. Les sections d’un
fibré vectoriel héritent de la structure vectorielle
Exemples :
1-Fibré tangent TM :
Soit M une variété de classe C k(k ≥ 1), de dimension n. Soit TM est fibré tangent
de M et soit l’appliquaient

π : TM −→ M
u ∈ TxM 7−→ x
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Le triplet (TM, π,M) est un fibré localement trivial, (en fait, un fibré vectoriel de
fibre type Rn). En effet, on a vu que TM est une variété de classe C k−1 et de di-
mension 2n. En outre, pour toutx ∈ M , si (U,ϕ) est une carte en x, alors on a le
diagramme commutatif suivant :

π−1(U)
Tϕ−→ ϕ(U)× Rn

π ↓ ↓
U ←− U × Rn

i.e, la condition de trivialité locale est satisfaite. Dans ce cas, puisque les fonctions
de transitions sont données par :

(Ui ∩ Uj)× Rn −→ (Ui ∩ Uj × Rn)
(x, u) 7−→ (x, φij(x)(u))

et comme

(x,Φij(x)(u)) = ((ϕ−1
i × IdRn)oTϕi)o((ϕ

−1
i × IdRnoTϕj)

−1(x, u)
=(ϕ−1

i × IdRn)oTϕi((Txϕj)
−1(u))

= (x, Tϕio(Txϕj)
−1(u))

= (x,Dϕj(x)(ϕioϕ
−1
j (u))

On déduit alors :

Φij : (Ui ∩ Uj) −→ G ≤ GL(Rn)
x 7−→ Dϕj(x)(ϕioϕ

−1
j )

Ce qui veut dire que le fibré tangent (TM, π,M) est un fibré vectoriel, de fibre
type Rn et de groupe structural G un sous-groupe du groupe linéaire GL(Rn). Les
sections du fibré tangent sont appelées champs de vecteurs.
2-Fibré cotangent T ∗M :
De façons similaire à la construction du fibré tangent, si M est une variété de

classe C k(k ≥ 1), de dimension n, si T ∗aM =
⋃
a∈M

T ∗aM (T ∗aM étant ledual

topologique de l’espace tangent TaM) et si p d’esigne la projection :

π : T ∗M −→ M
u ∈ T ∗xM 7−→ x

Alors, le triplet (T ∗M,π ,M) est un fibré vectoriel, de fibre type Rn et de groupe
structural G un sous-groupe du groupe linéaire GL(Rn) appelé fibré cotangent.
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Métriques de fibrés

Plaçons nous dans le cas où E est un fibré vectoriel, de fibre type V . Sur
chaque espace vectoriel Ex, nous pouvons supposer que nous avons une forme
bilinéaire symétrique

hx : Ex × Ex −→ R

Nous dirons que h est de classe C∞, si, pour toutes sections locales S1 et S2 de
classe C∞ au dessus d’un ouvert U ⊂M ,

h(S1, S2) : U −→ R

est une fonction C∞. Nous dirons que h est non dégénérée,
si, pour toutx ∈ M , la condition hx(S|x, S ′|x) = 0 pour tout S|x ∈ Ex implique
que S ′|x = 0 . Une telle forme bilinéaire de classe C∞ non dégénérée sur E sera
appelée unemétrique de fibré vectoriel. Dans le cas où V est un espace vectoriel
réel, h sera en général un produit scalaire. Mais si V est un espace vectoriel com-
plexe, nous prendrons pour h un produit hermitien :

hx(λS|x, µS
′
|x) = λhx(S|x, S

′
|x)µ

pour tous x ∈ M,λ, µ ∈ C, S|x, S
′
|x ∈ Ex. Nous avons vu que l’espace Γ(E)

des sections d’un fibré vectoriel est un module sur F (M). Une métrique de fibré
h sur E définit alors un produit F (M)-linéaire sur Γ(E) à valeurs dansF (M) :

Γ(E)× Γ(E) −→ F (M)

en posant

h(S, S ′)(x) = hx(S(x), S ′(x))

On peut montrer que tout fibré vectoriel dont la base est une " bonne " variété
admet une métrique de fibré. Sur le fibré vectoriel TM, une métrique de fibré est
une métrique sur M .

Morphismes de fibrés vectoriels

Soient E et E’ deux fibrés vectoriels au dessus de M. Une application
ψ : E −→ E ′ est un morphisme de fibrés vectoriels si ψ(Ex) ⊂ E ′xpour tout
x ∈ Met si ψ restreinte à Ex est linéaire. La notion d’isomorphisme de fibrés
vectoriels est alors immédiate. En général, les fibrés vectoriels sont regroupés
en classes d’isomorphie. Dans la suite, on ne distinguera donc pas deux fibrés
vectoriels isomorphes.
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Somme directe de fibrés vectoriels

Soient (E, π,M, V,G) et (E’ , π′,M’, V’ ,G’ ) deux fibrés vectoriels au dessus
de la même variété de base M. Nous allons définir un nouveau fibré vectoriel au
dessus de M, notéE ⊕ E ′ , appelé somme directe de Whitney de E et E’, dont la
fibre type sera la somme directe V ⊕ V ′ Par définition, nous posons :

E ⊕ E ′ = {(k, k′) ∈ E × E ′/π × π′(k, k′) = (x, x)}

Ainsi, de la variété E ×E ′, nous ne retenons que les couples dont les deux points
sont au dessus du même point de M. Il est facile de voir que cette somme directe
n’est autre que le fibré

E ⊕ E ′ =
⋃
x∈M

Ex ⊕ E ′x

Théorème :soit E un fibré vectoriel au-dessus d’une variété compacte M. Alors il
existe un fibré vectoriel E’ au-dessus de M tel que :

E ⊕ E ′ = M × Rm, ∀m ∈ N

Image réciproque d’un fibré

Soit E un fibré de type quelconque au-dessus de M, de fibre type F, de projec-
tion π,et soit f : N −→ M une application différentiable entre deux variétés N et
M. On définit le fibré image réciproque f∗ E de E par f sur N en posant

f∗E = {(x, p) ∈ N × E/f(x) = π(p)}

En d’autres termes, la fibre au dessus de x ∈ N est Ef(x).
On peut associer à toute trivialisation locale (U, φ) de E la trivialisation locale
def∗E donnée par
(f−1(U), f∗φ) , où f∗φ(x, v) = φ(f(x), v) pour tous x ∈ N et v ∈ F .
L’image réciproque commute avec la somme directe, le produit tensoriel et les
autres opérations définies auparavant sur les fibrés vectoriels.

7.1.4 Fibré des repères, fibré orientable
Dans le cas où l’on peut réduire le groupe de structure à SO(r), on dit que

le fibré vectoriel E est orientable. Cette réduction n’est pas toujours possible,
et dépend de la structure globale de E. En particulier, le fibré vectoriel TM est
orientable si et seulement si M est une variété orientable. Si E est un fibré vec-
toriel de fibre complexe, munie d’une métrique hermitienne, alors on peut réduire
le fibré des repères à un fibré principal de groupe de structure U(r) en considérant
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les bases unitaires pour le produit hermitien. Dans le cas où ce groupe peut être
réduit à SU(r), on dira que E est orientable. Il faut donc retenir de ces construc-
tions deux choses : à tout fibré vectoriel on peut associer un fibré principal de
façon canonique et si le fibré vectoriel est munie d’une métrique, alors on peut
réduire le groupe de structure de ce fibré principal à un groupe du type O(r) ou
U(r). Comme les fonctions de transitions du fibré des repères et du fibré vectoriel
sont les mêmes, cette réduction nous permet de considérer des fibrés vectoriels de
groupe de structure O(r) ou U(r).

7.1.5 Champs de vecteurs
Définition 5. Un champ de vecteurs, sur une variété différentielleM ,est la donnée
d’une application χ : M −→ TM de classe C∞ telle que : χ(x) ∈ TxM , pour
tout x ∈ M ; C’est une section du fibré tangent TM) ; L’ensemble des champs de
vecteurs sera noté par χ(M ).

En mathématiques, un champ de vecteurs ou champ vectoriel est une fonction
qui associe un vecteur à chaque point d’un espace euclidien ou plus générale-
ment d’une variété différentielle. Les champs de vecteurs sont souvent utilisés
en physique, pour modéliser par exemple la vitesse et la direction d’un fluide en
mouvement dans l’espace, ou la valeur et la direction d’une force, comme la force
magnétique ou gravitationnelle, qui évoluent points par points.

Exemples

1. Un champ de vecteurs sur un ouvert U de Rn est simplement une
application de classe C∞ de U sur Rn, puisque pour tout x ∈ U
TxU s’identifie à Rn.

2. X ∈ χ(Sn) si et seulement si X : Sn −→ Rn+1 telle que :
<X(x), x>= 0,pour tout x ∈ Sn . Ainsi toute matrice antisymétrique d’ordre
n + 1 définie un champ de vecteurs sur Sn. voir Figure
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7.1.6 parallélisation
Définition 6. Une variété différentielle M est dite parallélisable si son fibré tan-
gent est trivialisable.

Sphères parallélisables

Une variété de dimension n, différentiable (et munie d’une métrique rieman-
nienne) est dite parallélisable si elle admet un champ continu de n-repères ortho-
normés tangents. Les sphères S4k+1 avec k > 0 ne sont certainement pas paral-
lélisables. (Kervaire )2, ont démontré par Bott et Milnor que Sn est parallélisable
si, et seulement si n = 1, 3, ou 7. Ce résultat se déduira plus tard très simplement
du célèbre théorème d’Adams 3qui détermine le nombre maximum exact k tel que
Sn possède un k-repère tangent.

7.2 Fibré principal

7.2.1 Généralités
Un fibré principal P est une variété différentiable. Localement, cette variété

est difféomorphe à U × G où U est un ouvert d’une variété M qui sera appelé la
base de P. Nous retrouvons là ce que nous voulions faire en introduisant la no-
tion de variété : nous voulions que la variété ressemble localement à un ouvert de
Rn. Dans le cas d’un fibré principal, le « modèle local » est le produit U × G.
Nous remarquons que G est pris en entier : c’est donc une localité sur M et non
sur P. Cette analogie de construction doit toujours être présente à l’esprit, car nous
verrons que nous serons confrontés à des problèmes du même genre que ceux ren-
contrés alors, notamment lors des raccordements d’ouverts de M. La construction
mathématique s’effectue comme suit.
Au dessus d’un point
Il existe une application différentiable surjective π : P −→M . En cela, P contient
M (surjectivité). La fibre au dessus de x ∈ M sera par définition π−1(x), notée
souvent Px. Cette fibre est difféomorphe à G, et il existe une action à droite de G
sur P, notée

∼
Rg p = p.g où p ∈ P etg ∈ G telle que :

- Pour g variant dans G, p .g reste toujours au dessus de π(p), c’est à dire
que p . g reste dans la même fibre Pπ(p). Ceci s’exprime encore par l’égalité

2Nonparallelizability of the n-sphere for n > 7, Proc. Nat. Acad. Sci. USA,44 (1958), p. 280-
283.

3On the non-existence of elements of Hopf-invariant one, Ann. of Math.,72 (1960), p. 20-104.
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π(p) = π(p.g).
- Pour p fixé dans une fibre, chaque autre point de cette fibre est de la forme p . g,
pour un unique g dans G. En d’autres termes, la restriction de l’action à droite de
G sur chaque fibre est transitive et libre.
La variété π−1(x) est donc une copie de G, mais sans en avoir explicitement sa
structure de groupe. Seules les structures de variétés différentiables sont com-
munes.
Au dessus d’un ouvert
Pour l’instant, nous n’avons regardé que ce qui se passe au dessus d’un point de
M. Regardons comment se rassemblent plusieurs de ces points, au dessus d’ou-
verts de M.
Le fibré P est localement trivial, c’est à dire que pour tout x ∈ M , il existe un
ouvert U de M contenant x et un difféomorphisme trivialisant φ : U × G −→
π−1(U) tel que :
-π(φ(x, g)) = x, c’est à dire que(x, g) ∈ U ×G est envoyé dans la fibre π−1(x) ;
- φ est compatible avec l’action de G sur P au sens suivant :
si on note φx : G −→ π−1(x),pour x ∈ U , l’application φx(g) = φ(x, g),
alors on a φx(ga) = φx(g) . a et φx est le difféomorphisme qui identifie G à π−1(x)
(voir figure 4.1 ).

Cette définition donne un sens à� ressembler localement à U×G�. Un sys-
tème de trivialisations locales {(Ui, φi)}i∈I est un ensemble de couples (Ui, φi)
formés d’ouverts Ui constituant un recouvrement de M, et de difféomorphismes
trivialisants
φi : Ui×G −→ π−1(Ui). C’est la notion équivalente à celle d’atlas d’une variété.

Trivialisation locale d’un fibré : au dessus de l’ouvert U de la variété de base, le
fibré s’identifie à U ×G. Cette identification est compatible avec l’action à droite
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du groupe G sur chaque fibre.

Vocabulaire

Il est temps maintenant de donner le vocabulaire :
- P est l’espace total ;
- M est la variété base ;
-π est la projection ;
- G est le groupe de structure du fibré. C’est lui en effet qui " gère" les transi-
tions entre trivialisations. Il joue aussi ici le rôle de fibre type. On note P(M,G)
ce fibré principal.

7.2.2 Fibration d’un groupe G en sous groupes H au dessus de
G/H

•Notre premier exemple sera à la fois élémentaire et discret : notre espace
p = Z total est l’ensemble des entiers relatifs et la projection est celle qui, à un
entier, associe sa classe modulo p (p désignant un entier quelconque choisi une
fois pour toutes). Le groupe structural est alors le sous-groupe de . Illustrons ceci,
dans le cas p=3 par la figure 4.2.1

L’espace total Z s’écrit donc ici comme réunion de trois fibres. La fibre type est
le groupe additif des multiples de 3Z, noté et l’espace des fibres –la base– pos-
sède trois points : Z/3Z = {0, 1, 2} et est un quotient de Z . La notation adoptée,
pour l’action du groupe structural sur l’espace total Z est ici une notation additive
et non pas une notation multiplicative (mais cela devrait être assez clair !), ainsi,
l’élément 11 de la fibre 2 peut s’obtenir à partir de l’élément -1 de la même fibre
sous l’action de 3Z en écrivant 11 = −1 + 3× 4 .
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•Après cet exemple discret et extrêmement élémentaire (l’art de reconsidérer des
choses bien connues avec un éclairage différent !) passons à un autre exemple,
presque aussi élémentaire, mais “continu”. L’espace total, comme dans l’exemple
précédent, est un groupe, ici le groupe SU(2). Rappelons, que SU(2) est topologi-
quement identifiable à la sphèreS3 . Nous choisissons un sous-groupe U(1), c’est
à dire un grand cercle passant par l’origine et effectuons une décomposition en
classes de SU(2) par rapport à cet U(1) : soit g un élément de SU(2) qui n’appar-
tienne pas au U(1) choisi, on construit alors l’ensemble g = gU(1) = {gh\h ∈
U(1)} . Ensuite, on choisit un élément k qui n’appartienne ni au U(1) choisi, ni
à g . On construit alors k = kU(1) et on continue On écrit ainsi le groupe SU(2)
comme une réunion (infinie) de classes du type g = gU(1) , l’ensemble de ces
classes étant par définition, l’ensemble quotient SU(2)/U(1) qu’on identifie avec
la sphère S2 . Le groupe SU(2) –c’est à dire la sphère S3 – peut donc être consi-
déré comme réunion d’une infinité de cercles paramètrée par la sphère S2.
(voir Figure 4.2.2)

Bien évidemment, le groupe U(1) agit, par multiplication à droite, sur l’espace
total SU(2) (dans la construction précédente on a choisi U(1) comme sous-groupe
de SU(2)). Cette fibration en cercles de S3 est souvent utilisée et porte le nom de
“fibration de Hopf” (pour S3 ).

Avant de généraliser cet exemple, notons que la sphère S3 n’est, en aucun cas
homéomorphe au produit cartésien S2 × S1 , ce qui ne l’empêche pas d’être un
fibré en cercles au dessus de S2 . En d’autres termes, les deux espaces fibrés prin-
cipaux S3 −→ S2 et S2 × S2 −→ S2 (avec projection canonique évidente) ont
même structure locale –ils sont tous deux fibrés en cercles au dessus de S2 – mais
le second est trivial alors que le premier ne l’est pas.

•Passons maintenant à la généralisation de l’exemple qui précède. Soit G un
groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie, qu’on supposera fermé dans G pour
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que la topologie du quotient soit séparée. On considère la relation définissant les
classes à gauche de H : g et k sont reliés si k appartient à l’ensemble gH. Il s’agit
d’une relation d’équivalence et on peut écrire G comme réunion de ses classes
gH ; l’ensemble des classes étant, par définition, l’ensemble quotient G/H. Il est
évident que H agit (à droite) sur G et que l’application G −→ G/H qui, à tout
élément associe sa classe g = gH , définit une fibration principale.

Tout groupe G est donc ainsi un espace fibré principal au dessus de G/H, le groupe
structural étant H. Notons que l’espace quotient (la base du fibré) G/H n’est gé-
néralement pas un groupe, à moins que H ne soit un sous groupe distingué de
G, c’est à dire à moins que les classes à gauche et à droite ne coïncident. La pro-
priété qui précède est illustrée par la (voir figure ) et est à l’origine d’une multitude
d’exemples que le lecteur pourra construire en utilisant les données “zoologiques”
concernant les groupes de Lie et les espaces homogènes . (voir Figure 4.2.3)

7.3 Fibration de Hopf

7.3.1 Définition et exemples
En géométrie la fibration de Hopf4 donne une partition de la sphère à 3-

dimensions S3 par des grands cercles. Plus précisément, elle définit une structure
fibré sur S3. L’espace de base est la sphère à 2-dimensionsS2, la fibre modèle est

4Heinz Hopf (19 novembre, 1894 - 3 juin, 1971) était un mathématicien né à Gràbschen, en
Allemagne
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un cercle S1. Ceci signifie notamment qu’il existe une application p de projec-
tion de S3 surS2, telle que les images réciproques de chaque point de S2 soient
des cercles. Cette structure a été découverte par Heinz Hopf en 1931. Cette fibra-
tion peut aussi être interprétée comme un fibré principal, de groupe structural le
groupeS1 des complexes de module 1.

S1 −→ S2 −→ S3

exercice : soit l’application : φ : R4 −→ R3 définie par

φ(x, y, z, t) = (2xz + 2yt, 2yz − 2xt, x2 + y2 − z2 − t2)

1. Déterminer le rang de φ en tout point x ∈ R4.
2. Montrer que φ(S3) ⊂ S2.
3. On considère φ, la restriction de φ à S3. En utilisant les projections stéréogra-
phiques, déterminer le rang de φ en p ∈ S3.
4. Déterminer φ−1(q), pour q ∈ S2. Est-t-elle une sous-variété ? Si oui,qu’elle est
sa dimension ? que représente-t-elle ?

7.3.2 Construction dans un plan complexe
La sphère S3 peut être identifiée à l’ensemble des éléments (z0, z1) deC2 qui

vérifient | z0 |2 + | z1 |2= 1. On fait agir sur ce sous-espace le groupe des
complexes de module 1, par la formule

λ(z0, z1) = (λ.z0, λz1)

Les orbites sous cette action de groupe sont clairement des cercles. L’espace quo-
tient est l’espace projectif complexe CP 1, qui s’identifie à S2.

Représentation de la fibration de Hopf à l’aide d’anneaux entrelacés. Pour
construire une application de projection adaptée à ces notations, on peut introduire
l’application de Hopf
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p(z0, z1) = (| z0 |2 − | z1 |2, 2z0z
∗
1)

le premier élément du couple étant réel, le second complexe, on peut voir le résul-
tat comme un point de R3. Si en outre λ(z0, z1) = (λ.z0, λz1), alors
p (z0, z1) appartient à la sphère unité.
Enfin, on observe que p (z0, z1) = p(z2, z3) si et seulement s’il existeλ de mo-
dule 1 tel que (z2, z3) = (λz0, λz1). La représentation ci-contre donne une idée de
la disposition des fibres-cercles. Il s’agit d’une vue de la sphère S3 par projection
stéréographique. Cette vue remplit tout l’espace et le point diamétralement opposé
au centre de la figure est le point à l’infini. Il convient donc d’ajouter aux cercles
représentés d’autres cercles continuant à remplir l’espace et un axe perpendicu-
laire au plan de la photo, qui est le cercle passant par le point à l’infini.

7.3.3 Quelques photos
\begin{displaymath}
\left\{ \begin{array}{ll}
a \textrm{si $d>c$}\\
b+x \textrm{le matin}\\
l \textrm{la journée}
\end{array} \right.
\end{displaymath}
$[ \begin{CD}
A@>a>> B @>>> C\\
\alpha @>>VV\beta V\gamma @AAA @VVV \delta\\
D@>>d> E@>e>> F
\end{CD} ]$

Grand cercle :
Différents grands cercles, en noir, jaune et violet En géométrie, un grand cercle
est un cercle tracé à la surface d’une sphère qui a le même diamètre qu’elle et la
divise en deux hémisphères égaux. D’une manière équivalente, un grand cercle
est un cercle sur la sphère ayant le même centre qu’elle, ainsi que l’intersection
de cette sphère avec tout plan passant par son centre. Un grand cercle est le plus
grand cercle que l’on puisse tracer sur une sphère.

Géodésiques Les grands cercles sont les géodésiques d’une sphère, c’est-à-
dire les chemins possédant la plus petite courbure et les arcs de grands cercles
sont par conséquent les plus courts chemins reliant deux points à la surface d’une
sphère. La distance la plus courte entre ces deux points est par ailleurs donnée
par la distance du grand cercle. Les grands cercles sont l’équivalent des droites en
géométrie sphérique.
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Cartographie Sur Terre, les méridiens et l’équateur sont des grands cercles (les
parallèles n’en sont cependant pas). Sur la sphère céleste, l’horizon, l’écliptique
et l’équateur céleste sont également des grands cercles. A la surface de la Terre,
le plus court trajet entre deux points (ou distance à vol d’oiseau) est donc un arc
de grand cercle : l’orthodromie. Sur un planisphère, ce trajet apparaît le plus sou-
vent courbe selon la projection cartographique employée tandis qu’un itinéraire
droit sur la même carte plane serait en réalité plus long. Les itinéraires orthodro-
miques sont empruntés par les navires ou les avions pour les traversées océaniques
ou intercontinentales, particulièrement aux latitudes élevées. Un avion effectuant
un vol transcontinental vers l’ouest dans l’hémisphère nord survole généralement
les régions arctiques, tandis qu’un tel vol vers l’est emprunte souvent un chemin
plus au sud afin de tirer avantage du courant-jet. [1958] Géométrie di ?érentielle,
groupes et algèbres de Lie, ?brés et connexions Version du 19 décembre 2001
Thierry MASSON : elle s’additionnent, se multiplient par des scalaires, et même par
des fonctions de M vers R. Ainsi, nous avons une application :

F (M)× Γ(E) −→ Γ(E)
(f, S) 7−→ fS

définie par (fS)(x) = f(x)S(x) pour tout x ∈M . Cette application fait de Γ(E) un module
surF (M).Un tel fibré admet toujours des sections globales, par exemple la section nulle,
que nous noteronsS0 : en chaque point nous prenons l’élément nul de l’espace vectoriel
V , c’est à dire que localement nous avons S0(x) = φix(0). Cela définit bien une section
globale car sur tout Ui ∩ Uj 6= ∅, nous avons tij(x)0 = 0 (puisque G se représente li-
néairement sur V ) donc le raccordement est assuré sur tout M. Il est facile de voir que
S0(M) ⊂ E s’identifie de façon canonique à M elle-même. On peut donc voir M comme
une sous-variété de E
(voir Figure 3.4 ).

Il peut arriver que l’espace vectoriel V soit un espace vectoriel complexe. Dans ce cas,
chaque fibre est un espace vectoriel complexe, la structure différentiable est obtenue en
identifiant C à R2 , et la linéarité des applications se fait sur C. Nous pouvons considérer
l’ensemble des fonctions sur M à valeurs dans C, noté FC(M) ; alors Γ(E) est un module
sur FC(M).
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Puisque le groupe G se représente linéairement sur V , le groupe de structure est néces-
sairement un sous-groupe de GL(V ). On peut aussi le considérer comme un sous-groupe
de GL(r,R) (ou GL(r,C) si V est complexe) où r est la dimension de V (et le rang de E).
Nous avons déjà rencontré des fibrés vectoriels : TM, T*M,T (s,r)M sont des fibrés vecto-
riels dont le groupe de structure est GL(n,R).

gij : Ui ∩ Ui −→ G sous-groupe de GL(F)
x 7−→ gij(x)

vérifient la convolution des 1-cocycles :
1.gij ◦ gjk = gik, ∀i, j, k ∈ I
2.gii = Id, ∀i ∈ I

•Indiquons simplement ci-dessous quelques familles de fibrations principales, basées sur
la construction précédente. Nous utilisons la notation H −→ G −→ G/H pour caractéri-
ser une telle fibration de G au dessus de G/H. Le nom figurant en titre est celui donné à
l’espace quotient.
Variétés de Stiefel réelles

SO(m) −→ SO(n) −→ Vn−m(Rn) = SO(m)/SO(n) = O(n)/O(m)

Variétés de Stiefel complexes

SU(m) −→ SU(n) −→ Vn−m(Cn) = SU(m)/SU(n) = U(n)/U(m)

Variétés de Stiefel quaternioniques

SP (m) −→ SP (n) −→ Vn−m(Hn) = Sp(m)/Sp(n)

la notation Sp(n) désigne le groupe de Lie compact simplement connexe correspondant la
forme réelle compacte de l’algèbre de Lie complexe Cn . Avec d’autres notations :
Sp(n) = U(n,C) = {u ∈ CL(H)\(u(x)/(u(y)) = x/y}. Le groupe symplectique (non
compact) usuel correspondant à la même algèbre de Lie Cn sera généralement plutôt dé-
signé par la notation :Sp(2n,R) .
Le cas m=n-1 mérite une attention particulière puisque nous obtenons les sphères de cette
façon.

Sn−1 = SO(n)/SO(n− 1) = O(n)/O(n− 1)
S2n−1 = SU(n)/SU(n− 1) = U(n)/U(n− 1)

S4n−1 = Sp(n)/Sp(n− 1)

Noter que la même sphère peut être obtenue comme base de plusieurs fibrations diffé-
rentes de groupes de Lie (trois possibilités si elle est de dimension 4n-1, deux possibilités
si elle est de dimension 2n-1 et une seule possibilité si elle est de dimension paire). Il existe
encore quelques autres possibilités dites “exceptionnelles” et nous y reviendrons plus loin.
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Si nous divisons les groupes orthogonaux O(n) ou SO(n) – ou leurs analogues complexes
ou quaternioniques – par un sous groupe maximal quelconque, nous obtenons plus géné-
ralement les variétés de Grassmann et les fibrations principales correspondantes
Grassmaniennes réelles orientées

SO(m)× SO(n) −→ SO(n) −→ SCm(R) = SO(n)/SO(m)× SO(n−m)

Grassmaniennes complexes orientées

SU(m)× SU(n) −→ SU(n) −→ SCm(Cn) = SU(n)/SU(m)× SU(n−m)

Grassmaniennes quaternioniques

Sp(m)× Sp(n) −→ Sp(n) −→ SCm(Hn) = Sp(n)/Sp(m)× Sp(n−m)

Les Grassmaniennes non orientées réelles et complexes sont Comme ci-dessus, soit E un
fibré vectoriel au dessus de M, de fibre type V , espace vectoriel réel de dimension r. Pour
tout x ∈M , notonsLx(E)
l’ensemble des bases de l’espace vectoriel Ex. Alors :

L(E) =
⋃
x∈M

Lx(E)

est un fibré principal de groupe de structure GL(V ). C’est le fibré des repères de E. La
démonstration est bien sûr essentiellement la même que dans le cas du fibré des repères
de TM que nous avons déjà considéré.
Si h est une métrique de fibré sur E, définie positive, alors on peut considérer au dessus
de x ∈ M l’ensemble Ox(E) des bases orthonormées de Ex pour le produit scalaire hx.
Le fibré

O(E) =
⋃
x∈M

Ox(E)

est un fibré principal de groupe de structure O(r). C’est une réduction du fibré principal
L(E). Réciproquement, une réduction du fibré L(E) au sous-groupe O(r) définit une mé-
trique de fibré sur E, puisqu’on connaît alors les bases orthonormées pour cette métrique
en chaque point de M. Sur l’espace vectoriel V ' Rr , la donnée d’un produit scalaire
défini positif est équivalente à la donnée d’une classe d’équivalence dansGL(r,R)/O(r).
En effet, la donnée d’un tel produit scalaire équivaut à la donnée de l’espace de ses bases
orthonormées. GL(r,R) agit à droite sur l’ensemble des bases de Rn. Par cette action,
O(r) préserve l’espace des bases orthonormées du produit scalaire, d’où l’équivalence.
On remarquera alors que sur un fibré vectoriel E de fibre V ' Rr, la donnée d’une mé-
trique est équivalente à la donnée d’un élément de GL(r,R)/O(r) en tout point de M,
c’est à dire d’une section du fibré L(E)/O(r). Nous retrouvons ainsi que toute réduction du
fibré L(E) au sous-groupe O(r) équivaut à la donnée d’une telle section.
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nous avons vu que si un groupe de Lie G agit librement et différentiablement
sur une variété différentiable P, et si la variété P/G = M existe, alors P(M,G) est
un fibré principal. Nous avons aussi vu que si G est compact, alors M = P/G existe
nécessairement dès que l’action est libre.
La notion de fibré principal que nous venons de donner se place dans le cadre
différentiable. On peut introduire toutes ces notions dans le cadre topologique, où
dans ce cas le groupe n’est que topologique.

* Les fibrations de Hopf S3 −→ S2 avec fibre S1, S7 −→ S4 avec fibre S3,etS15 −→
S8avec fibre S7, donnent

π3(S2) = Z, π7(S4) ⊃ Z, et π15(S8) ⊃ Z

*le générateur de Z correspondant alaprojection.
Les fibrations S2k+1 −→ CP k, k = 1avec fibre S1 donnent

p2(CPk) = Z, et πi(CP k) = πi(S2k+1), i > 2.

Les fibrations U(n) −→ S2n−1 avec fibre U(n - 1) donnent

πs((U(n))) = πs(U( s+1
2 )), n ≥ s+1

2 pour s = impair,

πs(U(n)) = πs(U( s+2
2 )), n ≥ s+2

2 pours = pair.

C’est ce que l’on appela plus tard la stabilitédes πs((Un)).
Pour les premières valeurs de s les groupes stables s’obtenaient facilement : π1(U(n)) =
π1((U(1)) = Z, engendré par l’identitéS1 −→ U(1). Pour s =2 on a :

π2(U(n)) = π2(U(2)) = π2(S ∪ (2)) = π2(S3) = 0

et pour s =3 defaçon analogue

π3(U(n)) = π3(S3) = Z, n = 2

Pour s > 3 cela s’avérait bien plus difficile. En examinant de très prés
l’homomorphisme∆ dans la suite exacte de la fibration en question qui arrivais à Eckmann
à déterminer π4 = 0 et π5 = Z.
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9.1 Introduction

9.1.1 l’intérêt
Ce travail m’a beaucoup intéressé tant que acquisition théorique ou découverte de

nouvelles notions, à la fois intéressantes et difficiles.
Les difficultés rencontrées : La richesses du sujet, l’abondance des ouvrages qui utilisent
des notations différentes et une manière de traiter les choses complètement différentes
d’un à l’autre
Les avantages : une initiation à la recherche scientifique qui nous aient d’un très grand
aide.

9.1.2 Historique
Dans cette introduction il serait peut être intéressant de connaître brièvement un petit

historique sur ces génies des mathématiques :

1. Lie Sophus norvégien c’est grâce à ses travaux qu’on a pu résoudre certaines équa-
tions différentielles en introduisant la fameuse notion de groupe continu (groupe
de lie 1869-1874)

2. Backer Alan (né en 1939 de nationalité anglaise médailler FIELDS 1970)

3. Hausdorff Félix (1868-1942 juif de nationalité germaine, il voulait être musicien
mais ses parent n’étaient pas d’accord, il était très intéressé par l’astronomie, la
philosophie et la littérature. En Maths, il est très connu par ses travaux de topolo-
gie).

9.1.3 Excuses
Franchement maître je ne suis pas content de ce travail pour les deux raisons sui-

vantes :

1. J’ai pas pu maitre en évidence la corrélation qui existe entre les trois thèmes de
mon exposé.

2. Je n’ai pas pu comprendre comment on calcule les termes de la formule BCH.

Pour cela j’aimerais bien refaire cet exposé le plus tôt possible.
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9.1.4 Remerciements
En fin d’introduction je tien a remercier mon maître et responsable du module, Mon-

sieur : BAHAYOU MOHAMED AMINE pour son soutien et encouragement indispen-
sables.
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9.2 Rappels
Avant d’entamer cet exposer nous allons essayer de rappeler quelques notions et défi-

nitions de base

9.2.1 Définitions de base
1. Algèbre de lie : C’est un espace vectoriel g (sur R ouC) muni d’un crochet (crochet

de lie) note[, ] tel que :[, ] : g×g −→ g est une application qui vérifie les conditions
suivantes :
– anti-symétrique

[X,X] = 0,∀X ∈ g ⇐⇒ [X,Y ] = −[Y,X], ∀X,Y ∈ g

– Bilinéaire
– Identité de Jacobi :

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0,∀X,Y, Z ∈ g
2. On dit qu’un algèbre de lie est libre si les relations définies entre ses éléments sont

uniquement celles cités ci-dessus.

3. Sous algèbre de lie : réel ou complexe d’un algèbre de lie g est un sous -espace h
de g tel que :[H1, H2] ∈ h,∀H1, H2 ∈ h

4. Homomorphisme d’algèbre de lie :c’est une application linéaire F d’un algèbre de
lie g vers un autreh qui vérifie :

F ([X,Y ]) = [F (X), F (Y )],∀X,Y,∈ g

(si de plus F est bijective ç’est d’un isomorphisme qu’on parle )

5. Groupe de lie : Est une variété différentielle G qui possède une structure de groupe
dont les deux applications :G×G −→ G qui a tout couple (g, h) associe g × h et
G −→ G qui a tout élément g associe son inverse g−1 sont différentiables

6. Groupe linéaire : Défini sur le corps K (K = RouK = C) noté par GL(n,K)
c’est le groupe des matrices carres de type (n, n) inversibles munit de l’opération
multiplication des matrices qui vérifie les propriétés suivantes :
– ∀A,B ∈ GL(n,K) on a : A×B ∈ GL(n,K)
– ∀A ∈ GL(n,K) : In × A = A × In = A avec In c’est la matrice d’identité

dans GL(n,K)
– ∀A ∈ GL(n,K) on a :A−1 ∈ GL(n,K)
– ∀A,B,C ∈ GL(n,K) on a :(AB)C = A(BC)

7. Groupes de lie matriciels :C’est une classe très importante des groupes linéaires
des matrices



Rappels c© PG. Géométrie 88

– définition :C’est un sous-groupe G de GL(n,K) qui vérifie la propriété suivante
Si (Am) est une suite de G convergente vers une matrice A de G. Alors ou bien
A ∈ G ou bien A n’est pas inversible
Cette définition est équivalente a dire que tout groupe de lie matriciel est un sous
-groupe fermé de GL(n,K)

– Remarque 1 : un sous-groupe ferme de GL(n,K) n’est pas forcement un ferme
de Mn(K)

– Remarque 2 Tout groupe de lie matriciel est un sous groupe fermé de GL(n,C)

8. Contre exemple (sous-group non ferme)
– Soit T le groupe des matrices réelles de type (n, n) inversibles dont les éléments

sont des nombres rationnels .
Grâce à la densité de Q dans R.
On peut montrer que la matrice "limite" n’appartient pas à T

– Soit Z = {( e
it 0
0 eitα

), t ∈ R, α ∈ Q}. Il est claire que ç’est un sous- groupe

non ferme de GL(2, C)

9. Exemples de sous-groupes fermes
– GL(n,R) ;GL(n,C) sont deux sous -groupes fermes (figurent parmi les plus

important groupes matriciels )
– SL(n,R) ;SL(n,C) groupes des matrices carrées dont leurs déterminants sont

égales à 1, sont deux sous-groupes fermes de M(n,C)

10. Résultats :
– Un sous-algèbre de lie est aussi un algèbre de lie
– Un réel sous-algèbre de lie d’un algèbre de lie complexe ou réel est un réel

algèbre de lie
– L’inverse d’un isomorphisme d’algèbre de lie est un isomorphisme d’algèbre de

lie
– L’inverse d’un isomorphisme d’algèbre de lie est un isomorphisme d’algèbre de

lie
– Un algèbre de lie d’un groupe de lie matriciel est un réel algèbre de lie

11. Connaissance de base
– Exponentiel d’une matrice
– Séries de Taylor
– séries de Hausdorf : de la forme H = log(eAeB)
– Série de todd
– L’application linéaire adX : g −→ g telle que
adXY = [X,Y ] où g est un algèbre de lie

– Espace tangent
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9.3 Théorèmes de Lie

9.3.1 Premier théorème de Lie
Soient E un espace vectoriel de dimension n sur le corps K et Tn(K) le sous -groupe

de GLn(K) constitue des matrices triangulaire supérieures non dégénérés .Alors on a :
– Tn(K) ,qui est aussi considérer comme un sous -groupe de GL(E),est résoluble.
– Le sous- algèbre tn(K), de l’algèbre de lie gln(K), est résoluble

9.3.2 Deuxième théorème de Lie
Soient :

1. R : G −→ GL(E) une représentation linéaire complexe d’un groupe de lie G
connexe et résoluble .Alors, Il existe invariantes de R(G)

2. g un algèbre de lie résoluble et ρ : g −→ gl(E) une représentation linéaire et
complexe de g .
Alors il existe une invariante de ρ(g)

Demonstration du deuxième théorème de Lie

A cause de la correspondance qu’existe entre un groupe de lie résoluble et un algèbre
de lie résoluble les assertions (1) et (2) sont équivalentes .
Essayons de donner une bref démonstration de (1)
Commençons par quelques définitions simples :

1. Soit R : G −→ GL(E) une représentation linéaire d’un groupe G défini sur corps
K Pour n’importe quel caractère X de G . i.e un isomorphisme X : G −→ k× ,
où k× désigne le groupe multiplicative du corps K.

2. Soit Eχ = Eχ(G) = {e ∈ E : R(g)e = χ(g)e∀g ∈ G}
3. Si Eχ 6= ∅,alors

– le caractère χ est appelé régulateur de représentation R.
– le sous -espace Eχ est appelé espace régulateur .

On peut procède de la même manière pour la représentation ρ.

4. On définie pour un λ deg∗ :
Eλ(g) = {e ∈ E : ρ(x)e =?(x)e pour tout x deg}. La démonstration du premier
théorème de lie repose sur :
– Lemme :SoientH le sous -groupe normal de G et χ le caractère de H et R :
G −→ GL(E) la représentation linéaire .
Alors pour tout g de G nous avons :R(g)Eχ(H) = Eχg(H) où
χg(h) = χ(g−1hg),(h ∈ H)
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– Corollaire 1 :Toute irréductible linéaire représentation de groupe de lie connexe
et résoluble (idem pour un algèbre de lie résoluble) est de dimension 1

– Corollaire 2 : Pour un G deGL(E) irréductible et connexe et complexe groupe
de lie : On a soitG est semi- simple ,soit RadG = {cV |c ∈ C×}

– Corollaire 3 :Un algèbre de lieg sur K est résoluble si et ssi l’algèbre de lie[g, g] =
nn(K) est nilpotent

9.3.3 Troisième théorème de Lie
Soit g un algèbre de lie résoluble sur un corps K dont la caractéristique est 0 et soit

ρ : g −→ gl(E) une représentation linéaire de g.
Si tout les nombres caractéristiques de tout les opérateurs ρ(x);x ∈ g,alors il existe un
champ de vecteur E invariant sur ρ(g).
La démonstration de ce théorème provient du théorème 1.1

1. Lemme1 :Soit ρ : g −→ gl(E) une représentation d’un algèbre de lie g sur K
de caractéristique 0 et soit h un idéal de g et Eλ(h) un sous-espace régulateur de
ρ|h.Alors on a les propositions équivalentes suivantes :
– Eλ(h)estinvariantunderρ(g)
– λ(z) = 0∀z ∈ [g, h]
exemple :Si le caractère de K = 2 ,alors l’algèbre de liegl2(K) est résoluble,mais
son identité dans K2n’a pas de vecteurs weigh

2. Lemme 2 :SoitG un groupe de lie résoluble etR : G −→ GL(E) sa représentation
linéaire complexe .Alors il existe un full flag dans E invariant sur un sous-groupe
G1 de G.

3. Démonstration du deuxième lemme : Prenons la fermeture algébrique H = R(G)
comme sous-groupe deR(G) deGL(E),le groupe linéaire résolubleH a un nombre
finie de composantes connexes,via le théorème1.1, il existe a full flag dans E inva-
riant sur H(0).Mais c’est aussi invariant sur le sous-groupe G1 = R−1(H0 le quel
il est finie dans G.

9.4 Théorème d’Ado

9.4.1 énonce du théorème
Tout algèbre de lie réel de dimension finie est isomorphe a un sous algèbre deGL(n,R)

De même tout algèbre de lie complexe de dimension finie est isomorphe a un sous algèbre
de lie de GL(n,C).

9.4.2 Remarque1 :
Ce théorème nous dit que tout algèbre de lie est isomorphe a un algèbre de lie matriciel



Théorème d’Ado c© PG. Géométrie 91

9.4.3 Remarque2 :
Ce fait n’apparaît pas dans les groupes de lie qui en général sont des groupes de lie

matriciels
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9.5 FORMULE DE BACKER- CAMPBELLE- HAUS-
DORF

Nous allons essayer de donner une démonstration bref de la formule BCH. Soit G un
groupe de lie et g = T1G son algèbre de lie,vue comme l’espace tangent à G en l’élément
neutre 1.Alors il existe un voisinage V de 0 dans g et un voisinage U de1 dans G tels que
la restriction de l’application exponentielle exp : V −→ U est un difféomorphisme .
Son inverse U −→ V s’appelle le logarithme et s’écrit log .Si deux éléments A et B
de g sont suffisamment proches de l’origine,alors la formule BCH donne l’expression de
log(expA× expB) en tant que série entière dans l’algèbre de lie engendrée par A etB :
expA× expB = exp(A+B+ 1

2 [A,B] + ( 1
12([A, [A,B]] + [B, [B,A]] + ....)...(1) Dans

cet exposer nous donnons une démonstration très délicate d’algorithme de calcule des
termes de la série (1).Cet algorithme est équivalent à celui de Hausdorff,qui considère le
problème d’un point de vue symbolique.

9.5.1 Séries entières formelles
Nous écrivons expX pour l’application exponentielle d’un groupe de lie et ey pour la

série formelle : ey = 1 +y+ (1
2)y2 + (1

3)y3 + .......... La série de Todd et son inverse sont
les séries entières formelles
td(y) = y

(1−e−y)
= 1 + y

2 + y2

12 −
y4

720 + y6

30240 − .........+ .....

td−1(y) = 1−ey
y = 1 − (1

2y + (1
3y

2 − .... Puisqu’une série entière converge dans son
domaine de convergence,il existe un voisinage V ′ ⊂ V de 0 dans g tel que pour tout
X ∈ V ′ la série td(adX) converge vers un élément de End(g)

9.5.2 Transporter un champ de vecteurs de l’algèbre de lie au
groupe

l’application exp : V −→ U étant un difféomorphisme, elle transport un champ de
vecteur C surV vers un champ de vecteurs C? sur U défini par :
(C?)g = exp?,X(CX) pour X ∈ V ⊂ g et g = expX ∈ U . Puisque gest un es-
pace vectoriel,en chaque point X ∈ g on a une identification canonique de l’espace tan-
gent :T × g ≈ g. Par conséquent, un champ de vecteurs C sur le voisinage V ′ de 0 n’est
autre qu’une application : V ′ −→ g. Ainsi, si on fixe un élément B de g, alors pour
X ∈ v′ l’application: X −→ (tdadX)B est un champ de vecteurs sur V ′ .On désigne par
B le champ de vecteurs
((tdadX)B)∗sur U ′ :
U ′ := exp(V ′) Pour g ∈ U ′ et X = logg,ce champ de vecteur a pour expression :Bg =
exp?,X((tdadx)B).
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9.5.3 Enoncé du résultat
SoitB ∈ g. Comme B est un champ de vecteurs surU ′,il opère sur les fonctions de

U ′. Donc, pour f ∈ C∞(U ′),l’expression :

(eBf)(g) =
∞∑
k=0

1
k

(Bk
f)(g) a un sens si la série converge.

Proposition 1 :La formule BCH

Soient A,B suffisamment proches de 0 dans g .Alors la série (eB log)(expA) =
∞∑
k=0

1
k

(Bk log)(expA) converge et

log(expA× expB) = (eB log)(expA) = (e((td adX)B)? log)(expA).

9.5.4 Trois règles pour calculer avec C?

Pour appliquer la proposition1 on n’a besoin que de trois règles simples, démontrées
plus loin dans cet exposer.
La définition de C? est particulièrement adaptée à la fonction log

Proposition 2

Soit C un champ de vecteur surV ′ ⊂ g,autrement dit
une application :V ′ −→ g qui Vérifie les conditions suivantes :

1. le champ de vecteurC? vérifie C?log = C˚log sur U ′

2. Si B : U ′ −→ g est une fonction constante,alors C?B = 0

3. (Formule du produit) Si Y ,Z : U ′ −→ g sont lisses ,
alors C?[Y,Z] = [C?Y, Z] + [Y,C?Z]

9.5.5 Exemple de calcule
Avant de démontrer les propositions 1 et 2 ,calculons les termes de degré inférieur

ou égal à 4 dans la formule de BCH. Soient X un élément proche de 0 dans g et wX =
(tdadX)B dans g.AlorswX = (tdadX)B = (1+ 1

2adX+ 1
12/(adX)2−......+.....)B =

B + 1
2 [X,B] + 1

12 [X, [X,B]] − 1
720 [X, [X, [X, [X,B]]]] + ..... Pour alléger les nota-

tions,nous écrivons dans la suite L = log. Avec cette notation,[L,B] est une fonction
lisse :U ′ −→ g dont
la valeur en g ∈ U ′ est [L,B](g) = [logg,B].En appliquant les trois règles de la proposi-
tion2,on a,modulo les termes de degré strictement supérieur à 4 en L et B
w∗L = w ◦ L ≈ B + 1

2 [L,B] + 1
12 [L, [L,B]]et donc w∗2L = w∗(w∗L) ≈ w∗B +

1
2w
∗[L,B] + 1

12w
∗[L, [L,B]] ≈ 1

2 [w∗ ◦ L,B] + 1
12 [w∗ ◦ L, [L,B]] + 1

12)[L, [w ◦ L,B]]
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≈ 1
4 [[L,B], B] + 1

24 [[L, [L,B]], B] + 1
12 [B, [L,B]] + 1

24 [L, [[L,B], B]]≈ 1
6 [B, [B,L]] +

1
12 [B, [L, [B,L]]] w∗3L ≈ 1

6 [B, [B,w ◦ L]] + 1
12 [B, [w ◦ L, [B,L]]] + 1

12 [B, [L, [B,w ◦
L]]] + ..... ≈ 1

12)[B, [B, [L,B]]] + 1
12 [B, [B, [B,L]]] + .. = 0 + ..

Par suite, d’après la proposition
log(expA×expB) = (ew

∗
L)(expA) = a et a = (1+w∗+ 1

2(w∗)2+ 1
3(w∗)3+.....)L|expA

et par suite a = L+B+ 1
2 [L,B]+ 1

12)[L, [L,B]])+ 1
2

1
6 [B, [B,L]]+ 1

12 [B, [L, [B,L]]])+
1
3 .0 + .. + |expA = b et enfin b = A + B + 1

2 [A,B] + 1
12 [A, [A,B]] + 1

12 [B, [B,A]] +
1
24 [B, [A, [B,A]]] + .... La comparaison de ce calcule avec celui de , montre que l’algo-
rithme proposé dans la proposition 3.1 apparaît plus rapide que la formule de Dynkin,car
ce calcul comporte moins de termes et aussi moins d’annulations

9.5.6 Les outils
La démonstration de la proposition3.1 repose sur deux résultats standard :le théorème

de Taylor et la dérivée de l’application exponentielle. Si B ∈ g ,alors le champ de vecteur
invariant à gauche B sur G est :

1. Thermie de Taylor :Soient f une fonction analytique au voisinage d’un point g ∈
U ⊂ G,etB un élément de l’algèbre de lie g suffisamment proche de 0.Alors

2. Dérivée de l’application exponentielle :SoientX ∈ V ⊂ g,puisC ∈ T×g identifié
à g Si g = expX , alors exp∗,X(C) = (lg) ∗ ((td−1adX)(C))

9.5.7 Comparaison des champs de vecteurs
De (5),on déduit une relation entre les deux champs de vecteurs B̃et B définie par un

élément B de g

Proposition 3

Pour tout B de g , les champs de vecteurs B̃ etB sur U ′ sont égaux

Démonstration

Pourg deU ′, on écrit g = expX . AlorsB = exp∗,X((tdadX)B) = m ( par définition
de B),il vient que m = lg ∗ (td−1adX)(tdadX)B = s ( d’après l’équation (5))et enfin
s = Lg ∗B = B̃g ( par définition de B̃ )

9.5.8 Démonstration de formule et des règles de calcul
Démonstration de la proposition 3.1 :Dans le théorème de Taylor (équation (4)),on

prend pour f la fonction log et pour g le point expA.
Alors f(gexpB) = log(expA × expB) = d et d = (eB̃log)(expA),il vient que d =
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(eBlog)(expA) et enfin d =
∞∑
k=0

(
1
k

)(Blog)(expA) Puisque B = B̃,la convergence de la

série est garantie par le théorème Taylor . Démonstration de la proposition4.1

1. Pour (i) Soit : g = expX dans U ′.Alors X = logg et (C∗log)(g) = (C∗)glog =
(exp∗,XCX)(log) = CX(log ◦ exp) = CX(id) = CX = (C ◦ log)(g)

2. (ii)est claire

3. (iii) On choisit une baseE1, ...., En pourg, puis on écrit [Ei,Ej ] =
∑
ckijEk SiY =∑

yiEi et Z =
∑
zjEj ,

alors : C∗[Y, Z] = C∗
∑
ckijyizjEk +

∑
ckijyi(C

∗)Ek = [C∗Y,Z] + [Y,C∗Z]
puisque C∗ est un champ de vecteur sur U ′

9.5.9 Finitude de l’algorithme
Conservons les notations ci -dessus,à savoirA et B sont deux éléments proches de 0

dans g,
wX = (tdadX)B pour XdeV ′ et L = log. D’après la proposition3.1 :
log(expA× expB) = (1 +w∗ + 1

2(w∗)2 + (1)
3 (w∗)3 + ....)L|expA. Comme l’expression

à droite est une somme infinie,pour qu’elle donne un algorithme effectif,il faut montrer
qu’on peut calculer les termes de degrén en un nombre fini d’étapes. Soit Y un monôme
de lie en L et en B. On désigne par degY et degBY le degré total de Y et le degré de Y
en B respectivement.
par exemple, deg[L, [B, [L, [B,L]]]] = 5 etdegB[L, [B, [L, [B,L]]]] = 2. Si Y est un
polynôme de lie homogène , c’est à dire dont tous les termes sont de même degré, alors
Y est bien défini.

Lemme

Soient W un monôme de lie enX etB, et Y un monôme de lie en L et B . Supposons
W ∗Y 6= 0.Alors W ∗Y est un polynôme de lie homogène en L et B ,et homogène en B.
De plus

– degW ∗Y = degW + degY − 1
– degBW

∗Y = degBW + degBY

Preuve du Lemme

Pour :
– (i) Effectuons une récurrence sur le degré de Y . lorsque degY = 1,on a Y = B ou
Y = L.
Si Y = L,alors degW ∗Y = degW ◦ L = degW = degW + degL− 1
ce qui démontre (i) pour degY = 1. Maintenant supposons que (i) est valable
pourW ∗Y etW ∗Z. AlorsW ∗[Y, Z] = [W ∗Y,Z]+[Y,W ∗Z]. D’après l’hypothèse
de récurrence,deg[W ∗Y,Z] = degW ∗Y + degZ = degW + degY − 1 + degZ =
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degW +deg[Y,Z]−1 et de même pour [Y,W ∗Z].Donc, degW ∗[Y, Z] = degW +
deg[Y,Z]− 1

– (ii) La démonstration est analogue à celle de (i), en effectuant une récurrence
surdeg(Y ) (et non surdegBY )

Lemme

Soit w = (tdadX)B deg. Alors le degré en B de chaque terme dans (w∗)kL est égal
à k.

preuve du Lemme

: Le lemme est évident pour k=1.D’après le lemme 9.1 et par récurrence sur k, nous
avons
degB(w∗)kL = degB(w∗((w∗)k−1L)) = y,il vient que y = degBw+degB((w∗)k−1L) =
1 + (k − 1) = k

Lemme 1. Pour k ≥ 2, le degré total (en L et B) de chaque terme dans (w∗)kL est au
moins k + 1.

D’après le lemme2, le degré en B de chaque terme dans (w∗)kL est k. Si le degré
total est k, alors il n’y a pas de L dans ce terme. Pour k = 2, un monôme de lie en B sans
facteurs de L est 0. Donc, le degré total de chaque terme, dans (w∗)kL, est au moins k+1.
Il résulte du lemme 9.3 que les termes de degré n de la série de Campbell-Haussdorff (6)
sont les termes de degré n de la somme finie :

(
1 + w∗ + (1

2)(w∗)2 + ...+ ( 1
n−1(w∗)n−1

)
L|expA

D’après le lemme 9.1 (i), pour calculer les termes de degré n de (w∗)kL , on peut suppri-
mer tous les termes de dégel > n+ 1 de w∗. Donc chaque terme (w∗)kL dans la somme
(7) calcul les termes de degré n de la série de Haussdorff en un nombre fini d’étapes.
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Métriques riemanniennes



CHAPITRE 11

Produit scalaire

11.1 Introduction
En géométrie vectorielle, le produit scalaire est une opération algébrique s’ajoutant

aux lois s’appliquant aux vecteurs. A deux vecteurs elle associe leur produit, qui est un
nombre (ou scalaire). Elle permet d’exploiter les notions de la géométrie euclidienne tra-
ditionnelle : longueurs, angles, orthogonalité en dimension deux et trois, mais aussi de
les étendre à des espaces vectoriels réels de toute dimension, et aux espaces vectoriels
complexes.

Applications du produit scalaire
Le produit scalaire possède de multiples applications. En physique, il est, par exemple,

utilisé pour modéliser le travail d’une force. En géométrie analytique il permet de détermi-
ner le caractère perpendiculaire de deux droites ou d’une droite et d’un plan. Dans le cas de
la dimension finie quelconque, il dispose de nombreuses applications algébriques : il per-
met de classifier les quadriques, offre des outils pour la réduction d’endomorphismes ou
encore est à la base de multiples techniques statistiques comme la méthode des moindres
carrés ou l’analyse en composantes principales. En géométrie, il confère à l’espace vecto-
riel une structure d’espace métrique disposant de nombreuses propriétés comme la com-
plétude. Le produit scalaire est aussi utilisé dans des espaces de dimension infinie, il per-
met alors de résoudre des équations aux dérivées partielles. La théorie devient plus subtile
et de nombreux résultats, vrais en dimension finie, prennent une autre forme.

Aperçu historique
Element important de calcul en géométrie euclidienne, le produit scalaire apparaît

cependant assez tard dans l’histoire des mathématiques. On en trouve trace chez Hamilton
en 1843 lorsqu’il crée le corps des quaternions. Peano le définit ensuite associé à un
calcul d’aire ou de déterminant. Roberto Marcolongo et Cesare Burali-Forti le définissent
seulement à l’aide du cosinus d’un angle et lui donne le nom de produit intérieur ou
produit scalaire. C’est sous cette forme qu’il apparaît par la suite. Sa qualité de forme
bilinéaire symétrique sera ensuite exploitée en algèbre linéaire et, de propriété, deviendra
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définition. La notation du produit scalaire à l’aide d’un point ou provient de Josiah Willard
Gibbs, dans les années 1880.

11.1.1 Définitions et propriétés algébriques premières
On considérera un espace traditionnel tel qu’il est défini par Euclide : plan ou espace

formé de points dans lequel les notions de distance et d’angle sont connues.On sais aussi
calculer le cosinus de tout angle géométrique. Les théorèmes suivantes sont également
utilisables : le théorème de Pythagore, et celui de Thalès.

Définition 7 (Produit scalaire euclidien). C’est une forme bilinéaire, symétrique, définie
positive.

φ : E × E −→ R
(x, y) 7−→ φ(x, y)

Définition 8 (Produit hermitien). C’est une forme sesquilinéaire, symétrique, définie po-
sitive.

φ : E × E −→ C
(x, y) 7−→ φ(x, y)

Rappelons les définitions suivantes :

Définition d’une forme bilinéaire : On dit que φ est une forme bilinéaire si φ est
une application de E × E vers R qui vérifie les conditions suivantes :

1. φ(λx+ y, z) = λφ(x, z) + φ(y, z),

2. φ(x, λy + z) = φ(x, z) + λφ(x, y),
pour tout x, y, z ∈ E, et pour tout λ ∈ R.

Définition de la symétrie : On dit que φ est symétrique si, pour tout x, y ∈ E

φ(x, y) = φ(y, x)

Définition d’une forme sesquilinéaire : On dit que φ est une forme sesquilinéaire
si φ est une application de E × E vers C qui vérifie les conditions suivantes :

1. φ(λx+ y, z) = λφ(x, z) + φ(y, z),

2. φ(x, λy + z) = λφ(x, y) + φ(x, z),
pour tout x, y, z ∈ E, et pour tout λ ∈ C.

Définition d’orthogonalité : Soit x, y ∈ E. On dit que x est orthogonal à y par
rapport à φ si φ(x, y) = 0.
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Définition d’une forme quadratique : On appelle forme quadratique associée à φ,
l’application

q : E −→ R
x 7−→ φ(x, x)

• Topologiquement, le produit scalaire donne lieu à une norme

‖x‖ =
√
φ(x, x) =

√
q(x).

où q est la forme quadratique associée à la forme bilinéaire φ.
• On a l’identité de polarisation : φ(x, y) = 1

2 [q(x+ y)− q(x)− q(y)].

Représentation matricielle

Soit B = {v1, v2, ..., vn} une base de E, soit X =
n∑
i=1

xivi, Y =
n∑
j=1

yivi

φ(X,Y ) = φ

(
n∑
i=1

xivi,

n∑
i=1

yivi

)
=
∑
i

∑
j

xiyjφ(vi, vj)

=
∑
i,j

xiyj φij

= tXMφ
BY

• Mφ
B est appelé la matrice associée à φ dans la baseB.

• Mφ
B est symétrique, i.e. Mφ

B = tMφ
B .

• Mφ
B est unique par rapport à un choix de base.

• L’effet de changement de bases nous donne Mφ
B′ = tPMφ

BP , pour toutes bases B,
B′ de E.

• Mφ
B est appelée aussi matrice associée à q, tel que q(x) =

∑
i,j xixj φij , la forme

quadratique d’ordre 2.

Caractères algébriques équivalentes

Une forme bilinéaire symétrique φ est dite :

1. positive si, pour tout x ∈ E, q(x) = φ(x, x) ≥ 0.

2. négative si, pour tout x ∈ E, q(x) = φ(x, x) ≤ 0.

3. définie positive si, pour tout x ∈ E − {0}, q(x) > 0.

4. définie négative si, pour tout x ∈ E − {0}, q(x) < 0.

5. définie si elle est définie positive, ou définie négative.

6. semi-définie si elle est positive, ou négative.
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7. non-dégénérée si 0 est le seul vecteur orthogonal à E. Autrement dit,

φ(x, y) = 0, ∀y ∈ E =⇒ x = 0.

11.1.2 Définitions équivalentes et propriétés
Définition 9. Un produit scalaire euclidien est une forme bilinéaire symétrique positive
non-dégénérée.

Définition 10. Un produit scalaire pseudo-euclidien est une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée.

Terminologie

• Un vecteur x ∈ E est dit isotrope, si q(x) = 0 (light-like, i.e. de type lumière).
• Un vecteur x ∈ E est dit positif, si q(x) = 0 (space-like, ou de type espace).
• Un vecteur x ∈ E est dit négatif, si q(x) = 0 (time-like de type temps).

La causalité est le caractère d’un vecteur d’être : isotrope, positif ou négatif.

Proposition 3. Une forme bilinéaire symétrique φ est non-dégénérée si et seulement si
Mφ
B est inversible.

Proposition 4. Pour tout produit scalaire pseudo-euclidien, il existe une base orthonor-
mée...

Remarque très importante

L’un des avantages de la base orthonormée est d’avoir l’écriture ci-dessous : Mφ
B =

tPMφ
B′P , tel queMφ

B′ =
(
Is 0
0 Ir

)
B n’importe quel base deE,B′ la base orthonormale de

E {e1, ..., es, e
′
1, ..., e

′
r}. Où s est le nombre de vecteurs positifs, r le nombre de vecteurs

négatifs.

Définition 11. Le couple (s, r) s’appelle signature de φ, de plus s+ r = n.

Proposition 5. (s, r) ne dépend pas du choix de la base.

Remarque. Soit φ de signature (s, r) alors :
– Le cas euclidien correspond à r = 0.
– Le cas lorentzien correspond à s = n− 1.

11.2 Métriques riemanniennes et leurs variantes

11.2.1 Métriques pseudo-riemanniennes
La géométrie pseudo-riemannienne est une extension de la géométrie riemannienne ;

au même titre que, en algèbre bilinéaire, l’étude des formes bilinéaires symétriques gé-
néralisent les considérations sur les métriques euclidiennes. Cependant, cette géométrie
présente des aspects non intuitifs des plus surprenants.
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Définition 12. Une métrique pseudo-riemannienne sur une variété différentielle M de
dimension n est une famille g = {gx} de formes bilinéaires symétriques non-dégénérées
sur les espaces tangents TxM de signature constante (s, r). Le couple (M, g) est ap-
pelé variété pseudo-riemannienne. La géométrie pseudo-riemannienne est l’étude de ces
structures, de leurs particularités et des relations qu’elles entretiennent entre elles.

Remarques et Résultats

• Les variétés pseudo-riemanniennes représentent une classe importante de variétés
différentielles, regroupant en particulier les variétés riemanniennes et les variétés
lorentziennes :

• Une variété pseudo-riemannienne est riemannienne lorsque la signature est (n, 0)
ou (0, n).

• Une métrique pseudo-riemannienne est dite lorentzienne lorsque la signature est
(n− 1, 1) ou (1, n− 1).

• Comme en géométrie riemannienne, il existe une mesure naturelle sur toute variété
pseudo-riemannienne (M, g), localement donnée par l’unique forme volume valant
1 sur toute base pseudo-orthonormée. Si la variété est orientable, la forme volume
est globalement définie.

• Il existe une unique connexion, appelée connexion de Levi-Civita, l’existence de
cette connexion implique les conséquences de rigidité suivantes :
– Une isométrie f d’une variété pseudo-riemannienne (M, g), fixant un point m,

et telle que dxf = id, est l’identité.
– Le groupe d’isométrie d’une variété pseudo-riemannienne de dimension n est un

groupe de Lie de dimension finie, au plus n(n+1)
2 .

• La norme d’un vecteur n’est pas définie.
• La particularité de la géométrie riemannienne est qu’elle est à la croisée des géomé-

tries pseudo-riemanniennes et des géométries de Finsler. Elle bénéficie donc d’une
distance.

• Soit g la métrique pseudo-riemannienne p ∈ M , (par l’extension de l’algorithme
de Gram-Schmidt) on peut construire la base (E1, ..., En) de l’espace TpM , où
l’expression de g, pour tout pour tout 0 ≤ r ≤ n, est de la forme :

g = −(ϕ1)2 − ...− (ϕr)2 + (ϕr+1)2 + ...+ (ϕn)2

r s’appelle index de la métrique g.
r est égale à la dimension maximale de chaque sous-espace de TpM où gp est
définie négative. Cet indice ne dépend pas du choix de la base.

Exemples. Le groupe orthogonal O(p, q) : On désigne les coordonnées dans Rp+q par
(x, y) = (x, ..., xp, y1, ..., yq). On note Rp+q la variété pseudo-riemannienne (Rp+q, ds2)
où

ds2 = dx2
1 + ...+ dx2

p − dy2
1 − ...− dy2

q
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On note Ipq =: (1, ..., 1,−1, ...,−1) une matrice diagonale (p + q, p + q). Le groupe
orthogonal O(p, q) est l’ensemble des matrices (p+ q)× (p+ q) défini par :

G = O(p, q) := {g ∈ GL(p+ q,R) tel que tgIpqg = Ipq}

11.2.2 Métriques lorentziennes
Définition 13. Les métriques pseudo-riemanniennes de signature (s, 1) (ou parfois (1, r),
selon la convention de signes) sont appelées métriques lorentziennes. Une variété équipée
d’une métrique lorentzienne est naturellement appelée variété lorentzienne.

Définition équivalente C’est une métrique pseudo-riemannienne dans le cas ou l’in-
dex est égal à 1.

Exemples. La métrique lorentzienne sur Rn+1, avec les coordonnées (ξ1, ...., ξn, τ), la
métrique m s’écrit :

m = (dξ1)2 + ...+ (dξn)2 + (dτ)2

cette métrique s’appelle aussi métrique de Minkowski.

Remarque et Résultat

Après les variétés riemanniennes, les variétés lorentziennes forment le deuxième plus
important sous-ensemble de variétés pseudo-riemanniennes. Elles sont importantes à cause
de leurs applications physiques à la théorie de la relativité générale. Une des principales
hypothèses de la relativité générale est que l’espace-temps peut être modélisé comme une
variété lorentzienne de signature (3, 1).

11.2.3 Métriques sous-riemannienne
Dans certains cas, elle est dite métrique riemannienne singulière, ou encore dite mé-

trique de Carnot-Carathéodory

Définition 14. Une métrique sous-riemannienne, sur une variété différentielle M , est la
donnée du fibré des distributions lisses S ⊂ TM ( i.e. un sous-fibré du fibré tangent TM ).

Exemples. La métrique sous-riemannienne surgit naturellement dans l’étude des mo-
dèles abstraits des sous-variétés réelles de l’espace complexe Cn (s’appellent aussi CR-
variétés)
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11.2.4 Métriques Finsleriennes
Définition 15. La métrique de Finsler (métrique Finslerienne), sur la variété M , est la
fonction continue F : TM −→ R, plate sur le complément de la section zéro. Cela définie
une norme sur chaque espace tangent TpM . C’est-à-dire :

F (X) > 0, pour tout X 6= 0
F (λX) = |λ|F (X), pour tout λ ∈ R
F (X + Y ) ≤ F (X) + F (Y )

Exemples. La métrique de Kobayashi, et la métrique Carathéodory sont définies intrin-
sèquement, ce sont des métriques Finslerienne bi-holomorphiquement invariantes

11.3 Partition de l’unité
Théorème 7. Soit X un espace métrique et A une partie fermée. Soit U1, ..., Un une
famille finie d’ouverts de X recouvrant A (A ⊂ ∪n1Ui). Alors il existe des fonctions
continues fi : X −→ [0, 1], i = 1, 2, ..., n vérifiant :

1. supp fi ⊂ Ui
2.
∑n

1 fi(x) = 1 en tout point x d’un voisinage de A.

On dit que ces fonctions forment une partition de l’unité subordonnée au recouvrement
donné.

11.3.1 Rappels
Avant de démontrer le théorème précèdent, on a besoin de se rappeler de quelque

notions :

Support d’une fonction : Pour une fonction numérique f , réelle ou complexe, le
support de f , noté supp f , est l’adhérence de l’ensemble {x ∈ X, f(x) 6= 0}. Son
complémentaire est le plus grand ouvert sur lequel f est nulle.

Théorème d’Uryssohn : Soit A et B deux fermés disjoints dans X . Il existe alors
une fonction continue f : X −→ [0, 1], valant 1 au voisinage de A et 0 au voisinage de
B.
On dit que f est une fonction d’Uryssohn pour la paire (A,B).

Lemme de rétrécissement : Soit A un fermé de X et soit U un voisinage ouvert de
A. Alors il existe un voisinage ouvert V de A dont l’adhérence dans X est contenue dans
U .
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Démonstration. Admettons que l’on sache construire des ouverts Vi recouvrant A et tels
que Vi ⊂ Ui.
On prend alors des fonctions d’Uryssohn gi pour les paires (Vi, X \ Ui). Le support de
gi est continu dans Ui. Certainement en tout point x ∈ ∪Vi, qui est un voisinage de A,
la somme

∑
gi(x) est strictement positive . Soit aussi ϕ une fonction d’Uryssohn pour

(A, {x ∈ X,
∑
gi(x) = 0}). On vérifie que la formule ci-dessous convient :

fi =
ϕgi∑
gi

Quand à la construction des Vi on la fait de proche en proche . Soit A1 = A \ ∪i≥2Ui
C’est un fermé contenu dans Ui. Donc, par le lemme de rétrécissement, il existe un ouvert
V1 contenant A1 et dont l’adhérence est dans U1. On considère alors le fermé A2 = A \
(V1 ∪U3...), il est contenu dans U2. L’ouvert V2 s’obtient en appliquant le rétrécissement
à la paire A2 ⊂ U2 etc...

11.3.2 La justification demandée
Les variétés qu’on utilise sont par définition séparées à base dénombrable, donc tout

recouvrement ouvert de notre variété de base admet une partition de l’unité subordonnée à
ce recouvrement. Pour justifier l’existence de métriques riemanniennes sur chaque variété,
on prend un recouvrement {Ui}i∈I ouverts tel que ces ouverts sont les domaines des cartes

φi : Ui −→ Vi ⊂ Rn.

Sur chaque ouvert Vi on a la métrique euclidienne induite par celle de Rn qu’on note par
dsi = dx2

1 + ...+ dx2
n.

On définit une métrique gi sur Ui comme suit :
pour tout p ∈ Ui et tout u, v ∈ TpUi.

gi(p)(u, v) = dsi(φi(p))(dpφi · u, dpφi · v)

Maintenant, si {fi}i∈I est une partition de l’unité subordonnée à notre recouvrement,
alors chaque fi : M −→ R est de support inclus dans Ui et que

∑
i∈I fi = 1. Alors

g =
∑

i∈I figi est une métrique sur M .
Pour les autres métriques, par exemple lorentzienne, le fait de passer par une partition de
l’unité n’est pas toujours vrais.
Pour le cas riemannien, les métriques soient définies positives et que les fonctions fi soient
positives, c’est ce qui fait qu’on peut additionner et multiplier.
Donc en général, on ne peut pas affirmer qu’une variété admet une métrique d’une signa-
ture fixé, sauf dans le cas riemannien.

Exemples. • La variété riemannienne Rn munie de métrique euclidien g telle que
TxRn = Rn. Dans les coordonnées standards, on peut écrire :

g =
∑
i

dxidxi =
∑
i

(dxi)2 = δijdx
idxj .
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• Une sphère "euclidienne” définie par x2
1 + ... + x2

s+r = 1 dans Rs+r n’est une
hypersurface pseudo-riemannienne de Rs+r que lorsque s = 0 ou r = 0.

• De même, dans Cs+r, le cône isotrope de Rs+r, privé de 0, n’est jamais une hyper-
surface pseudo-riemannienne de Rs+r.

11.4 Complétude
En particulier, la notion de complétude d’une variété pseudo-riemannienne se définit

sur des propriétés dynamiques. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est complète
lorsque toutes ses géodésiques se définissent sur R ou, de manière équivalente, lorsque le
flot géodésique est complet.

Remarque. L’un des miracles de la géométrie riemannienne est que la compacité im-
plique la complétude. La situation est différente en géométrie pseudo-riemannienne : le
théorème de Marsden donne des conditions supplémentaires pour obtenir la complétude.

11.4.1 Complétude des variétés pseudo-riemanniennes homo-
gènes

Théorème 8 (Hopf-Rinow). Une variété riemannienne compacte est géodésiquement
complète.

Théorème 9. Une variété lorentzienne compacte à courbure constante est complète.

Proposition 6. Une variété riemannienne homogène est complète.

Proposition 7. Une variété (M, g) pseudo-riemannienne isotrope est complète.

Théorème 10. Une variété pseudo-riemannienne homogène et compacte est complète.

Réponse 1 : La distance définie à partir d’une métrique riemannienne. Une
métrique riemannienne g sur une variété différentielle connexe M définit sur chaque es-
pace tangent une norme (de Banach), donnée par : ‖A‖ =

√
g(A,A). Par définition, la

longueur d’une courbe par morceaux γ : [a, b] → M est définie par : `(γ) =
∫ b
a ‖

�
γ

(t)‖ dt. Pour x, y ∈M , on définit :

d(x, y) = inf{`(γ), γ chemin de x à y}

Cette distance est appelée la distance induite par la métrique riemannienne g entre deux
points x et y de M .
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Vérification des axiomes de distance : Il est immédiat que :

1. d(x, y) ≥ 0 et d(x, x) = 0 c’est trivial car l’intégrale d’une norme sur un intervalle
de R est positif, ou nul dans le cas x = y.

2. d(x, y) = d(y, x) puisque γ chemin de x à y est le même chemin γ de y à x, alors
quand on applique le inf on obtient le résultat .

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) parceque γ1 chemin de x à z, γ2 chemin de z à y et
γ chemin de x à y, tel que x, y, z trois points différentes ne sont pas à la même
droite. Alors on a : γ ≤ γ1 + γ2 vrai quels que soient x, y, z γ ≤ inf γ1 + inf γ2.
γ ≤ d(x, z) + d(z, y). On applique inf sur les deux cotés de l’inégalité inf(γ) ≤
inf(d(x, z) + d(z, y)), le deuxième coté de l’inégalité ne change pas car c’est une
constante réelle, Alors on déduit que : inf(γ) ≤ d(x, z)+d(z, y) quels que soient
x, y, z on résulte enfin que : d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) .

Réponse 2 Une variété riemannienne munie d’une métrique est dite complète si toutes
ces géodésiques peuvent être prolongé à tout R.

11.5 Théorème de Hopf-Rinow
Soit (M, g) une variété riemannienne. Les 4 propositions suivantes sont équivalentes :

1. (M,dg) est un espace métrique complet,

2. Toute géodésique se prolonge indéfiniment.

3. Il existe x ∈M tel que toute géodésique passant par x se prolonge indéfiniment.

4. Les compacts de M sont les fermés bornés.

De plus si l’une de ces 4 propositions est vérifiée alors elle entraîne :
Toute paire de points de M peut être joint par d’une géodésique minimisante.

Démonstration. a =⇒ b Soit (M,dg) un espace métrique complet où M est une variété
riemannienne et dg la distance associée au tenseur métrique g de M . Considérons C :
I −→ M une géodésique telle que I est l’intervalle maximal de C. On veut montrer
que C se prolonge indéfiniment, c’est-à-dire que I = R. Pour cela on va raisonner par
l’absurde. Supposons que sup I = b < +∞. On paramètre C par sa longueur (c’est-à-

dire ‖
�
C (t)‖g = 1, ∀t ∈ I). Soit (tn)n∈N une suite de points de I qui converge vers b.

(tn)n∈N étant convergente, elle est de cauchy. Donc, pour tout ε > 0, il existe N ∈ N∗ tel
que

∀p, q ≥ N, |tp − tq| ≤ ε

On a aussi : dg(C(tp), C(tq)) ≤ `(C)|tptq où p, q ≥ N . L’inégalité résulte du fait que, par
définition,d(x, y) ≤ `α, ∀α ∈ Cxy. De plus,

`(C)|tptq =
∫ tp

tq

√
gc(t)

(
�
C (t),

�
C (t)

)
dt = |tp − tq|
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Car C est une géodésique paramétrée par la longueur, donc ‖
�
C ‖g = 1. De plus, |tp −

tq| < ε, on en déduit alors que

dg (C(tp), C(tq)) ≤ |tp − tq| < ε.

Ce qui signifie que la suite (C(tn))n∈N, qui est une suite de points de M , est de Cau-
chy. Par hypothèse, (M,dg) est un espace métrique complet, donc toute suite de Cauchy
converge. D’où la suite (C(tn))n∈N converge dans M . Soit x0 sa limite. Comme x0 est
un point de M , on considère une carte (U,ϕ) de M en x0.
C est une géodésique, elle vérifie alors, dans la carte (U,ϕ), l’équation des géodésiques.
Pour tout k = 1, ..., n,

��
α
k

(t) + Γkij(α(t))
�
α
i

(t)
�
α
j

(t) = 0

avec α = ϕ ◦C : I −→ Rn, et
�
α
k

(resp,
��
α
k
) est la kième composante de

�
α (resp, de

��
α ) et

les Γkij sont les symboles de Christoffel.
Il existe alorsN ′ > 0 tel que, pour tout n > N ′,C(tn) ∈ U . D’où l’existence d’un ε1 > 0
tel que C (]b− ε1, b[) ⊂ U .

C est une géodésique, donc ‖
�
C (t)‖gC(t)

= Cte = 1 (car la géodésique est paramétrée
par sa longueur). D’où |αi| ≤Mi, ∀t ∈ ]b− ε1, b[.
On pose M = maxi=1,...,nMi et A = supi,j,k Γkij(α(t)).
De l’équation des géodésiques, pour tout k = 1, ..., n,

��
C
k

(t) + Γkij(C(t))
�
C
i

(t)
�
C
j

(t) = 0

on déduit que : | ��
α
k

(t)| ≤ A ·M2, d’où est bornée.

En appliquant le théorème des Bouts,
�
α
i

(t) a une limite quand t −→ b. D’où l’existence

de
�
α
i

(b), donc l’existence de
�
C
i

(b) .
�
C
i

(b) n’est rien d’autre qu’un vecteur tangent en x0 . On a C(tn) −→ x0 quand t −→ b
et C ′(tn) −→ C ′(b) quand t −→ b. Le théorème de Cauchy assure l’existence d’une
unique géodésique β (localement en x0 telle que β(b) = x0 et β′(b) = C ′(b) (avec β est
défini sur ]b− ε2, b− ε2[).
D’où par unicité, β = C sur ]b− ε2, b[, et donc C est défini sur ]b− ε2, b− ε2[.
Contradiction, car I est supposé maximal. Donc b = +∞. De même pour a = inf I on
en déduit que a = −∞ ce qui signifie que : C : R −→ M . Donc toute géodésique se
prolonge indéfiniment.
Preuve de b =⇒ c Cette implication est évidente (car on a une propriété vraie pour tous
les points de la variété, donc en particulier, elle est vérifiée pour un point quelconque).
Preuve de c =⇒ d Pour ce fait, on va annoncer le lemme suivant :
S’il existe un point x ∈ M tel que toute géodésique passant par x se prolonge indéfini-
ment, alors tout point y de M peut être joint à x par une géodésique minimisante .
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On va montrer l’implication c =⇒ d, c’est-à-dire que s’il existe un point x de M tel
que toute géodésique passant par x se prolonge indéfiniment, alors les fermés bornés de
(M,dg) sont les compacts.
Pour montrer que les fermés bornés de (M,dg) sont les compacts, il suffit de montrer que,
pour tout R > 0, la boule fermée Bx(R) est compacte. En effet, si F est un fermé borné
de (M,dg) cela signifie qu’il existe R > 0 tel que F ⊂ Bx(R).
Comme Bx(R) sera un compact, F sera aussi, car un fermé dans un compact est un com-
pact. Considérons la boule fermée Bx(R) dans (M,dg).

Bx(R) = {y ∈M, dg(x, y) ≤ R}

Par hypothèse (la proposition c), toute géodésique passant par x se prolonge indéfiniment.
On en déduit, par définition de l’application exponentielle, que expx est définie sur tout
TxM . En effet, pour tout Xx ∈ TxM , on peut considérer la géodésique CXx passant
par x, avec CXx(0) = x et CXx(1) = exp(Xx). Même si on prend λXx, avec λ ∈ R,
exp(λXx) existe.
D’après le lemme précèdent, n’importe quel point deM peut être joint par une géodésique
minimisante d’origine x.
Soit R > 0, on pose B̃0(R) := {X ∈ TxM, ‖X‖gx ≤ r}.
Pour tout z ∈ Bx(R), il existe C : [0, 1] −→ M (la géodésique minimisante telle que
C(0) = x et C(1) = z). Donc

‖
�
C (t)‖gx = `(C)|10 = dg(x, z) ≤ R

et comme z = expx(
�
C (0)), on a z ∈ expx(B̃0(R)). D’où, pour tout R > 0, Bx(R) ⊂

expx(B̃0(R)).
B̃0(R) est un compact, car c’est un fermé borné d’un espace vectoriel de dimension fi-
nie. Donc, expx(B̃0(R)) est un compact (image directe d’un compact par une application
continue). Finalement, Bx(R) est un compact car un fermé dans un compact est un com-
pact.
Preuve de d =⇒ a (Résultat classique pour les espaces métriques)
Si les compacts de (M,dg) sont les fermés bornées, alors (M,dg) est un espace métrique
complet. En effet, Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy, xn ∈M . Cette suite est bornée donc
il existe F un fermé borné de (M,dg) tel que, pour tout n ∈ N, xn ∈ F .
F est un fermé borné, donc par hypothèse un compact. Toute suite bornée dans un com-
pact admet une valeur d’adhérence (Théorème de Bolzano-Wieirstrass).
Donc, la suite (xn)n∈N, (qui est de Cauchy), admet une valeur d’adhérence. La suite
(xn)n∈N converge.
Alors, il résulte que toute suite de Cauchy converge, ce qui veut dire que (M,dg) est un
espace métrique complet.
On a démontré les équivalences :

a⇐⇒ b⇐⇒ c⇐⇒ d

Mais comme c ⇐⇒ b, on a bien c =⇒ e car pour n’importe quel couple de points de
(M,dg), on applique le lemme précédent à un point et on atteint le second.
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12.1 Introduction

12.1.1 Variétés Différentielles
Définition

une variété différentielle est la donnée d’un ensemble M muni d’une classe d’équiva-
lence d’atlas de classe Ck(k ≥ 1)

définition(atlas equivalence)

Soient A,B deux Ck-atlas sur M . On dit A,B sont équivalents, ou compatibles, noté
A ∼ B si : A ∪B est un Ck-atlas.

Remarque

la réunion de tout les atlas équivalents à un Ck-atlas A, sur M , est un Ck-atlas dit
atlas saturé ou maximal.
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Espace tangent

Espace tangent à M au point p noté : TpM = {vp vpvecteur tangent} tel que :

vp : F (M) −→ Rn

f 7−→ vp(f)

F (M) : l’ensemble de toutes les applications f : M → R de classe C∞. vp(f) est une
dérivation :

1. vp linéaire par rapport à f .

2. vp vérifie l’identité de Leibniz : vp(f · g) = vp(f) · g + f · vp(g).

Remarque

TM =
⋃
p∈M

TpM (tout les vecteurs tangents), appelé fibré tangent (TM une variété

différentielle de dim = 2n). On note : TM =3 X (M)
X ∈ X(M) :

X : M −→ TM
x 7−→ X(x) = Xx tel que Xx ∈ TxM

Restriction : U ouvert de M .

X |U : U −→ TM
x 7−→ X |U (x) = Xx (∀a ∈ U : TaU = TaM)

Résultats

1. (X ∈ X(M) ∧f ∈ C∞(M))=⇒ f.X ∈3∈ (M)

tel que : f.X(x) = f(x).X(x) ∈3∈ (M)

2. ∀x ∈M : TaM ' DaM "dirivation ponctuelle".

donc pour tout x ∈M :

on à :X ∈3∈ (M) =⇒ X(x) ∈ TxM =< ∂x1, ......, ∂xn >.

X(x) =
n∑
i=1

Xi(x)∂xi./Xi : M −→ R. (C∞) ∀i = 1, 2, ......, n.

Théorème

Φ :3∈ (M) −→ D(M)X 7−→ £x / £xf(x) := (X.f)(x) =
n∑
i=1

Xi(x)∂xif(x).

3∈ (M) ' D(M)

∂a = X ∈3∈ (M) / Xa = ∂a.

(£xf)(x) = ∂xf = (∂f)(x). ∀f ∈ C∞Rightarrow£x = ∂
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Algèbre de lie

le crochet de Lie :

[ , ] : g ∗ g −→ g

1. bilinéaire.

2. anti-symétrique.

3. vérifie Jacobi :[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

Remarque

on à :3∈ (M)−̃→D(M)X 7−→ £x.

1. (D(M), [, ]) algebre de Lie −→ [∂1, ∂2] = ∂1 ◦ ∂2 − ∂2 ◦ ∂1.

2. (3∈ (M), [, ]) algebre de Lie −→ [X,Y ] = £X£Y −£Y £X .

Exemples

1. M = R , X = x∂x + ∂y , Y = x2∂y.

[X,Y ] = [x∂x + ∂y, x
2∂y]

. = (x∂x + ∂y)(x2∂y)− (x2∂y)(x∂x + ∂y).

. = x(2x∂x) + x2∂xy − 0− x2∂yy − x3∂yx − x2∂yy.

. = 2x2∂y.

2. [∂xi , ∂xj ](f) = ∂xi(∂xjf)− (∂xif)∂xj
. = ∂2

xixjf − ∂
2
xixjf = 0f ∈ C2

3. X(x, y) = (x2 + y2, xy)

. = (x2 + y2)e1 + xye2 = (x2 + y2)∂x + xy∂y.

=⇒ £Xf = (x2 + y2)∂xf(x, y) + xy∂yf(x, y)

12.1.2 Groupe de Lie
G est un groupe de Lie Si : G est un groupe est une variétè C∞ tel que :

G ∗G −→ GetG −→ GsontC∞(x, y) 7−→ xyx 7−→ x−1

champs des vecteurs invariante à-gouche

G groupe de Lie, X ∈3∈ (G) vecteur tangent.

Lg : G −→ GRg : G −→ Gx 7−→ g.xx 7−→ x.g.
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(translation à gauche ) est ( à droite)

X ∈3∈ (G) est invariante à gauche.

Si : Lg ∗X = X ∀g ∈ G / (f∗X)(x) = Txf(X(x))

Théorème

g = {X ∈3∈ (G) / invariante à gauche}.

1. (g, [, ]) algebre de Lie de dim = dimG

2. il existe un isomorphiseme entre g et TeG

12.2 GEOMETRIE RIEMANNIENE
γ : courbe relieut p à q ∈M variétè.

je doit d’abord s’associe calculé la longeur d’une vecteur vitésse γ′ / γ′ ∈ TpM
Rightarrow il existe un produit scalaire euclidien sur TpM
alors : ∀p ∈M gp : TpM ∗ TpM −→ R.
gp forme bilineaire symetrique défini positive.
On dit gp metrique Riemannien

12.2.1 Proposition
∀p ∈M , gp forme bilineaire symetrique défini positive.

{∂1 |p, ....., ∂n |p} base de TpM

∀v, w ∈ TpM
gp(vw) =

∑
vp(xi)wp(xi)gp< ∂i |p, ∂j |p>︸ ︷︷ ︸

gij

.

12.2.2 définition
M variétè differentiel est g metrique .

on dit : (M, g) variétè Riemannien.

12.2.3 Remarque
1. (M, g) variétè Riemannien :( g : metrique Riemannien)

2. (M, g) variétè Lorentzien :( g : metrique Lorentzien)
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3. soit γ courbe C∞ γ : [0, 1] −→ R

longγ =
∫ 1

0
|gγ(t)(γ

′(t), γ′(t))|
1
2dt→ Inflongg(geodisique)

12.2.4 Connexion lineaire
définition

une connexion léneaire est une applecation∇.

∇ :3∈ (M)∗ 3∈ (M) −→3∈ (M) tel que

. (x, y) 7−→ ∇XY.

∀X,X ′, Y, Y ′ ∈3∈ (M) et f ∈ F (M)
1. ∇X+X′Y = ∇XY +∇X′Y . bilineaire.
2. ∇fXY = f∇XY C∞-linéaire par appore à x ∀f ∈ C∞

3. ∇X(Y + Y ′) = ∇XY +∇XY ′.
4. ∇X(fY ) = f∇XY + (£Xf)Y.
– ∇XY ne depend que de X |p et de Y et de ses dérives en p
– dans un systeme de coordonnées (xi) ∇ est complétement défini par les symboles

de cristoffel Γkij défini par :

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk

Extension de la definition

pour définir de dérivé covariente sur les champs des tenseurs nous donnons des régles
(algébrique) exactement comme pour la dériveé de Lie :

1. ∇X(T ⊗ S) = (∇XT )⊗ S + T ⊗ (∇XS).pour deux tenseurs T et S
2. ∇X commuté avec la contraction des tenseurs .
3. ∇Xf = X.f pour tout f ∈ F (M)
4. ∇X est linéaire .

12.2.5 Les tenseurs
E =< e1, e2, ......., en > R espace vectoriel de dim = n

un tenseur de type (s, r)
(s-fois covariente ,r-fois contravariente)
est un élement de :

£(s+r)(E∗ ∗ E∗......E∗︸ ︷︷ ︸
s−fois

∗E ∗ E ∗ ...... ∗ E︸ ︷︷ ︸
r−fois

)
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T : E∗ ∗ E∗......E∗ ∗ E ∗ E ∗ ...... ∗ E −→ R s+ r − linaire
E =< e1, e2, ......., en > , E∗ =< e1, e2, ......, en >
< ei, ej >= δij . Rightarrowdim£(s+r) = s+ r.

12.2.6 Torsion et Courbure
torsion

la torsion d’une connexion est un tenseur de type (1,2)
défini par l’expression :

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

Remarque

1. la torsion T antisymetrique :

T (X,Y ) = −T (Y,X)

2. la nulitté du tenseur de torsion est équivalente à la relation :

Γkij = ΓkjiRightarrowTij = Γkij − Γkji.

Courbure

la courbure R est un tenseur de type (1,3) défini par :

R(X,Y )Z = (∇X∇y −∇Y∇X −∇[X,Y ])Z

le tenseur de courbure s’exprime en fonction des symboles de cristoffel :

Rklij = ∂iΓkjl − ∂jΓkil + ΓkipΓ
p
jl + ΓkjpΓ

p
il

on nous nottons :∂i = ∂
∂xi

Remarque

1. R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z.

2. ∀f, g, h sur M =⇒ R(fX, gY )hZ = fghR(X,Y )Z.

12.3 CONNEXION DE LEVI-CEVITA
connexion léneaire∇ dite compatible avec une metrique g Si :

X.g(X,Y ) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)

nous dirons aussi que∇ est une connexion metrique.
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12.3.1 définition
la connexion de Levi-Cevita est un operateur

∇ :3∈ (M)∗ 3∈ (M) −→3∈ (M)(X,Y ) 7−→ ∇XY
1. ∇ bilineaire .
2. ∇fXY = f∇XY (C∞-linéaire par appore à x) ∀f ∈ C∞

3. ∇X(fY ) = f∇XY + (£Xf)Y. (Leibinz)
4. – métrique : g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) = £X(g(Y, Z)

– sans torsion : [X,Y ] = ∇XY −∇YX . (T = 0)

12.3.2 Théorème
Il existe une seul∇ qui que vérifie 1),2),3),4)

2g(∇XY, Z) = £Xg(Y,Z) + £yg(X,Z)−£Zg(X,Y )

+g([X,Y ], Z) + g([Z,X], Y ) + g([Y,Z], X)

on dit :la formule de Koszel. tel que :

g(X,Y ) =< X,Y >

12.3.3 Symboles des cristoffel
localement : TxM =< ∂x1, ........., ∂xn >

∇∂xi∂xj =
n∑
k=1

Γkij∂xk/Γ
k
ij =

1
2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij).

12.3.4 Tenseur du courbure de Riemann
soit Mvariétè de Riemann .

la courbure de connexion de Levi-Cevita est une fonction

R :3∈ (M)3 −→3∈ (M) tel que :

RXY Z = ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z.

Remarque

1. on à : [X, fY ] = Xf.Y + f [X,Y ]

alors : RX;fY Z = ∇X(∇fY Z)−∇fY (∇XZ)−∇[X,fY ]Z

. = ∇X(f∇Y Z)− f∇Y∇XZ −Xf.∇Y Z − f∇[X,Y ]Z

. = fRXY Z.
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2. R = 0⇐⇒M est une variétè plate .

Proposition

: ∀X.Y ∈ TpM le lonction linéaire RXY

RXY : TpM −→ TpMZ 7−→ RXY Z est une operateur de courbure .

alors : ∀X,Y, Z, v, w ∈ TpM .

1. RXY = −RY X .

2. < RXY v, w >= − < RXY w, v >.

3. RXY Z +RY ZX +RZXY = 0.

4. < RXY v, w >=< RvwX,Y >.

12.3.5 Sectionel de courbure
R tenseur de courbure de Riemann .

on à :
∀v, w ∈ TpM : Q(v, w) =< v, v >< w,w > − < v,w >2

Q forme quadratique.

définition :

soit (π) sous espace non dégenéré sur M

le Secctionel courbure défini par :

K(v, w) =< Rvwv, w > /Q(v, w).

12.3.6 Tenseur de Ricci
R tenseur de courbure de Riemann .

on appelle tenseur de Recci de courbure le tenseur Ric
à symetrique est défini par :

Ric(X,Y ) =
∑
m

εm < RXEmY,Em >

tel que : εm =< Em, Em > .

12.4 EXEMPLES

12.4.1 Exemple 1
soit G = Π={(x, y)/y > 0} espace heperbolique.



EXEMPLES c© PG. Géométrie 120

1. Monter que G muni de la loi : /

(x, y) ? (x′, y′) = (x+ yx′, yy′).

est un groupe de Lie connexe de dim = 2

2. Montrer que G est résoluble.

3. soit sur G la métrique g

g =
(

1/y 0
0 1/y

)
Déterminer les symboles de cristoffel de la connexion de Levi-Cevita associé àg

4. la courbure R est-elle nulle

5. Déterminer la Sectionel K

6. Déterminer la tenseur de Ricci Ric

solution :

1. (a) (G, ?) est une groupe avec e = (0, 1)

(b) G ouvert de R2 donc variétè C∞ de dim = 2

(c) f : (G ∗G) −→ G((x, y), (x′, y′)) 7−→ (x+ yx′, yy′)C∞

Rightarrowf : R2 ∗ R2 −→ R2(x, y, z, t) 7−→ (x+ yz, yt)

f composé des fonctions C∞ (+,*) alors : f fonction C∞ .

(d) G = R ∗ R∗+ (si R et R∗+ des connexes)
alors : G connexe .(G convexe =⇒G connexe).

2. G résoluble⇐⇒ s’il existe k ≥ 0 / g(k) = {0}

TeG = T(0,1)G = {γ′(0)/γ(0) = e = (0, 1)}

G ouvert de R2 =⇒ G =< e1, e2 >

T(0,1)G ' g ={ champ des vecteurs invariante à gauche }

g =< X,Y >.tel que :

X → e1RightarrowX(0, 1) = e1 → X(g) = T(0,1)Lg(e1)

Y → e2RightarrowY (0, 1) = e2 → Y (g) = T(0,1)Lg(e2)

X(g) = T(0,1)Lg(e1)

. = d
dt |t=0 Lg ◦ γ(t) / γ(0) = (0, 1), γ′(0) = e1

. = d
dt |t=0 (g1, g2) ? (x(t), y(t)) = d

dt |t=0 (g1 + g2x(t), g2y(t))

. = (g2x
′(0), g2y

′(0))

. = (g2, 0) = g2(0, 1) = g2e1
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=⇒ X = y∂x

Y (g) = T(0,1)Lg(e2) / γ(0) = (0, 1), γ′(0) = e2

. = (g2x
′(0), g2y

′(0))

. = (0, g2) = g2e2

=⇒ Y = y∂y

[X,Y ] = [y∂x, y∂y]

. = y∂x(y∂y)− y∂y(y∂x) = y2∂2
xy − y∂x− y2∂2

xy

. = −y∂x

=⇒ [X,Y ] = −X.

=⇒ D(g) =< e1 >

alors : d(D(g)) = {0}

donc g est résoluble et G est résoluble.

Reemarque :

Aff(R) ' G et Aff(R) résoluble =⇒ G résoluble.

3. la métrique :g =
(

1/y 0
0 1/y

)
Rightarrow < ∂x, ∂x >= g11 = 1/y,< ∂x, ∂y >= g12 = 0,

< ∂y, ∂x >= g21 = 0, < ∂y, ∂y >= g22 = 1/y

la connexion :

∇ :3∈ (M)∗ 3∈ (M) −→3∈ (M)(X,Y ) 7−→ ∇XY

∇∂xi∂xj =
n∑
k=1

Γkij∂xk

on à :
2 < ∇XY,Z >= £X < Y,Z > +£y < X,Z > −£Z < X,Y >

. + < [X,Y ], Z > + < [Z,X], Y > + < [Y,Z], X >

on à : [∂xi, ∂xj ] = 0
(a) 2 < ∇∂x∂x, ∂x >= ∂x < ∂x, ∂x > +∂x < ∂x, ∂x >

. − ∂x < ∂x, ∂x >

. = ∂
∂x(1/y) = 0.

(b) 2 < ∇∂x∂x, ∂y >= ∂x < ∂x, ∂y > +∂x < ∂x, ∂y >
. − ∂y < ∂x, ∂x >
. = − ∂

∂y (1/y) = 1/y2.

Rightarrow∇∂x∂x = Γ1
11∂x+ Γ2

11∂y

< Γ1
11∂x+ Γ2

11∂y, ∂x >= 0⇔ Γ1
11 = 0
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< Γ1
11∂x+ Γ2

11∂y, ∂y >= 1/2y2 ⇔ Γ2
11 = 1/2y

Rightarrow∇∂x∂x = 1
2y∂y

alors :
– ∇∂x∂x = 1

2y∂y / Γ1
11 = 0,Γ2

11 = 1/2y
– ∇∂y∂x = − 1

2y∂x / Γ1
12 = −1/2y,Γ2

12 = 0
– ∇∂x∂y = − 1

2y∂x / Γ1
21 = −1/2y,Γ2

21 = 0
– ∇∂y∂y = − 1

2y∂y / Γ1
22 = 0,Γ2

22 = −1/2y

4. la courbure :

R(X,Y )Z = ∇X∇yZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

R(∂x, ∂y)∂x = ∇∂x(∇∂y∂x)−∇∂y(∇∂x∂x)−∇[∂x,∂y]∂x

. = ∇∂x(− 1
2y∂x)−∇∂y( 1

2y∂y)......(∗)

on à :∇X(fY ) = (∇Xf)Y + f∇XY

. = (£Xf)Y + f∇XY

alors :

(∗) = − 1
2y∇∂x∂x− [− 1

2y2
∂y + 1

2y∇∂y∂y]

. = − 1
4y2
∂y + 1

2y2
∂y + 1

4y2
∂y = 1

2y2
∂y

Rightarrow donc R 6= 0 alors g n’est pas une plate .

méme methode calcules :

R(∂x, ∂y)∂y,R(∂x, ∂x)∂y, ...

5. Sectionel courbure :

Q(∂x, ∂y) =< ∂x, ∂x >< ∂y, ∂y > − < ∂x, ∂y >2

. = 1
y .

1
y = 1

y2
.

le Sectionel K(v, w) =< Rvwv, w > /Q(v, w)

K(∂x, ∂y) =< R(∂x,∂y)∂x, ∂y > / 1
y2
.

. =< 1
2y2
∂y, ∂y > / 1

y2
= 1/2y3

1/y2
= 1/2y.

6. le tenseur de Ricci :

Ric(X,Y ) =
∑
m

εm < RXEmY,Em >

tel que : εm =< Em, Em > .

ε1 =< ∂x, ∂x >= 1/y, ε2 =< ∂y, ∂y >= 1/y

Ric(∂x, ∂y) = ε1 < R∂x∂x∂y, ∂x > +ε2 < R∂x∂y∂y, ∂y >= 0
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Ric(∂x, ∂y) = 0

Ric(∂x, ∂x) = 0 méme méthode.

12.4.2 Exemple 2
M = Rn −→ variétè de dim = n

g métrique induite

g = id =


1 . . 0
. 1 . .
. . . .
0 . . 1


gii =< ∂xi , ∂xi >= 1

gij =< ∂xi , ∂xj >= 0 i 6= j.

la connexion∇ :

∇∂xi∂xj =
n∑
k=1

Γkij∂xk

on à :
2 < ∇∂x1∂x1, ∂x1 >= ∂x1 < ∂x1, ∂x1 >= (1)′ = 0

<
n∑
k=1

Γkij∂xk, ∂xi >= 0 =⇒ Γkij = 0, ∀i, j, k

=⇒ ∇∂xi∂xj = 0, ∀i, j
la courbure :

R(X,Y )Z = ∇[X,Y ]Z −∇X∇yZ −∇Y∇XZ

R(∂xi, ∂xj)∂xk = ∇[∂xi,∂xj ]∂xk −∇∂xi∇∂xj∂xk −∇∂xj∇∂xi∂xk
. = 0 + 0 + 0 = 0

=⇒ (Rn, g) plate.

12.5 le tenseur sur une variétè :

12.5.1 definition :
pour tout p ∈M variétè differentielle .

1. le tenseur du covariante A de type (0.s) en poit p defini par l’application multili-
neaire.

Ap : (TpM)× (TpM)× ......× (TpM) −→
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2. de la méme faon en defini le (1.s)− tenseur en poit p .

Ap : (TpM)× (TpM)× ......× (TpM) −→ (TpM)

3. le tenseur de type (r.s) en poit p defini par l’application multilineaire.

Ap : (TpM)× ......× (TpM)︸ ︷︷ ︸
s−fois

× (TpM)∗ × ......× (TpM)∗︸ ︷︷ ︸
r−fois

−→

tel que : (TpM)∗ = hom(TpM, ) (le dual du l’espace TpM )

– (s− fois) −→ s− covariante
– (r − fois) −→ s− contracovariante
– TpM =< ∂

∂xi1
, ......, ∂

∂xis
>

– (TpM)∗ =< dxj1 , ......, dxjr >
méme définition de tenseur qui remplacée TpM avec XE(M)

12.5.2 les conventions de sommation d’Einstein :
la convention de sommation suinante est utilisée calcul du ricci ,et est connu sous le

nom de la convention de sommation d’Einstein habituellement ,les somme sont formées
sur indices comme qui se produit dans formules les deux un superieur (dans le numérateur
) et un inferieur (dans le dénominateur)
souscrit sans les symboles de sommation explicité.
par :

hik = hjigjkau lieu dehik =
∑
j

hjigjkη
i = ξi

∂yi

∂xj
au lieu deηi =

∑
j

ξi
∂yi

∂xj

12.6 la connexion linéaire :

12.6.1 definition :
Une connexion linéaire sur une variétè Riemanienne (M, g) est une application ∇

(nabla)
∇ : XE(M)×XE(M) −→ XE(M)(X,Y ) 7−→ ∇XY

tel que :∀X1, X2, Y1, Y2 ∈ XE(M) et ∀f ∈ F(M)(f : M −→ C∞)

1. ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y (additivité par appor à X)

2. ∇fXY = f.∇XY (linéairité par appor à X)

3. ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2 (additivité par appor à Y )

4. ∇X(fY ) = f.∇XY + (X(f)).Y (leibinz)
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12.6.2 remarque :
pour fixé le vecteur Y le derivée covariante est un tenseur de type (1.1) defini par :

∇Y (X) := ∇XY .
mais l’association X,Y 7−→ ∇XY n’est pat un tenseur de type (1.2) puis ce que le régle
de leibinz (n’est pas linéaire par appor à Y ).( car le tenseur est un application multili-
néaire).

12.7 la connexion de Levi-Cevita :

12.7.1 definition :
la connexion de Levi-Cevita est une application∇

∇ : XE(M)×XE(M) −→ XE(M)(X,Y ) 7−→ ∇XY

tel que :∀X1, X2, Y1, Y2 ∈ XE(M) et ∀f ∈ F(M)(f : M −→ C∞)

1. ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y (additivité par appor à X)

2. ∇fXY = f.∇XY (linéairité par appor à X)

3. ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2 (additivité par appor à Y )

4. ∇X(fY ) = f.∇XY + (X(f)).Y (leibinz)

5. X(g(Y,Z)) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) (la compatibilité avec la metrique)

6. ∇XY −∇YX − [X,Y ] = 0 (sans torsion)

12.7.2 formule de Koszul :
soit ∇ la connexion de Levi-Cevita et g métrique sur une variétè de Riemmane

on dit : formule de Koszul la forme :

2g(∇XY,Z) = Xg(Y,Z) + Y g(X,Z)− Zg(X,Y )
−g(Y, [X,Z])− g(X, [Y, Z])− g(Z, [Y,X])

si la métrique : g(X,Y ) =< X,Y > on à :

2 < ∇XY,Z > = X < Y,Z > +Y < X,Z > −Z < X, Y >
− < Y, [X,Z] > − < X, [Y,Z] > − < Z, [Y,X] >

•Démonstration
puis ce que∇ est une connexion on à (utilise (5)) :

X < Y,Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ > ....(a)

Y < X,Z >=< ∇YX,Z > + < X,∇Y Z > ....(b)
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Z < X, Y >=< ∇ZX,Y > + < X,∇ZY > ....(c)

la somme de (a) + (b)− (c) et utilise les proprieté de produit scalaire
on à :

X < Y,Z > +Y < X,Z)− Z < X, Y > = < Y,∇XZ −∇ZX > + < X,∇Y Z −∇ZY >
+ < Z,∇XY +∇YX >

X < Y,Z > +Y < X,Z)− Z < X, Y > = < Y, [X,Z] > + < X, [Y,Z] >
+ < Z, [X,Z] + 2∇XY >

alors :

2 < ∇XY,Z > = X < Y,Z > +Y < X,Z > −Z < X, Y >
− < Y, [X,Z] > − < X, [Y,Z] > − < Z, [Y,X] >

cette relation est dite formule de Koszul

12.7.3 Symboles de Christoffel :
soit ∇ une connexion et TpM =< ∂

∂x1
, ......, ∂

∂xn
> tel que :

∀X,Y ∈ TpM / X =
∑
i

ξi
∂

∂xi
Y =

∑
j

ηj
∂

∂xj

on à :

∇XY = ∇∑
i

ξi
∂

∂xi

Y =
∑
i

ξi∇ ∂
∂xi

Y (additivite+ linairite)

=
∑
i

ξi∇ ∂
∂xi

∑
j

ηj
∂

∂xj

=
∑
i

ξi
∑
j

∇ ∂
∂xi

(ηj
∂

∂xj
) (additivite)

=
∑
i,j

ξi(
∂ηj
∂xi

∂

∂xj
+ ηj∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
) (liebinz)

alors :
< ∇XY,

∂

∂xk
>=

∑
i,j

ξi(
∂ηj
∂xi

gik + ηj < ∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk
>)

tel que gik =< ∂
∂xi
, ∂
∂xk

>
on pose :

Γij,k =< ∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk
>

on utilise le forme de Koszul on à :

2 < ∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk
>=

∂

∂xi
<

∂

∂xj
,
∂

∂xk
> +

∂

∂xj
<

∂

∂xi
,
∂

∂xk
>
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− ∂

∂xk
<

∂

∂xi
,
∂

∂xj
> −0− 0− 0

puis ce que [ ∂
∂xi
, ∂
∂xj

] = 0.
alors :

2 < ∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk
>=

∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

definition :

1. la quantité Γij,k défini par la relation :

Γij,k =< ∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk
>=

1
2

(
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij)

est appelé les Symboles de Christoffel du premier type.

2. la quantité Γkij défini par la relation :

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=
∑
k

Γkij
∂

∂xk

est appelé les Symboles de Christoffel du deusieme type.

Conseconces et Remarques :

1. par définition on à :
Γij,k = Γji,k (la symetrique pour les indices i, j)
Γkij = Γkji (g symetrique et[ ∂

∂xi
, ∂
∂xj

] = 0)

2. Γij,k =
∑
m

Γmij gmk =
∑
m

Γmij <
∂

∂xm
,
∂

∂xk
>

3. pour tout X =
∑
i

ξi
∂

∂xi
Y =

∑
j

ηj
∂

∂xj
alors :

∇XY =
∑
i,j

ξi(
∂ηj
∂xi

∂

∂xj
+ ηj

∑
k

Γkij
∂

∂xk
)

12.7.4 Torsion :
la Torsion d’une connexion est une application T défini par :

T : (TpM)× (TpM) −→ (TpM)(X,Y ) 7−→ T (X,Y )

tel que :
T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

par définition la Torsion est une tenseur de type (1.2) puis ce que on à :
2-covariante et l’ensemble d’arrivé est TpM
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12.7.5 L’existance et l’unicité de la connexion de Levi-Cevita :
Théorème :

sur chaque variétè Riemanienne (M, g) ,il existe une unique connexion ∇ (sans tor-
sion ) (∇ la connexion de Levi-Cevita)

Démonstration

• L’unicité
on suppose deux connexions ∇1,∇2.
on à : ∇1,∇2 vérifie la formule de Koszul
alors :

2 < ∇1XY,Z >= 2 < ∇2XY,Z > ∀X,Y, Z

=⇒ ∇1 = ∇2 donc l’unicité
• L’existance
pour L’existance définissez : F (X,Y, Z) étre la coté-droite de la formule de Koszul

F (X,Y, Z) = X < Y,Z > +Y < X,Z > −Z < X, Y >

− < Y, [X,Z] > − < X, [Y,Z] > − < Z, [Y,X] >

pour fixé X,Y un calcul simple mentre que la fonction F ∈ F(M) − linaire d’ou est
une forme
il reste montrer ce la∇XY |p est défini
(sans utilisez Z comme un champ du vecteur )
en d’autre termes , l’expression < ∇XY |p, Z > depend seulment de Zp , ou equivale-
ment :

< ∇XY, f.Z >= f. < ∇XY, Z >

chaque fonction scalaire f .
cela est verifie en appliquent les proprietes de crochet de Lie ,et la regle du prouduit
(leibinz) :

X(fh) = f.(Xh) + (Xf).h

la validité de (1), (6) por la connexion∇.
défini dans cette maniere doit etre etabli (1), (3) est évident.
•pour (2)
en appliquent la formule de koszul et utilisez les propietes de produit scalaire et crochet
de Lie :

2 < ∇fXY,Z >= fX < Y,Z > +Y < fX,Z > −Z < fX, Y >

− < Y, [fX,Z] > − < fX, [Y,Z] > − < Z, [Y, fX] >

= f.2 < ∇XY, Z >= 2 < f∇XY,Z >
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donc :
< ∇fXY,Z >=< f∇XY,Z >=< ∇XY, fZ >

alors :
∇fXY = f∇XY

•pour (4) est semblable
•pour (5) :
en appliquent la formule de koszul

2 < ∇XY, Z > +2 < Y,∇XZ >= X < Y,Z > +X < Z, Y >= 2X < Y,Z >

car :
< Y,Z >=< Z, Y > symetrique
[X,Y ] = −[X,Y ] anti-symetrique.
alors :

X < Y,Z >=< ∇XY,Z > + < Y,∇XZ >

•pour (6)
nous avons :

2 < ∇XY −∇YX,Z >= 2 < ∇XY, Z > −2 < ∇YX,Z >= 2 < Z, [X,Y ] >= 2 < [X,Y ], Z >

alors :
∇XY −∇YX = [X,Y ]

12.8 les Courbures :

12.8.1 la Courbure
la Courbure est un tenseur de type (1.3) défini par :

R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

tel que :

RXY : XE(M) −→ XE(M)Z 7−→ RXY Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

on à :

• R( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

) ∂
∂xk

=
∑
s

Rskij
∂

∂xs

• Rskij =
∂Γskj
∂xi
− ∂Γski

∂xj
+ ΓrkjΓ

s
ri − ΓrkiΓ

s
rj

en bessant le restant index superier nous obtenons le correspondre de tenseur de type
(0.4)

X,Y, Z, V 7−→< R(X,Y )V,Z >
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on à :
< R(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
)
∂

∂xk
,
∂

∂xm
>=

∑
s

gmsR
s
kij = Rmkij

tel que : gms =< ∂
∂xm

, ∂
∂xs

>

12.8.2 Lemme(les proprieté)
R tenseur de courbure , ∀X,Y, Z, V ∈ XE(M) on à :

1. R(X,Y ) = −R(Y,X) (anti-symetrique)

2. 1er Identité de Bianchi :

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

3. 2em Identité de Bianchi :

∇XR(Y, Z)V +∇YR(Z,X)V +∇ZR(X,Y )V

4. < R(X,Y )Z, V >= − < R(X,Y )V,Z >

5. < R(X,Y )Z, V >= − < R(Z, V )X,Y >

12.8.3 Remarque
on utiliser les symmetries algebriques (1), (4) et (5) ,on peut écrire aussi ces equations

dans la maniére suivante :

1. Rijkl = −Rjikl = −Rijlk = Rklij

2. 3R[ijk]l = Rijkl +Rjkil +Rkijl

3. 3∇iRjklm = ∇iRjklm +∇jRkilm +∇kRijlm

12.8.4 peuve de Lemme
1. on à :

R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ] = −(−∇X∇Y +∇Y∇X +∇[X,Y ]) = −(∇Y∇X −∇X∇Y +∇[X,Y ]) = −R(Y,X) ([X,Y ] = −[Y,X])

nous choisissons lrs extenssions afin que leurs crochet de Lie sont zero [X,Y ] =
0 =⇒ ∇XY = ∇YX
cette accopli en les prenants pour avoir des composants relatif à un systeme de la
coordonnée [ ∂

∂xi
, ∂
∂xj

] = 0 ∀i, j
alors :

R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X
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2. 1er Identité de Bianchi :
on à :

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZR(Y, Z)X = ∇Y∇ZX −∇Z∇YXR(Z,X)Y = ∇Z∇XY −∇X∇ZY

apres la somme les deux cotés on à :

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = ∇X(∇Y Z −∇ZY ) +∇Y (∇ZX −∇XZ) +∇X(∇XY −∇YX) = ∇X [X,Y ] +∇Y [Z,X] +∇X [X,Y ] = 0 ([X,Y ] = 0)

3. 2em Identité de Bianchi :
on à :

(∇XR)(Y, Z)V = ∇X(∇Y∇ZV −∇Z∇Y V )−R(∇XY, Z)V −R(Y,∇XZ)−∇Y∇Z∇XV +∇Z∇Y∇XV (∇YR)(Z,X)V = ∇Y (∇Z∇XV −∇X∇ZV )−R(∇Y Z,X)V −R(Z,∇YX)−∇Z∇X∇Y V +∇X∇Z∇Y V (∇ZR)(X,Y )V = ∇Z(∇X∇Y V −∇X∇ZV )−R(∇Y Z,X)V −R(Z,∇YX)−∇Z∇X∇Y V +∇X∇Z∇Y V

la somme des tois cotés droites disparait ,comme cerait montré

(∇XR)(Y,Z)V + (∇YR)(Z,X)V + (∇ZR)(X,Y )V = 0

4. la symetrie oblique d’une forme bilinéaire w

w(X,Y ) = −w(Y,X)⇐⇒ w(X,X) = 0 ∀X

w(X + Y,X + Y ) = w(X,X) + w(Y, Y ) + w(X,Y ) + w(Y,X)︸ ︷︷ ︸
=0

donc : nous devons montré cela : < R(X,Y )Z,Z >= 0 ∀X,Y, Z
pour ceci : nous considerons l’equation :

Y < Z,Z >= 2 < ∇Y Z,Z >

et en prend un plus dérive :

X(Y < Z,Z >) = 2X < ∇Y Z,Z >= 2 < ∇X∇Y Z,Z > +2 < ∇Y Z,∇XZ >

de ceci :pour le tenseur du courbure nous obtenons :

2 < R(X,Y )Z,Z >= 2 < ∇X∇Y Z,Z > −2 < ∇Y∇XZ,Z >= XY (< Z,Z >)− 2 < ∇Y Z,∇XZ > −Y X(< Z,Z >) + 2 < ∇Y Z,∇XZ >= [X,Y ](< Z,Z >) = 0 ([X,Y ] = 0)

alors :

2 < R(X,Y )Z,Z >= 0⇐⇒< R(X,Y )Z, V >= − < R(X,Y )V,Z >

5. on utilisez les propriétes (1), (2) et (4).
on à :

< R(X,Y )Z, V > =(1) − < R(Y,X)Z, V >

=(2) < R(X,Z)Y, V > + < R(Z, Y )X,V >

< R(X,Y )Z, V > =(4) − < R(X,Y )V,Z >

=(2) < R(Y, V )X,Z > + < R(V,X)Y, Z >
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la somme des deux equations nous obtenons l’equation suivante :

2 < R(X,Y )Z, V >=< R(X,Z)Y, V > + < R(Z, Y )X,V > + < R(Y, V )X,Z > + < R(V,X)Y,Z >

changer maintenant X et Z aussi bien que :Y et V nous obtenons :

2 < R(Z, V )X,Y >=< R(Z,X)V, Y > + < R(X,V )Z, Y > + < R(V, Y )Z,X > + < R(Y, Z)V,X >

alors :
< R(Z, V )X,Y >=< R(X,Y )Z, V >

12.8.5 sectionnelle courbure
definition :

en ce concerne donné une metrique de Riemman < . >,
le tenseur de courbure standard R1 défini par la relation :

R1(X,Y )Z =< Y,Z > X− < X,Z > Y

nous avons mis alors :

k1(X,Y ) :=< R1(X,Y )Z,X >=< X,X >< Y, Y > − < X,Y >2

et :
k(X,Y ) :=< R(X,Y )Z,X >

soit : σ ⊂ TpM soyez un sous-espace de deux dimension contenan à X,Y .
alors la quantité :

Kσ :=
k(X,Y )
k1(X,Y )

est appelé la sectionnelle courburedu variéte Riemanienne en ce qui concene à σ

Remarque :

1. Si : X,Y est orthonormal on à :

k1(X,Y ) =< X,X >< Y, Y > − < X,Y >2= 1.1− 0 = 1

car : < X,X >= 1 et < X, Y >= 0

alors :
Kσ = k =< R(X,Y )Z,X >

2. k(., .) peut étre envisagé comme une forme des biquadratique lequel est associe
avec le tenseur du courbure de type (0.4) c’est symetrique par (1) et (5) dans le
lemme precedant et k(X,Y ) = k(Y,X).

3. la sectionnelle courbure Kσ de variétè M est valeur reel de fonction sur l’en-
semble de tout non-degénerè plane tangent σ ⊂ TpM
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12.8.6 la courbure de Ricci
la trace de tenseur :

soit A un tenseur de type (1.1)

Ap : TpM −→ TpM

nous défini la trace ou (contraction) de tenseur A noté CA par :

CAp = Tr(Ap) =
∑
i

< ApEi, Ei >

tel que : E1, ....., En est une base de TpM .

definition :

la premiére trace du tenseur de la courbure R(X,Y )Z est donné par l’expression :

(CR)(X,Y ) = Tr(X 7−→ R(X,Y )Z) =
∑
i

< R(Ei, Y )Z,Ei >

est appelé le tenseyr de Ricci (la courbure de Ricci) noté Ric(X,Y ).
ou briévement : Ric = CR.

Remarque :

1. la tenseur Ricci est un symétrique d’ou :

Ric(Y,X) = Ric(X,Y )

à cause de symétrie de R
2. la courbure de Ricci est un tenseur de type (0.2)

(car :exist 2-covariante (s=2) et l’ensemble d’arrive est (r=0))

12.8.7 la courbure scalaire
la tace de tenseur de Ricci est appelé la courbure scalaire noté S.

S =
∑
i,j

< R(Ei, Ej)Ej , Ei >=
∑
i,j

k(Ei, Ej)

12.8.8 Isomerie
definition :

une carte lisse φ : M −→ N de variétè déffirentielle est Isomerie locale. à condition
chaque carte déffirentielle :dφ : TpM −→ TpN est une isomerie linéaire.

< dφ(X), dφ(Y ) >=< X,Y > ∀X,Y ∈ TpM
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Exemples :

1. la Courbure de Riemmane :

dφ(R(X,Y )Z) = R(dφ(X), dφ(Y ))(dφ(Z))

cest immediat de la définition deR,de puis une isometrie locale ,localement conceve
les deux crochet de Lie et derivé du covariante.

2. d’ou : la sectionnelle courbure ,KN = KM pour tout non-degénerè tangent.

3. la courbure de Ricci on à :φ∗(RicN ) = RicM .

4. la courbure scalaire on à :SN ◦ φ = SM .

12.8.9 Homothetie
definition :

un diffeomorphiseme ψ : M −→ N , de variétè Riemanienne tel que :

ψ∗(gN ) = cgM / c 6= 0

est appelé Homothetie de coefficient c.
donc :

< dψ(X), dψ(Y ) >= c < X, Y > ∀X,Y ∈ TpM

les produit des scalaires sont étirès par la méme constante c.
Si : c > 0(c < 0) alors :
ψ appelé un positif (negatif) Homothetie ,de facteur scalaire | c |

1
2

• une isometrie est juste un homothetie avec c = 1.
• si : c = −1 nous appelons une anti-isometrie .

Lemme :

les homotheties preserve la connexion du Levi-Cevita.

•preuve :
si : ψ : M −→ N un homothetie avec coefficient c.
soit N ′ soyez le variétè N associe avec le nouveau métrique (gN ′ = cgN ).
alors : ψ : M −→ N ′ est une isometrie .
d’ou il reste montrer cela cgN et gN determine la méme connexion du Levi-Cevita.
c’est un claire :du formule de koszul on à :

2gN ′(∇XY,Z) = c.2gN (∇XY,Z)
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Remarque :(effet d’un homothetie ).

1. depuis les homotheties preserve la connexion du Levi-Cevita il aussi preserve tout
notions geometriques :
la courbure de Riemman (R) , la courbure de Ricci (Ric) .

2. par contraste :
la sectionnelle courbureet la courbure scalaire est pas invariante sous les homo-
theties ,En fait :
si : ψ : M −→ N un homothetie avec coefficient c.
, c’est facile de verifie cela : KN = 1

cKM et SN ◦ ψ = 1
cSM .

12.9 Coordonnés normales
soit∇ une connexion linéare sur M pour tout vecteur Xp ∈ TpM ,on sait qu’il existe

une unique courbe autoparallele γX sur M
telle que : γX(0) = p, γ′X(0) = Xp.
on defini l’application Exponentielle : (V0 ⊂ TpM)

expp : V0 −→MXp 7−→ γX(1)

cette application induit alors un diffeomorphiseme entre (V0 ⊂ TpM)
et un voisinage ouvert Up de p dans M
si : U :n−→ TpM est isomorphiseme d’espaces vectorieles alors :

expp ◦U : W ⊂n−→ Up

défini une carte locale (Up, (expp ◦U)−1) contenant p , les coordonnes sur Up donnés
par cette carte locale , sont les Coordonnés normales en p associe à ∇ et U dans ce
systeme de coordonnes , si Xp ∈ TpM s’ecrit Xp = (X1, X2, ..., Xn) ∈n.alors :la courbe
autoparalléle γX à pour expression simple :

γiX = Xit

de plus ,si Γijk sont les composantes de la connexion dans ce systeme de coordonnées , on
à :

Γijk(p) + Γikj(p) = 0

En particulier ,si la connexion est sans torsion , on à :

Γijk(p) = 0

Bieb sur ,de dahors du point p , les symboles de christoffel n’ont aucune raison d’etre
nule.
dans la cas où la variétè M est de Riemman ,et où ∇ est la connexion du Levi-Cevita .
on peut choisir u ,de telle façon que les vecteurs , ∂

∂Xi
(p) forment une base orthonormée

de TpM ,En dehors de p , on ne peut rien imposer de tel , nous dirons qu’on à alors des
Coordonnés normales Riemanniennes.
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