Enoncé :

Soit (pn),>; la suite des entiers premiers, ordonnés par ’ordre usuel (p1 = 2, p2 =
3,...)- On se propose de montrer que la série

o1 Pn
est divergente.

1. Soit N € N*. Pour tout entier k > 1, on note yi(N) le nombre d’entiers non nuls <
a N qui ne sont divisibles par aucun des nombres premiers p > p.

(a) Soit n < N un tel entier. Montrer qu’il existe un entier r > 1 et des entiers
1, %2, .., xx € {0, 1} tels que

n=r22%3%  pX

(b) En déduire que
yr(N) < 2N

2. On suppose, par ’absurde, que la série ) | -, pi est convergente.
il n

(a) Montrer qu'il existe un entier k > 1 tel que

1
S 2
(b) Montrer qu’alors, pour tout N € N*
N
N —vk(N) < 2

(c) Conclure.

Corrigé :
1. (a) Par hypothése, on a (théoréme fondamental de ’arithmétique)
n=2M3k pPr

ol les 3; sont entiers. La division euclidienne de (3; par 2 fournit un unique
couple d’entiers (qi, i) tel que o € {0,1} et

Bi=2di+

D’on, clairement,
n =r?2%3%  p

avec T = 291392 plk.



(b) Puisque 1 divise n, on a d’abord
r<vn<vN

soit donc au plus /N valeurs possibles de I’entier r. Comme on a au plus 2K
valeurs possibles de ’entier 2%13%*2 ...p{f“, il en résulte bien

ve(N) < 25VN

1

2. Divergence de la série )~ 5~
ply n

(a) Clair, puisque, par hypothése, le reste d’ordre k converge vers 0.

(b) N —vk(N) est donc le nombre d’entiers n < N qui sont divisibles par au moins
un des Px+1, Pk+2, .... Comme il est évident que le nombre d’entiers n < N qui
sont divisibles par un nombre premier donné p est au plus égal a %, on a donc

1
N —vyx(N) <N —
Sk P

et il résulte de l'inégalité précédente que
N
N —vx(N) < 5
(c) L’inégalité du (b) ci-dessus s’écrit : pour tout N € N*

N
— N
5 <vk(N)

Avec le résultat de la question 1, on obtient donc

§<2km

autrement dit, pour tout N € N*
N < 22k+2

ce qui est absurde, et ce qui prouve le résultat annoncé.

Remargue : cette démonstration, qui date de 1938, est due a Pavel Erdos, mathéma-
ticien hongrois, (1913-1996).



