Soit A € M, (K) matrice de u dans une base B.

On calcule x 4 (X) etons’assure qu’il estscindé sur K : y 4 (X) = (=1)" (X — A\)™ ...

avec \; € K.

‘ Pratique de la réduction de Jordan ‘

(X =)™

On détermine 114 dont on sait qu’il est de la forme : py (X) = (X — A)™ . (X — Xg)™

avec 1 < m; < n; en utilisant le résultat suivant :

{0} | S | ker (A= N\I,) | S | ker (A= NI | & C | ker(A—NI)™ | = ker (A — \I,)™
0 < dq < do < < dmi =n; = n;

11 suffit donc, par exemple, d’étudier les rangs des puissances de (A — \;I) . Les calculs sont

diminués si on se souvient que la suite (d,),. s’essoufle, c’est a dire que la suite (dy41 — d;)

décroit au sens large.

On rappelle qu’il existe une suite de sevs de V™ (\;) : F1, ..., Fp,, 1 tels que:

v () = Vil
ymi—l ()‘z) = ymi— 1) ) Fm,;—?

Vi) = V()\@) ® F

i) ® Frn,—1

T

On dessine ensuite un tableau de Young a m; étages et n; vecteurs pour chaque valeur propre

i, en placant dy vecteurs au rez-de-chaussée, do — dq au 1°" étage,...,d,,,
, €n plag g ;

dernier étage en les numérotant comme suit:

Une cellule de Jordan est une matrice de la forme:

base de F},_1
base de F},_»

base de F}

base de ker (u — Aid) —

R
R
- €8 | €6 | €4

er | es | e3 | ex| el |

On passe d’une ligne a la ligne du dessous en appliquant © — \idg ‘

I (M)

Ai 10
0

0

€ M, (K)

— dy,, , dans le

Chaque colonne du tableau de Young correspond a une telle cellule de taille la hauteur de la
colonne. Le bloc de Jordan correspondant a la valeur propre A; sera donc (le nombre de blocs
est égal au cardinal du rez de chaussée) :




TN P

Enfin il ne reste plus qu’a “empiler” les blocs et la réduite de Jordan de A est:

TOO] 0 - 0
7 0 [JQ2) ]~ :
A

0 0 [T

Si on veut une matrice de passage il faut construire une base pour chaque sev caractéristique
ker (A — \;I)™ en commengant par les vecteurs de I’étage le plus élevé: ils doivent
engendrer un supplémentaire de ker (A — \;1)™ ! dans ker (A — \;])™ . Leur image par
A — NI est une famille libre de ker (A — X\ J)™ ™\ ker (A — X\ I)™ 2, on la compléte
-éventuellement- en base d’un supplémentaire de ker (A — A\;J)™ * dans ker (A — \;J)™
et on recommence. Les vecteurs du rez-de-chaussé forment une base du sev propre

ker (A — A\;I) . On numérote ensuite les vecteurs de bas en haut et de droite a gauche. On
répéte cette opération pour toutes les valeurs propres et on range dans P matrice de passage
les vecteurs dans le bon ordre et -selon 1’'usage- dans 1’ordre décroissant des valeurs propres.
Onaalors A= PJP~L.

Pour voir si vous avez saisi traitez complétement 1’exemple suivant:
3 -1 -3 0 -1 3

0o 2 -30 0 3
0o 0 -10 0 3
A= -1 1 -3 2 1 4
1 -1 0 0 1 0
0o 0 0 0 0 2
On trouve y 4 (X) = (X +1) (X —2)°. dimker (A + I) = 1 et une base en est &, =

(1,1,1,1,0,0) . Pour la valeur propre 2 : dimker (A — 2I) = 3 et dimker (A — 21)? = 5
donc 2 est racine double de i 4 et 14 (X) = (X 4 1) (X —2)%. On peut dessiner le tableau
de Young pour la valeur propre 2 :

6 | €4
g5 | e3 | ea |
210 0 0 O
0(2 1|10 O
Qui donneraunbloc | 0|0 2|0 0 | (lavaleur propre —1 donne un bloc (—1)...)
0 0 0|2 1
0 0 0|0 2
z3=0
L équation de ker (A — 21)? est x3 = ¢ et celles de ker (A — 2I) sont: { 5 = x1 — a9
zg =0

On prend pour base d’un supplémentaire de ker (A — 2I) dans ker (A — 21)? les vecteurs
g4 = (0,0,1,0,0,1) eteg = (0,0,1,0,—1,1) et on vérifie que acg + Beg € ker (A — 21)
ssi « = (8 = 0 donc ils engendrent bien un supplémentaire de ker (A — 27) dans

ker (A — 2I)*. "Ensuite on calcule €3 = (A —2I)ey = (0,0,0,1,0,0) et 5 =
(A—2I)eg = (1,0,0,0,1,0) . Enfin on compléte cette famille en base de ker (A — 2I) par
es = (1,1,0,0,0,0)

U Attention: il ne suffit pas de prendre deux vecteurs libres dans ker (A—2I)* \ker (A—2I):si u=
(1,0,0,0,0,0) et v = (0,1,0,0,0,0) alors on vérifie que : vect (u,v) Nker (A — 2I) = vect (u + v) # {0}

2



