
Sous-groupes de Rn

I. Préliminaires

Dans tout ce qui suit, on se place dans (Rn,+) considéré comme R-espace vectoriel normé muni de la norme euclidienne
canonique.

On dit qu’une partie X de Rn est discrète si et seulement si chacun de ses points est isolé, c’est-à-dire que pour tout
x ∈ X, il existe r > 0 tel que B(x, r)∩X = {x}. Pour un sous-groupe, cela équivaut à dire que pour toute partie K compacte
de Rn, l’intersection X ∩K est finie.

Si X est une partie de Rn, on note 〈X〉 le sous-groupe de Rn engendré par X.

En particulier, si X = {e1, . . . , ed} (avec ei ∈ Rn), alors 〈X〉 =
d∑
i=1

Z.ei.

On dit qu’un groupe G est somme directe de deux sous-groupes H1 et H2, ce qui est noté G = H1⊕H2, si et seulement
si pour tout élément g ∈ G, g s’écrit de manière unique g = h1 + h2 avec (h1, h2) ∈ H1 ×H2.

On appelle réseau de Rn tout sous-groupe G de Rn de la forme G =
d⊕
i=1

Z.ei où (e1, . . . , ed) est une famille libre de Rn

(donc d 6 n).

Etant donné un réseau G =
d⊕
i=1

Z.ei de Rn, on appelle cellule fondamentale associée au réseau G, l’ensemble P suivant :

P =
{ n∑
i=1

xiei, xi ∈ [0, 1]
}

Dans la suite, on se servira des quelques lemmes suivants :

Lemme 0.1 Soit G un sous-groupe de Rn. Alors,

G est discret ⇐⇒ 0 est isolé.

Preuve : L’implication ⇒ est évidente. Réciproquement, supposons 0 isolé. On peut fixer r > 0 tel que B(0, r)∩G = {0}.

Soit x ∈ G. Pour tout y ∈ B(x, r) ∩G, on a :

∗ y − x ∈ G car G est un sous-groupe,

∗ ‖y − x‖ < r donc y − x ∈ B(0, r)

Par conséquent, y − x ∈ B(0, r) ∩G = {0} ; donc y = x et B(x, r) ∩G = {x}.
Ce qui, par définition, signifie que x est un point isolé de G. �

Lemme 0.2 Soit G un sous-groupe discret de Rn. Alors G est fermé.

Preuve : Posons δ = inf
g∈Gr{0}

‖g‖. D’après le Lemme 0.1, δ > 0.

Alors, pour tout g ∈ Gr {0}, ‖g‖ > δ > 0.

Soit (gp)p∈N, une suite de points de G qui converge vers ` ∈ Rn. D’après le critère de Cauchy, il existe P ∈ N tel que :
∀p, q > P, ‖gp − gq‖ < δ

Or, gp − gq ∈ G donc gp = gq et ce quelque soit p, q > P : la suite (gp)p∈N est stationnaire à partir d’un certain rang.
Ainsi, ` ∈ G.



Donc G est fermé. �

Lemme 0.3 Soit G un sous-groupe discret de Rn.
Alors l’adhérence G de G est un sous-groupe fermé de Rn.

Preuve : Utilisons la caractérisation des sous-groupes :
– G ⊂ Rn,

– G 6= ∅ car {0} ⊂ G ⊂ G,

– Soit (x, y) ∈ G2
, par caractérisation séquentielle de l’adhérence, il existe deux suites (xp)p∈N et (yp)p∈N de points de G

convergeant respectivement vers x et y.
Alors, ∀p ∈ N, ‖(xp − yp)− (x− y)‖ 6 ‖xp − x‖+ ‖yp − y‖ −−−→

p→∞
0.

Donc, lim
p→∞

(xp−yp) = x−y. Comme G est un sous-groupe, ∀p ∈ N, (xp−yp) ∈ G, ce qui implique que lim
p→∞

(xp−yp) ∈ G.

Donc (x− y) ∈ G.

G est donc un sous-groupe de Rn, qui est de plus fermé en tant qu’adhérence d’une partie de Rn. �

Lemme 0.4 Soit X une partie compacte et discrète de Rn. Alors X est finie.

Preuve : Supposons que X soit infinie.
On peut alors fixer une suite injective (xp)p∈N de X (ie. telle que ∀p 6= q, xp 6= xq).
Comme X est compacte, il existe une extraction convergente (xφ(p))p∈N ; notons ` sa limite.
Alors, ` ∈ X. Mais X est compacte, en particulier X est fermée, donc ` ∈ X.

Par définition de la convergence, ∀ε > 0, ∃P ∈ N tel que ∀p > P, ‖xφ(p) − `‖ < ε ce qui s’écrit encore : xφ(p) ∈ B(`, ε).
Donc ∀ε > 0, ∃x 6= ` tel que x ∈ B(`, ε). Ce qui est exactement contredire le caractère discret de X ! �
Donc X est finie. �

II. Sous-groupes discrets de Rn

On suppose dans la suite que G 6= {0}.

Lemme 0.5 Soit G, un sous-groupe discret de Rn.

Il existe d 6 n et (e1, . . . , ed) une famille libre de Rn tels que G soit un sous-groupe de 〈e1, . . . , ed〉 =
d∑
i=1

Z.ei.

G est alors isomorphe à un sous-groupe de Zd.

Preuve : D’après le Lemme 0.2, G est fermé.

B Posons :

d = max
{
i ∈ N∗ tel qu’il existe (e1, . . . , ei) ∈ Gi, une famille R-libre de vecteurs de G

}
(d est bien défini en tant que plus grand élément d’une partie non vide (puisqu’elle contient 1 car G 6= {0}) et majorée

(par n) de N).
On a de plus d 6 n.

B Fixons (e1, . . . , ed), une famille libre de G. On pose P =
{ d∑
i=1

xiei, xi ∈ [0, 1]
}

.

Alors, P est bornée ; en effet, pour tout x =
∑d
i=1 xiei ∈ P ,

‖x‖ =

∥∥∥∥∥
d∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ 6
d∑
i=1

|xi|.‖ei‖ 6
d∑
i=1

‖ei‖ := M

D’autre part, P est fermée. En effet :



∗ Complétons (e1, . . . , ed) en une base (e1, . . . , en) de Rn,

∗ Alors chaque (e∗i )
−1([0, 1]) est un fermé, comme image réciproque d’un fermé par une application continue (car

linéaire en dimension finie).

∗ Et de même, les Ker e∗i sont des fermés comme image réciproque de {0} par une application continue.

∗ Or, P s’écrit P =

(
d⋂
i=1

(e∗i )
−1([0, 1])

)
∩

(
n⋂

i=d+1

Ker e∗i

)
qui est une intersection finie de fermés !

Ce qui fait de P une partie compacte de Rn.

B Dès lors :
∗ G ∩ P ⊂ P donc G ∩ P est bornée,

∗ G ∩ P est fermée comme intersection de fermés,

∗ G ∩ P ⊂ G donc G ∩ P est discrète,

Finalement, G ∩ P est une partie compacte et discrète de Rn.
D’après le Lemme 0.4, G ∩ P est finie : notons f1, . . . , fr ses éléments.

B Montrons que G est engendré par G ∩ P . Soit x ∈ G, écrivons x =
∑d
i=1 xiei avec xi ∈ R (car (e1, . . . , ed, x) est liée par

maximalité de (ei)16i6d donc il existe une relation de dépendance linéaire entre x et les ei (1 6 i 6 d)). Ceci s’écrit aussi :

x =
d∑
i=1

(xi − [xi])ei︸ ︷︷ ︸
:=x′

+
d∑
i=1

[xi]ei︸ ︷︷ ︸
∈
Pd

i=1 Z.ei=〈G∩P 〉

Ce qui montre que x′ ∈ G∩P (car ∀i, 0 6 xi − [xi] 6 1) et que x = x′ +
∑d
i=1[xi]ei ∈ 〈G∩P 〉 (car ei ∈ G∩P et 〈G∩P 〉

est un sous-groupe de Rn). Donc G = 〈G ∩ P 〉 (car l’autre inclusion est banale).

B Soit f =
∑d
i=1 xiei ∈ G ∩ P (avec xi ∈ [0, 1]). Définissons la suite (zp)p∈N par :

zp = pf −
d∑
i=1

[pxi]ei =
d∑
i=1

(pxi − [pxi])︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

ei

Il s’agit clairement d’une suite de points de G ∩ P .
Comme cet ensemble est fini, il existe p 6= q tels que zp = zq (par principe des tiroirs de Dirichlet).
Alors, par liberté de la famille (e1, . . . , ed), ∀i ∈ J1, dK on a pxi − [pxi] = qxi − [qxi], ce qui s’écrit aussi :

∀i ∈ J1, dK, xi =
[pxi]− [qxi]

p− q
∈ Q

Donc f ∈ G ∩ P est combinaison linéaire à coefficients rationnels des ei.
Par conséquent, les fj (en nombre fini) sont tous des combinaisons linéaires à coefficients rationnels des ei. On peut alors

fixer d ∈ N∗ tel que chaque d.fj soit une combinaison linéaire à coefficients entiers des ei. Pour tout i ∈ J1, dK, posons e′i =
1
d
ei.

Avec ces notations, G ∩ P ⊂ 〈e′1, . . . , e′d〉 .

Comme G = 〈G ∩ P 〉 et que G est un sous-groupe, G est un sous-groupe de 〈e′1, . . . , e′d〉.

B L’application
Θ : G → Zd

g =
d∑
i=1

mie
′
i 7→ (m1, . . . ,md)

est clairement linéaire et injective. G est donc isomorphe à Θ(G), qui est un sous-groupe de Zd. �

Lemme 0.6 (Structure des sous-groupes de Z) Les sous-groupes de Z sont exactement les n.Z avec n ∈ Z.

Preuve :



B Pour tout n ∈ Z, n.Z est clairement un sous-groupe de Z.

B Réciproquement, soit H, un sous-groupe de Z. On peut supposer H non nul (puisque {0} = 0.Z est du type cherché).
Il existe donc un élément n non nul de H, on peut supposer que n > 0 (puisque H est un sous-groupe) et que n est

minimal.
Soit alors h ∈ H, écrivons la division euclidienne de h par n :

∃!(q, r) ∈ Z2 tel que h = qn+ r avec 0 6 r < n

Dès lors, r = h− qn ∈ H car H est un sous-groupe. Ce qui impose à r d’être nul par la relation 0 6 r < n et car n est le
plus petit élément strictement positif de H.

Ainsi h = qn et H ⊂ nZ. L’inclusion réciproque étant vraie car H est un sous-groupe qui contient n. �

Lemme 0.7 (Structure des sous-groupes de Zd) Soit (e1, . . . , ed) une famille libre de Rn, et G un sous-groupe
de 〈e1, . . . , ed〉.
Il existe alors r 6 d et une famille libre (ε1, . . . , εr) de Rn telle que :

G = 〈ε1, . . . , εr〉 =
r∑
i=1

Z.εi

Preuve : Montrons ce résultat par récurrence sur d.

B Le résultat est évident pour d = 1 (d’après le Lemme 0.6),

B Soit d > 2. Supposons le résultat vrai au rang d− 1.
Fixons (e1, . . . , ed), une famille libre de Rn et G, un sous-groupe de 〈e1, . . . , ed〉.
On peut supposer que G n’est pas contenu dans 〈e1, . . . , ed−1〉 sinon on est dans le cas ”d− 1”.
Définissons l’application

ϕ : G → Z

g =
d∑
i=1

miei 7→ md

ϕ est clairement un homomorphisme de groupes, non nul ; en particulier, Im ϕ = ϕ(G) est un sous-groupe (non-nul) de Z.
On peut donc fixer a > 1 tel que Im ϕ = a.Z. Il existe d’autre part e ∈ G tel que ϕ(e) = a.

Par définition de ϕ, Kerϕ est un sous-groupe de 〈e1, . . . , ed−1〉 ; on peut lui appliquer l’hypothèse de récurrence : il existe
(ε1, . . . , εs) (avec s 6 d− 1), une famille libre de Rn telle que Kerϕ = 〈ε1, . . . , εs〉.

Soit alors g ∈ G, on peut fixer k ∈ Z tel que ϕ(g) = ka = kϕ(e) = ϕ(ke). Alors, g−ke ∈ Kerϕ. Ce qui montre l’inclusion :

G ⊂ Kerϕ+ Z.e = 〈ε1, . . . , εs〉+ Z.e =
s∑
i=1

Z.εi + Z.e = 〈ε1, . . . , εs, e〉

Réciproquement, soit x =
s∑
i=1

miεi +ms+1e ∈ 〈ε1, . . . , εs, e〉. Pout tout i ∈ J1, sK, εi ∈ Kerϕ ⊂ G et e ∈ G, comme G est

un sous-groupe, x ∈ G.

On a ainsi :
G = 〈ε1, . . . , εs, e〉

Enfin, comme la famille des εi ∈ Kerϕ est libre dans Rn et que e /∈ Kerϕ, la famille (ε1, . . . , εs, e) est libre.
Reste à poser s = r − 1 et e = εr pour avoir G = 〈ε1, . . . , εr〉. �

D’où le premier théorème de structure :

Théorème 0.1 Soit G un sous-groupe discret de Rn.
Alors, il existe d 6 n et une famille libre (ε1, . . . , εd) de Rn tels que :

G = 〈ε1, . . . , εd〉 =
d∑
i=1

Z.εi



III. Sous-groupes fermés de Rn

Lemme 0.8 Soit G un sous-groupe fermé et non discret de Rn.
Alors, G contient une droite vectorielle.

Preuve : Comme G n’est pas discret, on peut fixer une suite (xp)p∈N d’éléments non nuls de G qui converge vers 0.

B La suite (ηp)p∈N :=
(

xp
‖xp‖

)
p∈N

est une suite de la sphère unité S(0, 1) de Rn. Comme Rn est de dimension finie, sa

sphère unité S(0, 1) est compacte, on peut donc fixer une extraction ψ telle que la suite (up)p∈N := (ηψ(p))p∈N soit convergente
de limite u ∈ S(0, 1).

B Soit t ∈ R. Pour tout p ∈ N, on a :

∥∥∥∥t.u− [ t

‖xψ(p)‖

]
xψ(p)

∥∥∥∥ 6 |t|
∥∥∥∥u− xψ(p)

‖xψ(p)‖

∥∥∥∥+
∣∣∣∣ t

‖xψ(p)‖
−
[

t

‖xψ(p)‖

]∣∣∣∣ ‖xψ(p)‖ 6 |t| ‖u− up‖+ ‖xψ(p)‖ −−−→
p→∞

0

Donc, par caractérisation séquentielle de l’adhérence, t.u ∈ G = G (car G est fermé). Et ce, quel que soit t ∈ R donc
R.u ⊂ G. �

On est alors en mesure de montrer le théorème de structure des sous-groupes fermés de Rn :

Théorème 0.2 Soit G un sous-groupe fermé de Rn.
Il existe alors un sous-espace vectoriel (unique) V de Rn et un sous-groupe discret (non unique) H de Rn tels que :

G = V ⊕H

En d’autres termes, il existe d 6 r 6 n et (e1, . . . , ed, εd+1, . . . , εr) une famille libre de Rn tels que :

G =
d⊕
i=1

R.ei ⊕
r⊕

i=d+1

Z.εi

Preuve : Soit G, un sous-groupe fermé de Rn.

B Soit V , la réunion des droites vectorielles contenues dans G (on pose V = {0} s’il n’y en a pas). Montrons que V est un
sous-espace vectoriel de Rn.

Soit (x, y) ∈ V 2 et (λ, µ) ∈ R2. Pour tout t ∈ R, on a :

t.(λx+ µy) = (tλ)x︸ ︷︷ ︸
∈R.x⊂V⊂G

+ (tµ)y︸ ︷︷ ︸
∈R.y⊂V⊂G

(Par définition de V , R.x et R.y sont contenues dans G).
Donc la droite vectorielle R.(λx+ µy) est contenue dans G. Ainsi, λx+ µy ∈ V , ce qui montre que V est un sous-espace

vectoriel de Rn.
Mieux, V est alors le plus grand sous-espace vectoriel inclus dans G (par sa définition même).

B Soit W , un supplémentaire de V dans Rn. On pose H = W ∩G.
Comme G ⊂ Rn = V ⊕W , tout élément g de G s’écrit g = v+w avec (v, w) ∈ V ×W . Alors w = g− v est aussi élément

de G, donc w ∈ G ∩W = H ; cela montre que G ⊂ V +H.
Mais l’autre inclusion est aussi vraie car V ⊂ G et H ⊂ G. On a donc :

G = V +H

De plus, V ∩H = V ∩ (G ∩W ) = G ∩ (V ∩W ) ⊂ (V ∩W ) = {0}, la somme V +H est donc directe :

G = V ⊕H

B Or, H est un sous-groupe fermé de Rn en tant qu’intersection de deux tels sous-groupes.
Par construction de W , H ne contient aucune droite vectorielle. Par contraposée du Lemme 0.8, H est discret.



B On peut alors fixer une base (e1, . . . , ed) de V et écrire :

V =
d⊕
i=1

R.ei

D’après le théorème de structure des sous-groupes discrets (Théorème 0.1), on peut fixer (εd+1, . . . , εr) tels que :

H =
r⊕

i=d+1

Z.εi

Ce qui termine la preuve de ce théorème. �

IV. Conclusion

Théorème 0.3 Soit G un sous-groupe fermé de Rn.
G est uniquement déterminé (à un isomorphisme près) par la donnée d’un couple (d, r) d’entiers tels que 0 6 d 6 r 6 n :

G ∼= Rd ⊕ Zr−d

Preuve : D’après le Théorème 0.2, pour tout sous-groupe fermé G, on peut fixer une famille (e1, . . . , ed, εd+1, . . . , εr)
telle que :

G =
d⊕
i=1

R.ei ⊕
r⊕

i=d+1

Z.εi

L’application
Θ : G → Rd × Zr−d

g =
d∑
i=1

tiei +
r∑

j=d+1

mjεj 7→ (t1, . . . , td,md+1, . . . ,mr)

est clairement Z-linéaire et bijective. Donc G ∼= Θ(G) = Rd × Zr−d ∼= Rd ⊕ Zr−d. �

V. Cas particulier de R2

Théorème 0.4 Soit G, un sous-groupe de (R2,+). Alors,
– ou bien G est discret,
– ou bien G est dense dans une famille au plus dénombrable de droites parallèles,
– ou bien G est partout dense dans R2.

Preuve : Soit G, un sous-groupe de R2. Son adhérence G est un sous-groupe fermé de R2 (cf. Lemme 0.3).
D’après le théorème de structure (Théorème 0.2), il existe un unique sous-espace vectoriel V et un sous-groupe discret

H de R2 tels que :
G = V ⊕H

Alors,
– ou bien V = {0} et G = H est discret donc G l’est aussi,
– ou bien V = R2, alors G = R2, ce qui signifie que G est dense dans R2,
– ou bien V est une droite vectorielle, deux cas sont alors possibles :

∗ H = {0} ce qui signifie que G est dense dans la droite V ,
∗ H = Z.e (avec e /∈ V ), alors G est une union dénombrable de droites affines parallèles et G est dense dans

ces droites parallèles.
�


