Sous-groupes de R"

I. Préliminaires

Dans tout ce qui suit, on se place dans (R™,+) considéré comme R-espace vectoriel normé muni de la norme euclidienne
canonique.

On dit qu’une partie X de R™ est discréte si et seulement si chacun de ses points est isolé, c’est-a-dire que pour tout
x € X, il existe r > 0 tel que B(z,r)NX = {z}. Pour un sous-groupe, cela équivaut a dire que pour toute partie K compacte
de R™, l'intersection X N K est finie.

Si X est une partie de R™, on note (X) le sous-groupe de R™ engendré par X.

d
En particulier, si X = {e1,...,eq} (avec e; € R™), alors (X) = ZZ.ei.
i=1

On dit qu'un groupe G est somme directe de deux sous-groupes H; et Ho, ce qui est noté G = Hy & Ho, si et seulement
si pour tout élément g € G, g s’écrit de maniére unique g = hy + hy avec (hy, ha) € Hy; X Ho.
d

On appelle réseau de R" tout sous-groupe G de R™ de la forme G = @Z.ei ou (eq,...,eq) est une famille libre de R™

i=1
(donc d < n).

d
Etant donné un réseau G = @ Z.e; de R™, on appelle cellule fondamentale associée au réseau GG, ’ensemble P suivant :

i=1 n
P= {;xiei, x; € [0, 1]}

Dans la suite, on se servira des quelques lemmes suivants :

Lemme 0.1 Soit G un sous-groupe de R™. Alors,
H G est discret <= 0 est isolé.
PREUVE : L’implication = est évidente. Réciproquement, supposons 0 isolé. On peut fixer r > 0 tel que B(0,7)NG = {0}.
Soit x € G. Pour tout y € B(z,r) NG, on a :
x y —ax € G car G est un sous-groupe,
* |ly — z|| < r doncy —xz € B(0,r)

Par conséquent, y —z € B(0,7) NG = {0}; donc y = z et B(z,r) NG = {z}.
Ce qui, par définition, signifie que x est un point isolé de G. (]

H Lemme 0.2 Soit G un sous-groupe discret de R™. Alors G est fermé.

PREUVE : Posons d = inf |g||. D’apres le Lemme 0.1, § > 0.
geG~{0}
Alors, pour tout g € G\ {0}, |g]| = > 0.
Soit (gp)pen, une suite de points de G qui converge vers £ € R™. D’apres le critére de Cauchy, il existe P € N tel que :

vp7q>P)a ng*gq” <6

Or, g, — g4 € G donc g, = g4 et ce quelque soit p, ¢ > P : la suite (g,)pen est stationnaire & partir d’un certain rang.
Ainsi, (€ G.



Donc G est fermé. O

Lemme 0.3 Soit G un sous-groupe discret de R™.
Alors I’adhérence G de G est un sous-groupe fermé de R™.

PrREUVE : Utilisons la caractérisation des sous-groupes :
- G CR7,

- G#2car {0} CGCQG,

— Soit (z,y) € 52, par caractérisation séquentielle de 'adhérence, il existe deux suites (z,)pen €t (yp)pen de points de G
convergeant respectivement vers x et y.
Alors, p € N, [z — ) — (2~ )l < llry 1l + llgp — 91l —— 0.
Donc, lim (z,—y,) = 2—y. Comme G est un sous-groupe, Vp € N, (z,—y,) € G, ce qui implique que lim (z,—y,) € G.
pP—00 pP—00
Donc (z —y) € G.

G est donc un sous-groupe de R”, qui est de plus fermé en tant qu’adhérence d'une partie de R™. (Il

H Lemme 0.4 Soit X une partie compacte et discrete de R™. Alors X est finie.

PREUVE : Supposons que X soit infinie.
On peut alors fixer une suite injective (z,)pen de X (ie. telle que Vp # ¢, x, # x4).
Comme X est compacte, il existe une extraction convergente (z4(p))pen ; notons £ sa limite.

Alors, £ € X. Mais X est compacte, en particulier X est fermée, donc £ € X.

Par définition de la convergence, Ve > 0, 3P € N tel que ¥p = P, |z, — /|| < € ce qui s’écrit encore : z4,) € B({, ).
Donc Ve > 0, 3z # £ tel que « € B({,¢). Ce qui est exactement contredire le caractere discret de X ! &
Donc X est finie. |

II. Sous-groupes discrets de R"

On suppose dans la suite que G # {0}.

Lemme 0.5 Soit G, un sous-groupe discret de R™.
d

Il existe d < n et (ey,...,eq) une famille libre de R™ tels que G soit un sous-groupe de (ey,...,eq) = Z Z.e;.
=1l

G est alors isomorphe & un sous-groupe de Z<.

PRrREUVE : D’apres le Lemme 0.2, G est fermé.

> Posons :
d = max {i € N* tel qu’il existe (eq,...,¢;) € G*, une famille R-libre de vecteurs de G}
(d est bien défini en tant que plus grand élément d’une partie non vide (puisqu’elle contient 1 car G # {0}) et majorée

(par n) de N).
On a de plus d < n.

d
> Fixons (eq,...,eq), une famille libre de G. On pose P = {inei, x; € [0, 1]}
i=1

Alors, P est bornée; en effet, pour tout x = Z?Zl zr;e; € P,

d
E Ti€4
i=1

d

d
<Yzl el <D el == M
i=1 i=1

]l =

D’autre part, P est fermée. En effet :



Complétons (eq,...,eq) en une base (eq,...,e,) de R™,

*

x Alors chaque (ef)71([0,1]) est un fermé, comme image réciproque d'un fermé par une application continue (car

linéaire en dimension finie).

Et de méme, les Ker e} sont des fermés comme image réciproque de {0} par une application continue.

*

*

d n
Or, P s'écrit P = <n(ef)_1([0, 1])) N ( m Ker ef) qui est une intersection finie de fermés!
i=1 i=d+1

Ce qui fait de P une partie compacte de R".

> Des lors :
* GNP C P donc GN P est bornée,
* G N P est fermée comme intersection de fermés,
* GNP C G donc GN P est discrete,

Finalement, G N P est une partie compacte et discrete de R™.

D’apres le Lemme 0.4, | G N P est finie | : notons f1, ..., f ses éléments.

> Montrons que G est engendré par G N P. Soit x € G, écrivons x = Z?zl x;e; avec x; € R (car (eq,...,eq,x) est libe par
maximalité de (e;)1<i<q donc il existe une relation de dépendance linéaire entre z et les e; (1 < ¢ < d)). Ceci s’écrit aussi :

d d
T = Z(:cl — [zi])ei + Z[in]ez
=1 i=1
=x’ €Xd | Z.e;=(GNP)

Ce qui montre que 2’ € GNP (car Vi, 0 < x; — ;] < 1) et que z = 2’ + Zle[mi]ei €(GNP) (care; e GNP et (GNP)
est un sous-groupe de R™). Donc | G = (G N P) | (car 'autre inclusion est banale).

> Soit f = Zle z;e; € GNP (avec z; € [0,1]). Définissons la suite (z,)pen par :
d d
Z=pf =) [prlei =) (pz; - [pz)) &
T L \—————r
i=1 i=1 €[0.1]
Il s’agit clairement d’une suite de points de G N P.
Comme cet ensemble est fini, il existe p # ¢ tels que 2z, = z, (par principe des tiroirs de Dirichlet).

Alors, par liberté de la famille (eq,...,eq), Vi € [1,d] on a px; — [pz;] = gx; — [qx;], ce qui s’écrit aussi :
vie [Ld], = = Er 7l g
p—q

Donc f € GN P est combinaison linéaire & coefficients rationnels des e;.
Par conséquent, les f; (en nombre fini) sont tous des combinaisons linéaires & coefficients rationnels des e;. On peut alors

1
fixer d € N* tel que chaque d. f; soit une combinaison linéaire & coefficients entiers des e;. Pour tout ¢ € [1,d], posons e} = Eei.

Avec ces notations, ‘ GNP cC(e,....e ‘

Comme G = (G N P) et que G est un sous-groupe, G est un sous-groupe de (€}, ..., €e}).

> L’application
(G G — 74
d

g:Zmieg = (my,...,mgq)
i=1

est clairement linéaire et injective. G est donc isomorphe & ©(G), qui est un sous-groupe de Z. d

H Lemme 0.6 (Structure des sous-groupes de Z) Les sous-groupes de Z sont exactement les n.Z avec n € Z.

PREUVE :



> Pour tout n € Z, n.Z est clairement un sous-groupe de Z.

> Réciproquement, soit H, un sous-groupe de Z. On peut supposer H non nul (puisque {0} = 0.Z est du type cherché).

Il existe donc un élément n non nul de H, on peut supposer que n > 0 (puisque H est un sous-groupe) et que n est
minimal.

Soit alors h € H, écrivons la division euclidienne de h par n :

(g, r) € Z* tel que h=qn+7ravec0<r<n

Dés lors, r = h — gn € H car H est un sous-groupe. Ce qui impose a r d’étre nul par la relation 0 < r < n et car n est le
plus petit élément strictement positif de H.
Ainsi h = gn et H C nZ. L’inclusion réciproque étant vraie car H est un sous-groupe qui contient n. O

Lemme 0.7 (Structure des sous-groupes de Z¢) Soit (ey, ..., eq) une famille libre de R™, et G un sous-groupe
de <61, S €d>.
11 existe alors r < d et une famille libre (e1,...,&,) de R™ telle que :

G=(e1,...,eq) = ZZ.si
i=1

PREUVE : Montrons ce résultat par récurrence sur d.
> Le résultat est évident pour d =1 (d’apres le Lemme 0.6),

> Soit d > 2. Supposons le résultat vrai au rang d — 1.
Fixons (eg,...,eq), une famille libre de R™ et G, un sous-groupe de (e, ..., eq).
On peut supposer que G n’est pas contenu dans (e, ...,e4—1) sinon on est dans le cas ”d — 1”.
Définissons ’application
Y G — 7

d
9= Zmiei = M4
i=1
© est clairement un homomorphisme de groupes, non nul; en particulier, Im ¢ = ¢(G) est un sous-groupe (non-nul) de Z.

On peut donc fixer a > 1 tel que Im ¢ = a.Z. 1l existe d’autre part e € G tel que p(e) = a.

Par définition de ¢, Ker ¢ est un sous-groupe de {(e1,...,eq—1); on peut lui appliquer 'hypothese de récurrence : il existe
(€1,...,€5) (avec s < d — 1), une famille libre de R™ telle que Ker ¢ = (e1,...,¢&5).

Soit alors g € G, on peut fixer k € Z tel que ¢(g) = ka = kp(e) = p(ke). Alors, g — ke € Ker . Ce qui montre I'inclusion :

G CKerp+Z.e= (51,...,65>+Z.e:ZZ.5i+Z.e: (€1y...,€5,€)
i—1

Réciproquement, soit x = Zmisi + msii1€ € {(e1,...,€5,€). Pout tout i € [1,s], &; € Kerp C G et e € G, comme G est

i=1
un sous-groupe, r € G.
On a ainsi :
G=(e1,...,es,€)
Enfin, comme la famille des ¢; € Ker ¢ est libre dans R™ et que e ¢ Ker p, la famille (e1,...,e4,€) est libre.
Reste & poser s =1 — 1 et e = ¢, pour avoir G = (e1,...,&,). O

D’ou le premier théoreme de structure :

Théoréme 0.1 Soit G un sous-groupe discret de R™.
Alors, il existe d < n et une famille libre (e1,...,e4) de R™ tels que :

d
G={(e1,...,eq) = ZZ.&'Z‘
i=1



III. Sous-groupes fermés de R"

Lemme 0.8 Soit G un sous-groupe fermé et non discret de R™.
Alors, G contient une droite vectorielle.

PREUVE : Comme G n’est pas discret, on peut fixer une suite (x,),en d’éléments non nuls de G qui converge vers 0.
. Ty
> La suite (p)pen =
(e

sphere unité S(0, 1) est compacte, on peut donc fixer une extraction ¢ telle que la suite (u,)pen := (74 (p))pen s0it convergente
de limite u € S(0,1).

) est une suite de la sphere unité S(0,1) de R". Comme R"™ est de dimension finie, sa
peN

> Soit ¢t € R. Pour tout p € N, on a :

_ Ty(p)
||33w(p)||

Wl

t t t
bu— || @ - |zl < 8] lu = p]| + |2y | —— O
H Mmu} o [EmAY {nwp)n} v ol levmll 2=

Donc, par caractérisation séquentielle de I’adhérence, t.u € G = G (car G est fermé). Et ce, quel que soit ¢ € R donc
R.au C G. O

On est alors en mesure de montrer le théoreme de structure des sous-groupes fermés de R™ :

Théoréeme 0.2 Soit G un sous-groupe fermé de R™.
Il existe alors un sous-espace vectoriel (unique) V' de R™ et un sous-groupe discret (non unique) H de R™ tels que :

G=VoH

En d’autres termes, il existe d < r < n et (e1,...,€4,Ed+1,- - -, &) une famille libre de R™ tels que :

d r
G=FPRe; o P Ze;
=i

i=d+1

PREUVE : Soit G, un sous-groupe fermé de R".

> Soit V, la réunion des droites vectorielles contenues dans G (on pose V = {0} §’il n’y en a pas). Montrons que V est un
sous-espace vectoriel de R™.
Soit (x,y) € V2 et (A, u) € R%. Pour tout t € R, on a :
tAr+py)= [Nz + (tp)y
—— ——
ERzCVCG €RyCVCGE
(Par définition de V, R.z et R.y sont contenues dans G).
Donc la droite vectorielle R.(Az + py) est contenue dans G. Ainsi, Az + py € V, ce qui montre que V' est un sous-espace
vectoriel de R™.
Mieux, V est alors le plus grand sous-espace vectoriel inclus dans G (par sa définition méme).

> Soit W, un supplémentaire de V' dans R™. On pose H = W N G.

Comme G C R" =V @ W, tout élément g de G s’écrit g = v+ w avec (v,w) € V x W. Alors w = g — v est aussi élément
de G, donc w € GNW = H ; cela montre que G C V + H.

Mais I'autre inclusion est aussi vraie car V C G et H C G. On a donc :

G=V+H
Deplus, VNH=VN(GNW)=GNn(VNW)C (VNW)={0}, la somme V + H est donc directe :
G=V&H

> Or, H est un sous-groupe fermé de R" en tant qu’intersection de deux tels sous-groupes.
Par construction de W, H ne contient aucune droite vectorielle. Par contraposée du Lemme 0.8, H est discret.



> On peut alors fixer une base (e1,...,eq) de V et écrire :

d
V= @ R.ei
i=1

D’apres le théoreme de structure des sous-groupes discrets (Théoréme 0.1), on peut fixer (441, ..,&,) tels que :
-
H= @ Ze;
i=d+1
Ce qui termine la preuve de ce théoréme. (Il
IV. Conclusion
Théoréme 0.3 Soit G un sous-groupe fermé de R™.
G est uniquement déterminé (& un isomorphisme pres) par la donnée d’un couple (d, r) d’entiers tels que 0 < d < r < n:
G=R'ezZ
PREUVE : D’aprés le Théoréme 0.2, pour tout sous-groupe fermé G, on peut fixer une famille (eq,...,eq,€441,.-.,r)
telle que :
d r
G = @Rez D @ Z.Ei
i=1 i=d+1
L’application
e : G — R? x 77—
d T
g:Zt162+ Z mse; = (tla"'atdamd+1a"'amr)
i=1 j=d+1
est clairement Z-linéaire et bijective. Donc G =2 ©(G) =R x Z'—1 = Rd g 774, O

V. Cas particulier de R?

Théoréme 0.4 Soit G, un sous-groupe de (R?,+). Alors,
— ou bien G est discret,
— ou bien G est dense dans une famille au plus dénombrable de droites paralléles,

— ou bien G est partout dense dans R?.

PREUVE : Soit G, un sous-groupe de R2. Son adhérence G est un sous-groupe fermé de R? (cf. Lemme 0.3).
D’apres le théoreme de structure (Théoréme 0.2), il existe un unique sous-espace vectoriel V' et un sous-groupe discret

H de R? tels que : -
G=VaoH

Alors,
— ou bien V = {0} et G = H est discret donc G l'est aussi,
— ou bien V = R?, alors G = R?, ce qui signifie que G est dense dans R?,
— ou bien V est une droite vectorielle, deux cas sont alors possibles :
x H = {0} ce qui signifie que G est dense dans la droite V,
x* H = Z.e (avec e ¢ V), alors G est une union dénombrable de droites affines paralleles et G est dense dans

ces droites paralleles.
a



