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Chapitre 1 : La droite réelle

1
LA DROITE REELLE

Tout au long de ce cours, nous utiliserons de facon essentielle le corps R des nombres réels,
dont nous supposerons connues les principales propriétés :

e R est un corps commutatif pour les opérations + et x, qui contient le corps Q des
rationnels.

e R est muni d’'un ordre total < qui étend celui de Q et qui est compatible avec les
opérations de corps : la somme et le produit de deux éléments positifs sont positifs.

e R possede la propriété de la borne supérieure : toute partie A de R non vide et majorée
possede une borne supérieure.

En fait, on peut montrer I'existence d’un tel corps et son unicité a isomorphisme pres. Nous
démontrerons ici uniquement, a partir de ces propriétés de R, que les rationnels forment une
partie assez “dense” pour rencontrer tout intervalle. Les autres propriétés de R dont nous
aurons besoin seront démontrées ultérieurement.

1.1 Densité des rationnels

Lemme 1.1.1. Si (K, <) est un corps totalement ordonné qui posséde la propriété de la
borne supérieure, alors K est archimédien, c’est-a-dire que pour tout a et tout b positifs et
non nuls, il existe un entier naturel n tel que a < n.b

DEMONSTRATION :  Si on note P ’ensemble des éléments positifs “infiniment petits” de K,
c’est-a-dire des éléments z tels que n.z < 1 pour tout entier n, il est clair que P # () puisque
0 € P, et que 1 est un majorant de P. Si K possede la propriété de la borne supérieure, il
doit exister une borne supérieure € de P.

. € . . o €
Sie > 0, alors 3 < g, et il existe un élément n € P tel que 5 < n < e, donc que € < 2.

Mais alors, puisque n.(2n) = (2n).n < 1 pour tout n, 2n € P, et ceci contredit la définition
de € comme borne supérieure de P.
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b b

Donc ¢ = 0. Alors, pour a > 0 et b > 0, — ¢ P, et il existe n tel que n.— > 1, donc
a a

a < n.b. |

Théoréme 1.1.2. (Densité des rationnels) Soient x et y deux nombres réels, avec = < y.
Alors il existe un nombre rationnel q tel que © < q < y.
DEMONSTRATION :  Puisque y — x > 0, il résulte du lemme précédent qu’existe un entier

2
m > 1 tel que m.(y —x) > 2, dou 'on déduit que — < y — z. On voit de méme qu’il existe
m
1 1
un entier pg > 1 tel que pg.— > x et pg.— > —x. Alors I’ensemble des entiers p € Z tels
m m

1

que p— > x contient py et est minoré par —pg. Il contient donc un plus petit élément pq,
m

pour lequel on a :

1
<r<p.—
m

1
m

(pr—1)

donc
1 1
p—<zc+—<z+({y—xz) =y
m m

On en conclut que

x<q:%<y

ce qui montre que U'intervalle |z, y[ rencontre I’ensemble des rationnels. |

Corollaire 1.1.3. L’application x — {q € Q : ¢ < x} est une bijection croissante de
I’ensemble des réels sur ’ensemble & des parties C' de Q qui vérifient :

i) C#0etC#Q
ii) geCetqd <q=q €C
i) ¢geC=3¢>q ¢ €C

De fait, on peut donner une construction de R en munissant I'ensemble % ci-dessus de
lPordre C et des opérations + et x définies par

C+C'={q+q¢ :qeC, ¢ €C'}

et
CxC' ={qq¢d:q>0,qeC,qcC? (pour C' tel que 0 € C')
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2

TOPOLOGIE DES ESPACES
METRISABLES

2.1 Distances

Soit F un ensemble. On veut définir sur £ une notion de “proximité” qui permette de donner
un sens a la convergence des suites de points de F.

Définition 2.1.1. On appelle distance sur un ensemble E une fonction d de E x E dans
R satisfaisant pour tout x, tout y et tout z de E

d(z,y) =0 <= z=y (2)
d(z,y) = d(y, z) (i7)
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (112)

Définition 2.1.2. On appelle espace métrique un couple (E,d) ot E est un ensemble et d
une distance sur E.

Définition 2.1.3. Dans un espace métrique (E, d), on appelle boule ouverte (resp. fermée)
de centre x et de rayon r I’ensemble des points y de E dont la distance a x est strictement
inférieure (resp. inférieure ou égale) a r.

Exemple 2.1.4.

Sur la droite réelle R, la fonction d : (x,y) — |z — y| est une distance, pour laquelle les
boules ouvertes sont des intervalles ouverts et les boules fermées des intervalles fermés.

Sur le plan complexe C la fonction d : (z,w) — |z — w| est une distance, pour laquelle les
boules ouvertes sont des disques ouverts et les boules fermées des disques fermés.

Définition 2.1.5. Deux distances dy et dy sur ’ensemble E sont dites équivalentes si pour
tout x € E et tout v > 0, il existe 71 > 0 et 7o > 0 tels que la boule By (x,r1) de centre x et
de rayon r1 pour dy soit contenue dans la boule Ba(z,r) de centre x et de rayon r pour ds
et que la boule Bs(x,ry) soit contenue dans la boule By (z, ).

Définition 2.1.6. Si X est une partie d’'un espace métrique E, on appelle diamétre de X
la borne supérieure (dans [0, +o0c]) des distances de deux points de X :

diam(X) = sup d(z,y)
r,yeX
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2.2 Ouverts

Définition 2.2.1. Une partie U d’un espace métrique est dite ouverte si, pour tout point
x de U, il existe une boule ouverte de centre = (et de rayon > 0) contenue dans U.

Une partie F' de E est dite fermée si son complémentaire est ouvert

En d’autres termes, U est ouvert s’il est réunion de boules ouvertes. Il est clair que () et F
sont des parties ouvertes (et fermées) de E.

Théoreme 2.2.2. Toute boule ouverte de I'espace métrique E est ouverte. Toute boule
fermée de I'espace métrique E est fermée.

DEMONSTRATION : Soit y un point de la boule ouverte B(z,r) de centre x et de rayon
r. On a d(z,y) < r. Si on note p = r —d(x,y) > 0, on a B(y,p) C B(z,r) : en effet, si
z € By, p),

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <d(z,y) +p=r

ce qui montre que z € B(z, ).

De méme, si y n’appartient pas a la boule fermée B de centre z et de rayon r, on a
p=d(z, y) r > 0. Et la boule ouverte B(y, p) est disjointe de B : en effet, si z € B(y, p)ﬂB
on doit avoir

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) <r+p=d(z,y)
ce qui est absurde. Ceci prouve que E \ B est ouvert, donc que B est fermé. |

Théoréme 2.2.3. L’intersection de deux ouverts est un ouvert. La réunion d’une famille
quelconque d’ouverts est ouverte.

La réunion de deux fermés est fermée. L’intersection d’une famille quelconque de fermés est
fermée.

DEMONSTRATION :  Soient U et V deux ouverts. Si z est un point de U NV, il existe r > 0
et ' > 0 tels que B(z,r) C U et B(x,r") C V. Alors v = min(r,r’) > 0 et B(z,r") CUNV.
Si (Ui)ier est une famille de parties ouvertes de E, si U = |J;c; U; et siz € U, il existe i € [
tel que x € U;, donc r > 0 tel que B(x,r) C U;. Alors B(z,r) C U, ce qui prouve que U est
ouvert.

Les propositions analogues concernant les ensembles fermés s’en déduisent par passage au
complémentaire. |

Théoreme 2.2.4. Si dy et dy sont des distances équivalentes sur F, elles définissent les
mémes ouverts. Inversement, si dy et do définissent les mémes ouverts, elles sont équivalentes.

DEMONSTRATION :  Supposons les deux distances équivalentes. Si B est une boule ouverte
pour di, pour tout z € B, il existe 7 > 0 tel que la boule Bj(x,7) soit contenue dans B.
Mais alors , il existe ro > 0 tel que Ba(x,r2) C By(z,r) C B. Donc B est réunion de boules
ouvertes pour ds, c’est-a-dire ouverte pour ds. Et tout ouvert pour di, qui est réunion de
boules ouvertes pour d; est donc réunion d’ouverts pour ds, donc ouvert pour d,. De méme
tout ouvert pour ds est ouvert pour d;.

Inversement, si d; et do définissent les mémes ouverts, la boule de centre x et de rayon r
pour ds est ouverte pour d; et contient x. Il existe donc un ry tel que Bi(z,71) soit incluse
dans By(z,7). En inversant les roles de d; et da, on obtient 1’équivalence des distances. W
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Définition 2.2.5. Si F' est une partie fermée non vide de I’espace métrique E, on appelle
distance d’un point x de F au fermé F' le nombre positif ou nul
d(x, F') = inf d(x, z
(e, F) = inf d(z 2)
Théoreme 2.2.6. La distance d’un point x au fermé F est nulle si et seulement si x
appartient a F. De plus, si x et y sont des points de E, on a

|d(z, F) = d(y, F)| < d(z,y)

DEMONSTRATION : Six € F, on a clairement 0 < d(z, F) < d(x,z) = 0. Inversement, si
x ¢ F, il existe une boule ouverte B(z,r) disjointe de F', ce qui montre que, pour tout y de
F, d(x,y) > r, donc que d(z, F) > r > 0.

Si z est un point quelconque de F, on a d(x,z) < d(z,y) + d(y,z), donc, en passant a
la borne inférieure d(x, F) < d(z,y) + d(y, z) pour tout z de F. Et passant & nouveau a
la borne inférieure d(z, F') < d(z,y) + d(y, F'), c’est-a-dire d(z, F') — d(y, F') < d(z,y). En
intervertissant « et y, on obtient d(y, F)) — d(z, F') < d(z,y), d’ou I'inégalité cherchée. M

2.3 Espaces topologiques

Plus généralement, on peut considérer la notion d’espace topologique. On appelle espace
topologique un couple (F,@) formé d’'un ensemble E et d’une topologie @ sur E, c¢’est-a-
dire un ensemble de parties de E qu’on appelle les ouverts de E, satisfaisant les propriétés
suivantes, dont nous avons vu qu’elles sont satisfaites pour les espaces métriques.
i) E et ) appartiennent a &
ii) (7 est stable par intersection finie.
iii) (7 est stable par union quelconque.

Les espaces topologiques les plus intéressants vérifient en outre la condition suivante :

Définition 2.3.1. Un espace topologique (E,@) est dit séparé si, pour tout couple (x,y)
de points distincts, il existe deux ouverts disjoints U et V contenant respectivement x et y.

Théoreme 2.3.2. Tout espace métrique est séparé.

DEMONSTRATION : Soient en effet x et y deux points distincts de ’espace métrique E. Si
on note § = d(z,y) > 0,U = B(x,6/2) et V= B(y,d/2), U et V sont des ouverts disjoints :
en effet si z appartenait a U NV, on aurait

d=d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) <d/24+6/2=10
ce qui est absurde. |

Définition 2.3.3. Un point a d’un espace topologique E est dit isolé si le singleton {a}
est ouvert dans F.

Définition 2.3.4. Sur un ensemble E on appelle topologie discrete la topologie pour
laquelle toutes les parties de E sont ouvertes.

Un espace topologique est discret si et seulement si tous ses points sont isolés. Il est clair
qu’un espace discret (c’est-a-dire muni de la topologie discrete) est séparé.
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Définition 2.3.5. Dans un espace topologique, une partie V est appelée voisinage d’un
point x s’il existe un ouvert U contenant x et contenu dans V.

Dans un espace métrique, V' est un voisinage de x s’il existe une boule de rayon non nul
centrée en x et contenue dans V.

Théoreme 2.3.6. L’intersection de deux voisinages du point x est un voisinage de x.

DEMONSTRATION :  Soient V; et V5 deux voisinages de z. Il existe donc deux ouverts U
et Us contenant x et contenus respectivement dans Vi et V5. Alors U; N Us est un ouvert
contenant x et contenu dans V3 N V5., ce qui montre que V3 N V5 est un voisinage de x. M

Théoreme 2.3.7. Dans un espace topologique, une partie X de E est ouverte si et
seulement si elle est un voisinage de chacun de ses points.

DEMONSTRATION : Par définition, un ouvert est voisinage de chacun de ses points.
Inversement, si X est voisinage de chacun de ses points, il existe pour tout x € X un
ouvert U, contenant x et inclus dans X. Alors X = Uxe x Uz est ouvert, comme réunion
d’une famille d’ouverts. |

Définition 2.3.8. Une famille 7 de parties d’un espace topologique E est appelée base
de voisinages d’un point a si elle est formée de voisinages de a et si tout voisinage de a
contient un élément V de 7.

Les boules centrées en a dans un espace métrique forment une base de voisinages de a.
On peut définir une topologie ¢ sur un ensemble E en associant & chaque point a de E une
famille 7, de parties de E en sorte que 7, soit une base de voisinages de a. Les ouverts
pour 7 seront alors les ensembles U tels que, pour tout z de U, il existe un V € 77, tel que
V C U, c’est-a-dire les ensembles qui sont voisinages de chacun de leurs points. Pour cela,
on doit avoir les deux conditions suivantes :

i) YaeE,YWeZ, acV

ii) YaeE, VYW e Z, WeZ, NeeW, IV, e 7, V1 CV
La premiere condition signifie qu’un voisinage de a contient a, et la seconde qu'un voisinage
de a est voisinage aussi de tous les points x d'un voisinage de a.

2.4 Intérieur et adhérence

Définition 2.4.1. Un point = est dit adhérent a une partie X de I’espace topologique E si
tout voisinage de x rencontre X . La partie X est dite partout dense dans E (ou simplement
dense dans E) si tout point de E est adhérent a X.

Théoreme 2.4.2. Si X est une partie de I'espace topologique E, il existe un plus grand
ouvert contenu dans X, qu’on appelle I'intérieur de X, et un plus petit fermé contenant X,
qu’on appelle ’adhérence de X.

o
DEMONSTRATION :  Si on note X I’ensemble des points de E dont X est un voisinage, il

[©) o]
est clair que X est la réunion de tous les ouverts contenus dans X, donc que X est ouvert,

8



Chapitre 2 : Topologie des espaces métrisables

contenu dans X, et qu’il contient tout ouvert contenu dans X. C’est donc le plus grand
ouvert contenu dans X.

De méme, on voit que I’ensemble X des points adhérents & X est un fermé contenant X, et
que tout fermé contenant X contient X. |

2.5 Sous-espaces et produits

Définition 2.5.1. Si X est une partie d’un espace topologique E, I’ensemble 7'y des
parties de X de la forme X NU avec U € 7, est une topologie sur X. L’ensemble X muni
de cette topologie est appelé sous-espace topologique de E.

Dans le cas ou (E,d) est un espace métrique, le sous-espace X est 'espace topologique
associé a l’espace métrique obtenu en munissant X de la distance d restreinte a X x X.

Il est clair que ’ensemble @'x est une topologie sur X puisque (XNU)N(XNV) = XN(UNV)
et que ;e (X NU;) = X NU,e; Ui

Si dx est la restriction de la distance d a la partie X de ’espace métrique F, il est clair que
dx est une distance sur X, et que la boule ouverte de centre x et de rayon r pour dx est la
trace sur X de la boule ouverte de centre x et de rayon r pour d, donc que les ouverts de
X, qui sont les réunions de boules ouvertes pour dx sont les traces sur X des réunions de
boules ouvertes pour d, c’est-a-dire d’ouverts de E.

Définition 2.5.2. Soient (E1,dy) et (Ea,d2) deux espaces métriques. Le produit de ces
deux espaces est I’ensemble F1 x Es muni de la distance § définie par

5((1'17 1'2)7 (yla y2)) = max(d(xl, yl)? d(x% yQ))

On peut remarquer que d est équivalente a la distance §; définie par

61((z1,22), (y1,92)) = d(z1,y1) + d(22,92)

puisque § < d; < 26.

La boule de centre (21, z2) et de rayon r est le produit By x Bs, ou B; est la boule de centre
x; et de rayon r pour d; dans F; (i = 1,2). Si Uy et Uy sont deux ouverts de Fy et Es
respectivement, U; X Uy est ouvert dans Ey X Es : en effet, si (x1,22) € Uy X Us, il existe
r1 > 0 et ro > 0 tels que By(x1,7m1) C Uy et Ba(xwa,1m2) C Us. Alors, si r = min(ry,ry) > 0,
la boule de centre (z1,z2) et de rayon r pour § est incluse dans Uy x Us.

On en déduit qu’une partie X de F; X E5 est ouverte si elle est réunion d’ouverts
“élémentaires” de la forme U; x Us. On peut généraliser ce qui précede a un nombre fini
quelconque d’espaces métriques (E1,dy), (Fo,d2), ..., (E,,d,). On définit la distance ¢ par

6(('%.1’372’ s 7'7771)7 (ylay2a s 7yn)) = 112,?<Xnd2($17y1)

et on obtient a nouveau qu’'un ensemble est ouvert s’il est réunion d’ouverts “élémentaires”
de la forme U; x Uy X --- x U,, ou les U; sont ouverts dans FEj;.
Plus généralement encore, on définit le produit d’une suite d’espaces métriques (Fy,, dy,)nen-
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Définition 2.5.3. Soit (E,,d,)neny une suite d’espaces métriques. L’ensemble E =
[1,.cn En est I'ensemble des suites (T,)nen o0 x, appartient a E, pour tout n. On mu-
nit E de la distance § définie par

(), (9) = max(min(2™", dy (2, yn)
En fait, on utilise treés rarement une distance explicite sur ’espace produit, et toute distance
équivalente a ¢ convient aussi bien.

Théoreme 2.5.4. Un ensemble X est ouvert dans le produit des FE, s’il est réunion
d’ouverts élémentaires de la forme [] U,, ou les U, sont ouverts dans F, et égaux a
FE,, pour tout n assez grand.

neN

DEMONSTRATION :  Si X est ouvert dans E =[], .y En, et si 2 = (z,,) appartient a X, il
existe r > 0 tel que, pour tout y = (yn), 0(x,y) <r =y € X. Si 27" < r et si on définit

U € By tduyn, @) <7} sin<m
" E, sin>m

alors, pour tout ¥y = (Yn) € [[,en Un, 0(z,y) < max(r,27™) = r, donc y € X, c’est-a-dire
que = € [[,enUn C X.

Inversement, si X est réunion d’ouverts élémentaires, pour tout = = (x,) de X, il existe
des ouverts U,, contenant les x,, tels que x € HnEN U, C X etqueU, =F,sin>m.On
choisit alors, pour n < m un r, > 0 tel que la boule de centre z,, et de rayon r,, dans E,
soit contenue dans U, . Si on pose alors

r=min(2™"™, min r,)
n<m

onar>0etsid(r,y) <r, onauy, €U, pour tout n € N, donc y € X, c’est-a-dire que X
contient la boule de centre x et de rayon r, donc que X est ouvert. |
Plus généralement encore, si (E;) est une famille d’espaces topologiques, on définit sur
'ensemble produit [, ; £; une topologie pour laquelle les ouverts sont les réunions d’ouverts

élémentaires, c’est-a-dire de produits [[..; U;, ou les U; sont ouverts dans F; et tous égaux
a E; sauf un nombre fini d’entre eux.

icl

Théoreme 2.5.5. Un espace topologique E est séparé si et seulement si la diagonale
A={(z,y) € EX E:x =y} de E est fermée dans E x E.

DEMONSTRATION : Supposons F séparé, et (z,y) € E x E\ A. Alors x # y et il existe
deux ouverts disjoints U et V dans E contenant respectivement = et y. Alors U x V est un
voisinage ouvert de (z,y) dans E x E, qui est disjoint de A.

Inversement, si A est fermé et si x # y, le point (x,y) n’appartient pas a A, et il existe un
voisinage ouvert W de (z,y) qui est disjoint de A. Par définition de la topologie de E X E,
W contient un ouvert élémentaire U x V', qui lui-méme contient (z,y). Alors U et V sont
des ouverts disjoints de F, contenant respectivement x et y. Donc FE est séparé. |
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2.6 Suites convergentes

Rappelons qu'une suite dans un ensemble E est une application : n +— z,, de N dans F.

Définitions 2.6.1. On dit que la suite (x,,) converge vers x dans I’espace topologique E
si pour tout voisinage V' de x il existe un entier m tel que z, € V pour n > m (c’est-a-dire
que les x,, appartiennent tous a V sauf un nombre fini). On dit alors que x est limite de la
suite ().

On dit que x est point d’accumulation ou valeur d’adhérence de la suite (x,,) si tout voisinage
V' de x contient une infinité de termes de la suite.

Théoréme 2.6.2. Si X est une partie de E et si (z,) est une suite de points de X, toute

valeur d’adhérence, et en particulier toute limite, de la suite (x,,) appartient a I’adhérence
de X.

DEMONSTRATION : En effet, si « est une valeur d’adhérence de (), tout voisinage de =
contient des points de la suite, donc des points de X. |

Théoréme 2.6.3. Dans un espace topologique séparé (en particulier dans un espace
métrique), une suite a au plus une limite.

DEMONSTRATION :  Si x et 2’ sont deux limites distinctes de la suite (x,,), il doit exister
deux voisinages disjoints V et V' de = et 2’ respectivement, donc deux entiers m et m’ tels
que x,, appartienne & V pour n > m et a V' pour n > m’. Alors pour n > max(m,m’), x,
doit appartenir & VNV’ = (), ce qui est absurde. |

Théoreme 2.6.4. Dans un espace métrique, tout point adhérent a une partie X est limite
d’une suite d’éléments de X.

DEMONSTRATION :  Soit en effet x € X. Pour tout entier n, il existe un point x,, de X dans
la boule B(x,27™), qui est un voisinage ouvert de z. Alors la suite (z,) converge vers z. En
effet, tout voisinage V' de z contient une boule ouverte B(x,r), donc tous les points z,, pour
n > m, si m vérifie 27" < r. |

Définition 2.6.5. Soient (x,,) et (y,) deux suites dans E. On dit que la suite (y,) est
extraite de la suite (z,) (ou que (y,) est une sous-suite de la suite (x,)) s’il existe une
injection croissante j : k — ny de N dans N telle que yy, = x,,, pour tout entier k.

Si H est une partie infinie de N, il existe une seule injection croissante j de N dans lui-
méme telle que H = j(N). Une sous-suite de la suite (x,,) est donc entierement définie par
I’ensemble H des indices n tels que z,, soit un terme de cette sous-suite. Si la suite extraite
correspondante est convergente, on notera alors lim,, .. ncg 5 sa limite.

Théoréme 2.6.6. Si z est une valeur d’accumulation d’une suite (x,) dans un espace
métrique, il existe une sous-suite de la suite (x,,) qui converge vers x.

DEMONSTRATION : Si on définit par récurrence sur k, ng = 0 et ngy; = min{n > ny :
d(zn,x) < 27%} pour k > 0, Pentier ny est défini pour tout k si x est valeur d’accumulation
de (z,,), et on a clairement ng41 > ng. Enfin la suite (yx) = (z,,, ) converge vers x. |

Proposition 2.6.7. Une partie X d’un espace métrique est fermée si et seulement si elle
contient la limite de chacune de ses suites convergentes.

DEMONSTRATION :  Si X est fermé et si (x,) est une suite de points de X qui converge
vers x, x € X = X. Inversement, si X contient les limites de ses suites convergentes et si

11
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x est un point adhérent a X, il existe une suite de points de X qui converge vers z ; il en
résulte que = € X. Donc X contient tous ses points adhérents, et X = X est fermé. |

Théoréme 2.6.8. Une suite (z™) dans un produit d’espaces topologiques (F;)icr converge
vers x = (x;) si et seulement si, pour tout i € I, la suite (zI') converge vers x;.

Ceci se déduit aisément de la définition des voisinages ouverts élémentaires de x.
L’énoncé suivant sera utilisé ultérieurement a plusieurs reprises dans I’étude de la compacité.

Lemme 2.6.9. (Lemme diagonal de Cantor) Soit (H,) une suite décroissante de parties
infinies de N. Alors il existe une partie infinie H de N qui est presque incluse dans chacune
des H,,, c’est-a-dire que tous les éléments de H sauf un nombre fini appartiennent a H,, (ou
que les ensembles (H \ H,) sont des ensembles finis).

DEMONSTRATION :  Si on définit ns, comme le k”™° élément de Hj (pour Pordre usuel des
entiers), et H comme I’ensemble des ny pour k € N, il suffit de vérifier — que la suite (ny)
est strictement croissante : le k 4+ 1°M¢ élément de Hj 1 est supérieur au k + 1°™° élément
de Hj puisque Hyyq1 C Hy, donc strictement supérieur au ke glément de Hy, — et que ny,
appartient a H,, si k > n puisque alors H, C H,. |

2.7 Applications continues

Définition 2.7.1. Soit f une application d’un espace topologique E dans un espace
topologique F'. On dit que f est continue en a si pour tout voisinage W de f(a), il existe un
voisinage V' de a tel que f(V) C W.

Intuitivement, si f est continue en a les images des points “assez proches” de a sont proches
de f(a). Si f est continue en a et si W est un voisinage de f(a), f~1(W), qui contient le
voisinage V' de a est lui-méme un voisinage de a. Inversement, si f~!(W) est un voisinage

de a, on a f(V) C W, pour le voisinage V = f~1(W) de a.

Théoreme 2.7.2. Soient E et F' deux espaces topologiques, et f une application de E dans
F. Si U est un voisinage de a € FE et si la restriction f|y : U — F de f a U est continue en
a, f est continue en a.

DEMONSTRATION @ Si W est un voisinage de f(a), U N f~Y(W) = (fly)"1(W) est un
voisinage de a dans U, donc la trace sur U d’un voisinage V' de a dans F. Et puisque UNV,
intersection de deux voisinages de a dans F, est un voisinage de a dans F, on a

Unv=Unftw)c ftw)

ce qui montre que f~1(W) est un voisinage de a dans E, donc que f est continue en a. M

Définition 2.7.3. Soit f une application d’un espace topologique E dans un espace
topologique F. On dit que f est continue sur E si elle est continue en chaque point de
E.

L’énoncé suivant est fondamental pour caractériser les fonctions continues.

12
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Théoreme 2.7.4. Pour une fonction f de E dans F' les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) f est continue.
ii)  Pour tout ouvert U de F, f~1(U) est ouvert dans E.
i)  Pour tout fermé A de F, f~1(A) est fermé dans E.

DEMONSTRATION : Si f est continue et si U est ouvert dans F, f~1(U) est voisinage de
chacun de ses points : si a € f~1(U), f(a) € U et U est voisinage de f(a), donc f~(U) est
voisinage de a.

Si 'image réciproque de tout ouvert est ouverte, et si A est fermé dans F, E\ f~1(4) =
fYH(F \ A) est ouvert puisque F'\ A l'est ; donc f~1(A) est fermé.

Enfin, si I'image réciproque de tout fermé est fermée, si a € E et si W est un voisinage de
f(a), le point f(a) n’appartient pas a 'adhérence A de F'\ W. Donc a n’appartient pas au
fermé f~1(A), et il existe un voisinage V de a qui est disjoint de f~1(A). Alors f(V) est
disjoint de A, donc contenu dans W. |

Corollaire 2.7.5. Soient E et F deux espaces topologiques, f une fonction de E dans F, A
et B deux fermés de F tels que E = AUB. Si les restrictions de f a A et a B sont continues,
alors f est continue.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer que f~(H) est fermé dans E pour tout fermé H
de F'. Or

J7NH) = FHH) N (AU B) = (A7 ) U (B )

et puisque A; = AN f~1(H) est I'image réciproque de H par fla, Ai est fermé dans A, donc
dans F puisque A est un fermé de E. Pour la méme raison By = AN f~1(H) est fermé dans
E,et f71(H) = A; U By est fermé dans E. |

Théoreme 2.7.6. Si E et I’ sont des espaces métriques, si f est une application de E dans
F et a un point de E, f est continue en a si et seulement si toute suite (x,) qui converge
vers a a une image par f qui converge vers f(a).

DEMONSTRATION : Si (z,,) converge vers a et si f est continue en a, il existe pour tout
voisinage W de f(a) un voisinage V' de a tel que f(V) C W, donc un entier m tel que
x, € V pour tout n > m. Alors, pour tout n > m, f(z,) € W, c’est-a-dire que la suite
(f(zy)) converge vers f(a).

Inversement, si f est discontinue en a, il existe un voisinage W de f(a) tel que X = f~1(W)
ne soit pas un voisinage de a. Pour tout entier n, la boule de centre a et de rayon 27" n’est
pas incluse dans X. On peut donc trouver un point z,, dans cette boule qui n’appartienne
pas & X. Puisque d(a,x,) < 27", la suite (x,,) converge vers a, mais la suite (f(z,)) dont
aucun terme n’appartient & W ne converge pas vers f(a). |

Théoreme 2.7.7. Si E, F et G sont trois espaces topologiques, f et g des applications
continues de E dans F et de F' dans G respectivement, alors gof est continue de E dans G.

DEMONSTRATION : En effet, si U est un ouvert de G, (gof)~1(U) = f~1(¢~1(U)).
L’ensemble V = ¢g=}(U) est ouvert dans F puisque g est continue, et f~1(V) est ouvert
dans E puisque f est continue. |
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Théoreme 2.7.8. Soit f une application de E dans F. Si X est une partie de F' qui contient
f(E), f est continue de E dans F' si et seulement si elle est continue de E dans le sous-espace
X de F.

DEMONSTRATION :  Si f est continue de E dans F, et si U est un ouvert de X, il existe un
ouvert V de F tel que U = X NV. Alors f~1(U) = f~1(V) est ouvert dans FE.

Inversement si f est continue de E dans X et si V est un ouvert de F, f~1(V) = f~1(VNX)
qui est ouvert dans E puisque V N X est un ouvert de X. ]

Si f est une application de £ dans un espace produit [[,., F;, f est déterminée par ses
applications coordonnées (f;) de E dans F; :

f(x) = (fi(z))ier

Théoreme 2.7.9. Une application f de E dans un espace produit est continue si et
seulement si ses applications coordonnées sont continues.

DEMONSTRATION :  Remarquons d’abord que les applications projections 7 : [Lic: Fi —
F; sont continues. En effet, si U; est ouvert dans Fj, ’ensemble w{l(Uj) est un ouvert
élémentaire U; x [, 2; Fi- Il en résulte que si f est continue, f; = mjof est continue.

Inversement, si les f; sont toutes continues et si U = [[U; est un ouvert élémentaire, on a
FHU) = Nies f7H(U;). Cet ensemble est une intersection d’ouverts tous égaux & E sauf
pour les i appartenant & une partie finie J de I. Alors f~(U) = ;¢ £ H(U;) qui est ouvert.
Et puisque un ouvert de [] F; est réunion d’ouverts élémentaires, son image réciproque par
f est un ouvert de F. |

Théoreme 2.7.10. La somme et le produit sont des applications continues de R x R dans
R.

DEMONSTRATION :  Si (a,b) et (z,y) sont deux points de R x R, on a

d((z +y),(a+b) =|(z+y) = (a+b)|=|(x—a)+(y-b)| <|z—al+]y b
< d(x,a) + d(y7b> <2 max(d(x,a),d(y, b)) = Qd((x,y), (a7b))

11 suffit donc que la distance de (z,y) a (a,b) dans R x R soit inférieure a r/2 pour que la
distance de (x + y) & (a + b) dans R soit inférieure a r, ce qui prouve la continuité de la
somme en (a,b).

De méme, si (a,b) et (z,y) sont deux points de R x R, on a

d(zy, ab) = |zy — ab = |(x — a)(y = b) + a(y — b) + (z — a)b|
< |z —ally = b + |af |y = 0 + [b] [z — af

r

"1+ |a| + |b|
rayon d : |[x —al <1, |z —al < J et |y —b| <d. Donc

Sir>0etsid=min(l ), on a pour (x,y) dans la boule de centre (a,b) et de

d(ay, ab) < 5(1 + |a] + [b]) < v
ce qui acheve de prouver la continuité du produit en (a,b). |
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Théoréme 2.7.11. L’inversion x — 1/x est continue de R* dans R.

DEMONSTRATION : Si z et a sont non nuls, on a

1 1| |z—a |z — al
vz al | ax |~ la|(|a] - |z —al)
. : . la] ra®
Doncsir >0,etsid= mm(;, 7), on a, pour z dans la boule de centre a et de rayon 94,

|a]

la| — |z —a| > o donc d(1/x,1/a) < r, ce qui prouve la continuité de 'inversion en a. W
Théoreme 2.7.12. La somme et le produit sont continus de C x C dans C et I'inversion
est continue de C* dans C.

La démonstration utilise exactement les mémes inégalités que pour le cas réel.

Corollaire 2.7.13. Si f et g sont deux fonctions continues de I’espace topologique E dans
R ou dans C, f + g et fg sont continues. De plus, si f ne s’annule pas, 1/f est continue.

DEMONSTRATION : La fonction h : E — R X R (resp. F — C x C) dont les fonctions
coordonnées sont f et g est continue d’apres le théoreme 2.7.9. Il suffit donc de voir que

f+g et fgsont les composées de h avec la somme et le produit, et que 1/f est la composée
de f et de 'inversion de R* (resp C*). |

Définition 2.7.14. Une application f d’un espace métrique E dans un espace métrique
F est dite k-lipschitzienne (avec k € RT) si pour tout z et tout y de E on a

d(f(x), f(y)) < k. d(z,y)

Théoréme 2.7.15. Si f est lipschitzienne (c’est-a-dire k-lipschitzienne pour un certain k),
f est continue.

DEMONSTRATION :  En effet, la boule de centre x et de rayon r/k est contenue dans I'image
réciproque par f de la boule de centre f(x) et de rayon r. |

Corollaire 2.7.16. La fonction valeur absolue est continue de R dans RT. La fonction
module est continue de C dans Rt.

DEMONSTRATION : L’inégalité
|| = [yl | < |z —y]
montre que cette fonction est 1-lipschitzienne, donc continue. On en déduit comme plus haut

que la valeur absolue d’une fonction réelle continue (ou le module d’une fonction complexe
continue) est continue. |

Théoreme 2.7.17. Si FE est un espace métrique, la distance est une fonction continue de
E x E dans R.

DEMONSTRATION :  Soient (z,y) et (2/,y) deux points de ExXE. On a
d(2',y") < d(z,2") + d(z,y) + d(y,y)
donc
(@’ y') = d(@,y) < d(z,2") + d(y,y") < 2 max(d((z,2),d(y,y')) = 2d((z, y), (2",y))
et par symétrie
|d(z",y") — d(z,y)| < 2d((x,y), (2",y))
ce qui montre que la fonction d est 2-lipschitzienne donc continue. |
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Théoreme 2.7.18. Si E est un espace métrique, et F' un fermé non vide de F, la fonction
distance a F' est continue.

DEMONSTRATION :  On a prouvé au théoréeme 2.2.6 I'inégalité |d(z, F) — d(y, F)| < d(z,y).
Il en résulte que la fonction distance a F' est 1-lipschitzienne, donc continue. |

Théoreme 2.7.19. Soient E un espace topologique, a un point de E/, F' un espace métrique
et f une application de E dans F'. On suppose que, pour tout € > 0, il existe une fonction
fe de E dans F continue en a, vérifiant pour tout x de E : d(f(z), f-(x)) < e. Alors f est
continue en a.

DEMONSTRATION :  Soit 7 > 0. On cherche un voisinage W de a tel que f(W) C B(f(a),r).
Prenons ¢ = r/3, et choisissons une fonction f. vérifiant la condition ci-dessus. Puisque f.
est continue en a, il existe un voisinage W de a tel que f.(W) C B(f:(a),e). Alors, pour
tout x de W on a

d(f(x), f(a)) < d(f(x), fe(2)) + d(fe(2), f=(a)) + d(fe(a), f(a)) <e +ete=7

puisque d(f:(x), f-(a)) < &, ce qui entraine que f(x) appartient & la boule ouverte de centre
f(a) et de rayon 7. |

Définition 2.7.20. On dit qu’une suite (f,) de fonctions de I’ensemble X dans I’espace
métrique E converge uniformément vers une fonction f si, pour tout ¢ > 0, il existe un
entier m tel que, pour tout x € X et tout n > m, on ait d(f,(z), f(z)) < €.

Théoréme 2.7.21. Si la suite (f,) de fonctions continues de I’espace topologique X dans
I’espace métrique E converge uniformément vers f, la fonction f est continue.

DEMONSTRATION :  Ceci résulte immédiatement du théoréeme 2.7.19, appliqué & tout point
a de X. |

2.8 Homéomorphismes

Si f est une bijection continue de ’espace F sur 'espace F', il n’est pas toujours vrai que
f~1 soit continue de F sur E. Par exemple, si N est le sous-espace de R formé des entiers

naturels, et si f est définie par
n

) =1

I'espace F' étant le sous-espace f(N) de R, 'application f est continue : puisque pour tout
n € N, la boule ouverte de N de centre n et de rayon 1 est égale & {n}, toute partie de N
est ouverte dans N ; I'image réciproque par f de tout ouvert de F' est donc ouverte dans N.
Cependant la suite (f(n))nen converge vers f(0) = 0, alors que la suite (n) ne converge pas
vers 0, ce qui montre que f~! n’est pas continue.

Définition 2.8.1. On dit que f est un homéomorphisme de F sur F si f est bijective et
continue de F sur F et si f~! est continue de F sur E.
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On dit que E et F' sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de E sur F'.

Exemples 2.8.2. La droite réelle R est homéomorphe a tout intervalle ouvert borné de R.
La droite réelle est homéomorphe a un cercle privé d’un point.

DEMONSTRATION : La fonction ¢ : x +— est continue et bijective de R sur | — 1, 1].

x
1+ |z

! est définie par p~!(z) =

1

Et comme la fonction ¢~ on voit que ¢~ " est continue de

x
1—|a|’
| — 1,1 dans R. Ceci prouve que R est homéomorphe a l'intervalle | — 1, 1[. Et comme il est
clair que deux intervalles ouverts bornés de R sont homéomorphes par une transformation
affine, le premier résultat est prouvé.

Si ¢ est maintenant la fonction de R dans R? définie par

() x 1
T) =
v 1+ 221+ 22

on voit aisément que ¢ est continue et bijective de R sur le cercle d’équation X2 +Y2-Y =0,
privé de (0,0). Et puisque p~1(X,Y) = X/Y, on voit que ¢! est continue. |

Remarque 2.8.3. (Droite achevée)

On appelle droite achevée ’ensemble R=RU {- oo ,+00}. Puisque R est homéomorphe a

I'intervalle | — 1,1[ par la fonction ¢ : x — on peut prolonger ¢ a R en posant

1+ ]a:|
p(—o0) = —1 et p(+o0) = 1. Et on munit R de la topologie pour laquelle ¢ est un
homéomorphisme avec I'intervalle fermé [—1, 1].

Définition 2.8.4. Un espace topologique E est dit métrisable s’il est homéomorphe a un
espace métrique.

Ceci revient a dire qu’il existe sur £ une distance qui définit la topologie. Naturellement,
une topologie métrisable peut étre définie par plusieurs distances. On a déja vu que deux
distances définissent la méme topologie si et seulement si elles sont équivalentes. On peut
en donner un autre énoncé.

Théoreme 2.8.5. Deux distances d; et dy sur un ensemble E définissent la méme topologie
si et seulement si elles ont les mémes suites convergentes.

DEMONSTRATION : Si dy et do définissent la méme topologie 7, une suite (x,) converge
vers x pour di si elle converge pour la topologie 7, et de méme pour ds.

Inversement, si toute suite qui converge pour d; converge pour ds, la limite est la méme :
si la suite (z,) converge vers x pour dp, la suite (y,) définie par ys, = z, et yo,41 = =
converge vers x pour di donc aussi pour ds; La limite pour dy de la suite (y2,) est donc
la méme que la limite pour ds de la suite constante (y25,+1), ¢’est-a-dire z. Et puisque un
ensemble X est fermé pour d; si toute suite convergente de points de X a sa limite dans X,
on voit que les ensembles fermés pour dy et pour ds coincident. Donc d; et do définissent la
méme topologie. ]

Définition 2.8.6. Une application f d’un espace métrique E dans un espace métrique F'
est appelée une isométrie si, pour tout x et tout y de F on a

d(f(x), f(y)) = d(z,y)
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Il est clair qu’une isométrie de F dans F' est un homéomorphisme de E sur le sous-espace
f(E)de F : fet f~! sont alors 1-lipschitziennes.

2.9 Continuité uniforme

Si f est une fonction continue de ’espace métrique E dans ’espace métrique F', il existe
pour tout r > 0 et tout  de F un ¢ tel que f(B(z,0)) C B(f(x),r). En général, pour un r
donné le § va dépendre de x, et il se peut qu’aucun d ne puisse étre valable simultanément
pour tous les x. La propriété qu’on va introduire maintenant est donc plus forte que la
continuité. On verra néanmoins ultérieurement que dans certains cas, elle est équivalente a
la continuité.

Définition 2.9.1. On dit que la fonction f de I'espace métrique E dans I’espace métrique
F' est uniformément continue si, pour tout r > 0, on peut trouver un § > 0 tel que, pour
tout x et tout y de F

dz,y) <6 = d(f(z),f(y) <r

Il est clair que si f est k-lipschitzienne, elle est uniformément continue : il suffit de prendre
0 = r/k, avec les notations précédentes.

2.10 Espaces métriques séparables

Définition 2.10.1. Un espace topologique est dit séparable s’il contient une partie
dénombrable partout dense.

Par exemple, R, qui contient le sous-ensemble dénombrable dense Q des rationnels est
séparable.

Théoreme 2.10.2. Si 'espace métrique E est séparable, il existe dans F une famille
dénombrable (Uy,),en d’ouverts telle que tout ouvert de E soit la réunion d’une sous-famille
de (Up)nen- Une telle famille est appelée base de la topologie.

DEMONSTRATION :  Soit D une partie dénombrable dense dans E. La famille .% de toutes
les boules ouvertes B(x,r) ou = appartient a D et r est rationnel est dénombrable, donc
peut étre énumérée en une suite (Uy,). Si O est un ouvert de E et si H = {n € N: U, C O},
on a clairement

U U, CcO
De plus, si x € O, il existe p > tel que B(z,p) C O, donc r > 0 rationnel tel que 2r < p et
a € D tel que d(z,a) < r. Alors B(a,r) €%, x € B(a,r) et
B(a,r) C B(x,2r) C B(z,p) C O
Donc il existe un entier n tel que U,, = B(a,r) et n € H, d’ot1 'on déduit que z € |, .y Un

et que O = U, cpy Un-
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Théoreme 2.10.3. Si la topologie de I'espace métrique E possede une base dénombrable,
FE est séparable.

DEMONSTRATION :  Soit (U, )nen une telle base. Pour chaque entier n tel que U, # (), on
choisit un point x,, dans U,,. Alors ’ensemble D = {x,, : n € N} est dense dans E : soient
en effet a € E et € > 0. Alors 'ouvert B(a, ¢), réunion d’une sous-famille des (U,,), contient
un U,, tel que a € U,,. Et le point x,, appartient & D et vérifie d(z,,,a) < € puisque
Ty € Up, C B(a,e). |

Corollaire 2.10.4. Si F est un espace métrique séparable et F' un sous-espace de F, alors
F' est séparable.

DEMONSTRATION :  Puisque E est séparable, il possede une base dénombrable (U, )pen. 11
est alors clair que la famille (U, N F),en est une base dénombrable de F', donc que F est
séparable. ]

Théoréme 2.10.5. Soit E un espace métrique séparable. Si ./ est une famille d’ouverts
de E non vides et deux-a-deux disjoints, cette famille est dénombrable.

DEMONSTRATION :  Soit (z,) une suite de points de E partout dense dans E. A chaque
A €7 on peut associer un entier n(A) tel que x,4) € A. Et puisque les éléments de.&/
sont deux-a-deux disjoints, Papplication A — n(A) est injective de .27 dans N. Donc .97 est
dénombrable. |
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Chapitre 3 : Espaces compacts

3
ESPACES COMPACTS

3.1 La propriété de Borel-Lebesgue

Définitions 3.1.1. Une famille de parties (O;);c; d’un ensemble E est appelée recouvre-
ment de F si E est la réunion de cette famille, c¢’est-a-dire si tout point de E appartient a
I’'un au moins des O;.

Si % = (0;)ier est un recouvrement de E, on appelle sous-recouvrement de % une sous-
famille (O;);cg, avec J C I, qui est un recouvrement de E.

On appelle recouvrement ouvert d’un espace topologique E toute famille d’ouverts de E qui
est un recouvrement de E.

Remarque. On notera qu’'un recouvrement de E n’est pas une partie de F, mais une famille
de parties de E.

Définition 3.1.2. Un espace topologique E est dit compact s’il est séparé et si tout
recouvrement ouvert de E contient un sous-recouvrement fini.

Remarque . Quel que soit I'espace topologique E, { E'} est toujours un recouvrement ouvert
fini ( & un élément!) de E. La compacité de E n’est donc pas I'existence de recouvrements
ouverts finis de E.

Proposition 3.1.3. Un espace topologique discret est compact si et seulement s’il est fini.

DEMONSTRATION :  Si E est fini et si (U;) est un recouvrement ouvert, il suffit de choisir
pour chaque point de F un U; qui le contienne pour obtenir un sous-recouvrement fini.
Inversement, il suffit de remarquer que la famille de tous les singletons constitue alors un
recouvrement ouvert. [ |

Théoreme 3.1.4. Un espace topologique séparé est compact si et seulement si toute famille
de fermés non vides, qui est stable par intersection finie, possede une intersection non vide.

DEMONSTRATION :  Si E est compact, et si (F});cr est une famille de fermés non vides stable
par intersection finie et d’intersection vide, la famille des complémentaires O; = E'\ F; est un
recouvrement ouvert de E. Il doit donc exister une partie finie J de I telle que E' = | J, ; O;,
c’est-a-dire [, ; F; = 0. Mais si la famille (F;) est stable par intersection finie, il existe un
jeltel que Fj =(,c, Fi = (), ce qui contredit ’hypothese.
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Inversement, si F n’est pas compact, il existe un recouvrement ouvert (O;);c; sans sous-
recouvrement fini. Si on définit, pour toute partie finie J de I, F; = E '\ J,c; O;, la famille
des (Fy) est formée de fermés non vides, est stable par intersection finie, et posseéde une
intersection vide. u

Théoreme 3.1.5. Si E est compact et si ' est un fermé de E, F' est compact.

DEMONSTRATION : Notons d’abord que F est séparé : si z et y sont deux points distincts
de F', il existe deux voisinages ouverts disjoints U et V de x et y respectivement dans F.
Alors, UN F et V N F sont des voisinages ouverts disjoints de = et de y dans F.

Si (A;)iers est une famille de fermés non vides de F', stable par intersection finie, chaque A;,
intersection de F' avec un fermé de E est lui-méme fermé dans E. Et par compacité de FE la
famille (A4;) doit avoir une intersection non vide. Ceci prouve la compacité de F'. |

Définition 3.1.6. Une partie X d’un espace topologique séparé E est dite relativement
compacte si elle est contenue dans une partie compacte de E.

Il est équivalent de dire que adhérence X de X est une partie compacte de E.

Théoreme 3.1.7. Si E est séparé, et si le sous-espace X de E est compact, X est fermé
dans F.

DEMONSTRATION : Soit a un point de £\ X. On veut prouver qu’il existe un voisinage
de a disjoint de X. Pour tout x de X, = # a. Il existe donc des ouverts disjoints U, et V,
contenant respectivement a et x. Ceci entraine que X C |J, ¢y Vi, donc que les (X NV,)zex
forment un recouvrement ouvert de X. Il doit donc exister une partie finie Y de X telle que
Uzey (X NVz) = X. Mais alors U = [,y Us, intersection finie d’ouverts contenant a, est
un voisinage ouvert de a. Et puisque

vnxc | Jwunwv)c |JW.nV,)=0

€Y zeY

€Y

U est le voisinage cherché de a. |

Théoreme 3.1.8. Si E est un espace séparé, K et Ko deux parties compactes de F,
K1 U K5 est compact.

DEMONSTRATION :  Soit (U;);er un recouvrement ouvert de K7 U Ks. Puisque les ouverts
U; N Ky de K; recouvrent le compact Ky, il existe une partie finie J; de I telle que
K, C U,L-EJ1 U;. 1l existe de méme une partie finie Jo de I telle que Ky C Uiej2 U;. Alors
J = J; U Jy est finie et K1UK2CUi€JUi. [ |

Théoréme 3.1.9. Soient E un espace compact et f une surjection continue de E sur un
espace séparé F'. Alors F' est lui-méme compact.

DEMONSTRATION @ Si (O;);¢5 est un recouvrement ouvert de F, et si on pose U; = f~1(0;),
les (U;) sont ouverts dans E et

Uui=Uron=rJoy=r"'#=E
il i€l icl
ce qui montre que (U;) est un recouvrement ouvert de E. Et si J est une partie finie de [

telle que £ = J;,c; Ui, on a
F=fE)=rJu) = rw)=Jo
i€J i€J i€J
ce qui montre que (O;);e est un sous-recouvrement fini de F'. |
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Corollaire 3.1.10. Un espace homéomorphe a un espace compact est lui-méme compact.

DEMONSTRATION :  Si h est un homéomorphisme de I'espace compact E sur F, on remarque
d’abord que F est séparé. En effet, si x et y sont deux points distincts de F, 2’ = h=1(z) et
y' = h~1(y) qui sont distincts ont des voisinages ouverts U’ et V' disjoints dans E. Et puisque
h=1 est continue, h(U) et h(V) sont ouverts et disjoints dans F, contenant respectivement
z et y.

Et puisque h est continue, F' = h(E) est compact. |

Corollaire 3.1.11. Si f est bijective et continue de I'espace compact E sur I’espace séparé
F', f est un homéomorphisme.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer que f~! est continue. Soit donc X un fermé de E :
I'image réciproque de X par f~! est f(X). Or X, fermé dans le compact E, est compact,
et son image continue f(X) dans l'espace séparé F' est compacte, donc fermée dans F'. Tout
fermé de E a donc une image réciproque par f~! qui est fermée, et f~! est continue. |

3.2 Compacts métrisables

On g’intéresse maintenant au cas des espaces métrisables. On va voir que la compacité peut
s’exprimer en termes de suites. Si E est un espace métrisable, on choisira, sans toujours la
préciser, une distance d sur E qui définit la topologie.

Théoreme 3.2.1. Soit E un espace métrique. Parmi les propriétés suivantes,

i) E est compact.

it1)  Pour tout recouvrement ouvert (O;);cr de E, il existe un nombre p > 0 tel que
toute boule ouverte de rayon p centrée en un point de E soit contenue dans I'un au moins
des O;.

iit)  Toute suite de points de E posséde dans E une valeur d’adhérence.

iv)  Toute suite de points de E posséde une sous-suite qui converge dans E.
les propriétés i), iii) et iv) sont équivalentes, et elles entrainent la propriété ii).
DEMONSTRATION : Si la suite (z,,) a une sous-suite qui converge vers z, le point z est
valeur d’adhérence de la suite (x,,). Donc la propriété iv) entraine la propriété iii).
Supposons que toute suite de E ait une valeur d’adhérence, et que la propriété ii) ne soit
pas vérifiée. Soit donc (O;) un recouvrement ouvert tel que pour tout entier n, il existe un
point x,, tel que la boule B(z,,2~™) ne soit contenue dans aucun des O;. 1l existerait alors
une valeur d’adhérence x de la suite (z,), et « appartiendrait & un certain O;. Soit € > 0

tel que O; D B(z,e¢). 1l existe m tel que 27" < ¢, et n > m tel que d(x,z,) < /2. Alors,
pour tout y appartenant a B(z,,2”"), on a

1
d(z,y) < d(z,20) +d(zn,y) <e/2+27" <e/2+ 527" <e/2+e/2=¢

d’ou B(z,,2™") C B(x,e) C Oj, contrairement au choix de z,,.
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Si la propriété i) est vérifiée, la propriété ii) I'est aussi. Nous montrons par l’absurde
que E est compact. Soit (O;);c; un recouvrement ouvert de E ne possédant aucun sous-
recouvrement fini. Il existe alors un p > 0 tel que toute boule de rayon p soit contenue
dans 'un au moins des O;. On construit alors par récurrence une suite (i,,) d’éléments de
I et une suite (y,) de points de E telles que y,, ¢ U, Oi, et B(yn,p) C O;,. En effet,
la réunion (J,_,, O;, n’est pas égale a E, donc ne contient pas un certain y,, et la boule
de centre y,, et de rayon p est incluse dans I'un des O;, soit O; . La suite (y,) doit donc
avoir une valeur d’adhérence y, et il existe au moins deux entiers distincts m et n tels que
A(Ym,y) < p/2 et d(yn,y) < p/2. On peut supposer m < n. Alors, puisque d(Ym,yn) < p,
Yn € B(Ym,p) C O; ., contrairement au choix de y,.

Enfin, si E est compact, et si (x,,) était une suite de points de F sans sous-suite convergente,
tout point = de F possederait un voisinage U, qui ne rencontre qu'un nombre fini de points
de la suite. Sinon, x serait une valeur d’accumulation de la suite (z,,), et serait limite d’une
sous-suite de (z,,) : on pourrait en effet construire une suite strictement croissante d’entiers
(ng) telle que d(z,z,,) < 27, Alors (U,)zep serait un recouvrement ouvert du compact
E, et si Y était une partie finie de E telle que |J, .y U, = E, E ne pourrait contenir qu'un
nombre fini de points de la suite infinie (x,,), ce qui est absurde. |

Théoréme 3.2.2. Si E est un espace métrique compact et (x,,) une suite de points de E
qui posséde une seule valeur d’adhérence a, la suite (z,,) converge vers a.

DEMONSTRATION : Soit V un voisinage ouvert de a. On veut démontrer que tous les
termes de la suite (z,) sont dans V' sauf un nombre fini. Dans le cas contraire, I’ensemble
H ={n e N:z, ¢ V} serait infini, et la suite (z,),ecm serait une suite dans le compact
FE sans valeur d’adhérence : en effet, a ne peut étre une valeur d’adhérence puisqu’aucun
terme de cette sous-suite n’appartient a V', et une valeur d’adhérence de la sous-suite serait
une valeur d’adhérence de (z,,). |

Définition 3.2.3. Si E est un espace métrique, on dit que E est précompact si, pour tout
e > 0, il existe un recouvrement de E par un nombre fini de parties de diamétre inférieur a
E.

Théoreme 3.2.4. Tout espace métrique compact est précompact.

DEMONSTRATION :  Soit € > 0. La famille de toutes les boules ouvertes de rayon £/2 est
un recouvrement ouvert de E par des parties de diametre inférieur a ¢ : en effet, si y et z
appartiennent a B(z,¢/2), d(y,2) < d(z,y) + d(x,2) < €/2 4+ ¢/2 = €. Et puisque E est
compact, ce recouvrement admet un sous-recouvrement fini. |

Théoreme 3.2.5. Si E est un espace métrique compact, il est séparable.

DEMONSTRATION : D’aprés le théoréme précédent, il existe pour tout entier n une partie
finie J,, de E telle que £ = (J,c; B(z,27"). Alors D = J,,cy /n est dénombrable, et il
existe une énumération (z,) de D. De plus, pour tout y de E et tout € > 0, il existe n tel
que 27" < g, et x € J,, tel que y € B(x,27"), donc que d(z,y) < €. Tout point y de E est
donc adhérent a D, ce qui montre que E est séparable. |
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3.3 Produit de compacts métrisables

Théoreme 3.3.1. Si E et F sont deux compacts métrisables, le produit E x F' est compact.

DEMONSTRATION : Il suffit de démontrer que de toute suite de E x F' on peut extraire une
sous-suite convergente. Soit donc (z,)nen une suite dans E x F. Alors z, = (2, yn), avec
x, € E et y, € F. Puisque E est compact, la suite (x,,) posséde une sous-suite convergente,
de limite z. Il existe donc une partie infinie H de N telle que z = lim,,_, o ne g 5. Puisque F
est compact, la suite (y,)nem possede aussi une sous-suite convergente, et il existe un y € F
et une partie infinie H' de H telle que y = lim,, 00 nen Yn. Alors la suite (z,,)nep’ extraite
de la suite (z,)nem converge vers x. Donc la suite (2, )nens converge vers (z,y) € E X F,
ce qui acheve la démonstration. |

La méme méthode permet de démontrer plus généralement :

Théoreme 3.3.2. Le produit d’une famille finie ou dénombrable d’espaces compacts
métrisables est compact.

DEMONSTRATION :  Pour une famille finie, il suffit de faire une démonstration par récurrence
sur le nombre de facteurs, en utilisant le théoreme précédent.
Si maintenant F,, est un espace métrique compact pour tout entier n, et si (xk ) est une suite

de points du produit £ =[], .y En, on va montrer que la suite (2%) possede une sous-suite

convergente. Si on note z¥ la n®° coordonnée du point z¥, la suite (2§)ren est une suite

du compact métrique FEy. Il existe donc une partie infinie Hy de N telle que la sous-suite
(x8)rem, converge dans Ey vers un point ag.

La suite (2})ren, est une suite dans le compact Ej. Il existe donc une partie infinie H; de
Hy telle que la suite (z¥)zem, converge vers un point a; de Ej.

Répétant cette opération, on construit une suite décroissante (H;) de parties infinies de
N telles que la suite (a:;“)ke H; converge dans Ej; vers un point a;. On voit alors, puisque
H; C H; sij > i, que la suite (xf)keHj converge vers a; si j > i. Appliquant le lemme 2.6.9,
on trouve une partie infinie H de N qui est presque incluse dans chacune des parties H;. On
en déduit que la suite (xf) kcH converge vers a; pour tout entier ¢, c’est-a-dire que la suite
(2%)pen converge dans E vers le point a de coordonnées (a;), ce qui prouve que la suite (z*)
a une sous-suite convergente. Donc F est compact. |

3.4 Parties compactes de la droite réelle

Théoréme 3.4.1. (Borel-Lebesgue) L’intervalle [0,1] de R est compact.

DEMONSTRATION :  Soit (U;);er un recouvrement ouvert de [0, 1]. On va démontrer que ce
recouvrement posséde un sous-recouvrement fini. On note A l’ensemble des = € [0, 1] tels
que l'intervalle [0, z] posséde un recouvrement par un nombre fini des U;, et on veut prouver
que 1 € A. Puisqu’il existe un k € I tel que 0 € Uy, il existe r > 0 tel que [0,7] C Uy, A n’est
pas vide et contient [0, 7]. Puisque A est borné par 1, il possede une borne supérieure o < 1.
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Il existe un j € I tel que a € Uj, donc un ¢ > 0 tel que U, contienne 'intersection de [0, 1]
et de l'intervalle Ja — 0, a + ¢[. Par définition de «, il existe un = dans ANja — 4, a]. Puisqu’il
existe une partie finie J de I tel que [0, z] soit recouvert par | J, ; U, [0, a] est recouvert par
Uics Ui, ou J' = JU {j}. Et puisque J' est fini, o € A. Et si a était strictement inférieur
a 1, il existerait un y dans [0, 1]N]a, a + 0]. Alors l'intervalle [0, y] serait aussi contenu dans
U,e Ui, ce qui prouverait que y € A, contrairement a la définition de a. |

Théoreme 3.4.2. Les parties compactes de R sont les parties fermées et bornées.

DEMONSTRATION : Soit K une partie compacte de R. Puique I'espace métrique R est
séparé, K est fermé. Et puisque la famille décroissante de fermés F,, = K\ | —n,n[, de K
est d’intersection vide, 'un d’entre eux doit étre vide, ce qui signifie que K est contenu dans
un intervalle | — n, n[, donc est borné.

Inversement, pour tout entier n, 'application x — n(2z—1) est continue de [0, 1] sur [—n, n].
Il en résulte que [—n,n] est compact. Enfin, si K est une partie fermée et bornée de R, il
existe un entier n tel que K C [—n,n]. Alors K = K N [—n,n] est fermé dans le compact
[—n,n], donc lui-méme compact. |

Corollaire 3.4.3. Si K est un compact non vide de R, K contient un plus grand point et
un plus petit point.

DEMONSTRATION : Puisque K est borné et non vide, il posseéde une borne supérieure « et
une borne inférieure . Puisque, pour tout € > 0, K rencontre |a — ¢, ], « est adhérent a
I’ensemble fermé K, donc appartient a K, dont il est le plus grand point. On voit de méme
que (3 est le plus petit point de K. |

Théoreme 3.4.4. Les parties compactes de R™ sont les parties fermées et bornées.

DEMONSTRATION :  Si K est une partie compacte de I’espace métrisable R, elle est fermée
dans R™. Et si on note Py le pavé ouvert {z = (x1,22,...,2,) : max |z;| < k} (qui est la
boule ouverte centrée a l'origine et de rayon k), la famille décroissante de fermés (K \ Py)
du compact K a une intersection vide : 'un d’entre eux est donc vide, c’est-a-dire que K
est contenu dans 1'un des Py, donc est borné.

Inversement, si K est fermé et borné dans R"”, il existe un entier k tel que, pour tout x de
K, chacune des n coordonnées de z soit majorée en valeur absolue par k. Puisque [—k, k]
est compact dans R, P = [—k, k|™ est compact dans R™, et K = K N P est fermé dans le
compact P, donc compact. |

3.5 Fonctions continues sur un compact

Théoréme 3.5.1. Si f est une fonction continue du compact K non vide dans R, f est
bornée et atteint sur K sa borne supérieure et sa borne inférieure.

DEMONSTRATION :  Puisque f est continue, f(K) est une partie compacte non vide de R ;
elle est donc bornée et contient un plus grand point a et un plus petit point 5. Si x et y
sont des points de K tels que f(z) = a et f(y) = 3, f atteint sa borne supérieure o en x et
sa borne inférieure 3 en y. |

26



Chapitre 3 : Espaces compacts

Théoreme 3.5.2. Soient K un espace compact et F' un espace métrique. Sur I’'ensemble
& (K, F) des fonctions continues de K dans F, on peut définir une distance, appelée distance
de la convergence uniforme, par

d(f,g) = sup d(f(z),g(x))

zeK
Cette borne supérieure est atteinte en au moins un point de K.

DEMONSTRATION :  Si f et g sont continues de K dans F, la fonction p = fxg: K — FxF
dont les fonctions coordonnées sont f et g est continue de K dans F' x F'. Il en résulte, puisque
la distance est continue de F' x F' dans R, que la fonction x — d(f(z), g(z)) est continue de
K dans R, donc est bornée et atteint sa borne supérieure.

On a clairement d(f, f) = 0, et d(f,g9) = d(g, f). Enfin, si f, g et h sont trois fonctions
continues de K dans F', on a pour tout x de K

d(f(x), h(z)) < d(f(x), g(x)) + d(g(x), h(z))

donc, en passant a la borne supérieure, on a pour tout x

d(f(x), h(z)) < d(f,g) +d(g, )
ce qui fournit I'inégalité cherchée d(f, h) < d(f,g) + d(g,h). [

Théoréme 3.5.3. (Heine) Si f est une application continue de I’espace métrique compact
FE dans I'espace métrique F, f est uniformément continue.

DEMONSTRATION :  Soit € > 0. Pour tout z de F, il existe un voisinage ouvert U, du
point z tel que f(U,) C B(f(z),e/2). La famille (U, ),cp est un recouvrement ouvert de E.
D’apres le théoreme 3.2.1, il existe un nombre p > 0 tel que toute boule ouverte de E de
rayon p soit contenue dans 'un des U,.

Si y et z sont deux points de E tels que d(y, z) < p, z € B(y, p). Il existe donc un x € E tel
que B(y, p) C U,. On en déduit que y et z appartiennent a U,, donc que d(f(y), f(z)) < €/2
et d(f(z), f(z)) < e/2, et enfin que

d(f(y), f(2)) < d(f(y), f(2)) +d(f(2), f(x)) <e/2+e/2=¢

ce qui acheve de montrer que f est uniformément continue. |
On peut de la méme maniere démontrer une généralisation de ce théoreme, qui aura plus
loin des applications.

Théoreme 3.5.4. Soient E et I' deux espaces métriques, f une fonction continue de E
dans F' et K une partie compacte de E. Alors, pour tout € > 0, il existe un n > 0 tel que,
siz e K,y € FE etd(z,y) <nonaitd(f(z),fly)) <e.

DEMONSTRATION :  Soit € > 0. Pour tout z de K, il existe un p, > 0 tel que

f(B(2,2p2)) € B(f(2),¢/2)

Alors la famille (B(z, p,) N K) est un recouvrement ouvert du compact K, et il existe un
sous-recouvrement fini (B(z,p,) N K).cy de K extrait de ce recouvrement. Si on désigne
par 1 le nombre strictement positif
n = inf py
zeJ
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on a, pour z € K, y € E et d(x,y) < n, I'existence d'un z € J tel que z € B(z,p,) N K.
Alors, puisque n < p,, on a

d(y,z) < d(y,z) +d(z,z) <n+p. <2p.

On en déduit que z et y appartiennent a B(z,2p,) donc que

d(f(x), f(y)) < d(f(x), f(2)) +d(f(y), [(2)) <e/2+¢e/2=¢

ce qui acheve la démonstration. |

Théoréme 3.5.5. (Dini) Si (f,) est une suite croissante de fonctions continues de I’espace
compact K dans R, qui converge en tout point de K vers une fonction continue f, la
convergence est uniforme.

DEMONSTRATION :  Soit € > 0. L’ensemble
Up={z € K: fula) > fla) —c} = {w € K : (f — fu)(x) < &}

est ouvert puisque f— f,, est continue. De plus U,, C U,,4+1 puisque la suite (f,,) est croissante.
Et K est réunion des ouverts (U,) puisque f(x) = lim,,_.o fn(x) pour tout x. Par compacité
de K, on voit qu’il existe un m tel que (U,,) soit égal a K ce qui signifie que, pour tout
r € Kettoutn>m

f(@) =& < fm(2) < ful2) < f(2)

donc que la suite (f,,) converge uniformément. |

3.6 Espaces localement compacts

Définition 3.6.1. Un espace topologique séparé E est dit localement compact si tout point
de E posséde un voisinage compact.

Proposition 3.6.2. Si K est une partie compacte de l’espace localement compact E, il
existe un voisinage compact de K, c’est-a-dire un compact qui soit voisinage de chaque
point de K.

DEMONSTRATION :  Pour tout  de K il existe un voisinage compact K, de x. La famille

[e]
des intérieurs (K, ) forme donc un recouvrement ouvert du compact K. Alors, il existe une

partie finie J de K telle que

KcU:UKOm
zeJ

etonalU C U,es Kz, ce qui prouve que U, qui est fermé dans une réunion finie de compacts,
est lui-méme compact, et voisinage de tout point de K puisqu’il contient U. |
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Définition 3.6.3. Un espace topologique localement compact E est dit dénombrable a
I'infini s’il existe une suite de parties compactes de E qui recouvre E.

Théoreme 3.6.4. Si E est un espace localement compact dénombrable a I'infini, il existe
une suite exhaustive de compacts de E, c’est-a-dire une suite croissante (K,,) de compacts
de E telle que tout compact de E soit contenu dans I'un des K,,.

DEMONSTRATION : Puisque F est dénombrable & Dinfini, il existe une suite (L,) de

compacts qui recouvre E. On construit alors par récurrence une suite (K,) de compacts

en posant Ko = Lg et en choisissant, pour n > 1, un voisinage compact K, de K,,_1 U L,.

Alors les K,, recouvrent E puisqu’ils contiennent les L,,, et si K est un compact de FE, K est
o

recouvert par les ouverts U,, = K,, puisque K,, C U, 1. Il est donc recouvert par un nombre
fini d’entre eux. Et puisque ceux-ci sont croissants, il existe un m telque K C U,,, C K,,,. 1

Théoreme 3.6.5. Si U est un ouvert de I'espace métrique compact E, U est localement
compact dénombrable a 'infini.

DEMONSTRATION :  Si on note F' le fermé E '\ U, et ¢ la fonction continue : x +— d(z, F), U
est 'ensemble des points de F ou ¢ est strictement positive. Alors si z € U et a = p(z) > 0,
I'ensemble V = {y € E: p(y) > a/2} est un voisinage fermé de x dans E, donc est compact
et il est contenu dans U. De plus, chaque ensemble

K,={ycE:py >2""}

est compact, contenu dans U, et U = |J,, o Kn- |
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4
ESPACES COMPLETS

4.1 Suites de Cauchy

On va maintenant étudier une condition un peu plus large que la compacité, qui permette
d’assurer qu’une suite est convergente, sans connaitre a priori sa limite.

Définition 4.1.1. Une suite (x,,) dans un espace métrique est appelée suite de Cauchy si,
pour tout € > 0, il existe un entier m tel que la distance de deux termes quelconques de la
suite, d’indices supérieurs a m, soit inférieure a €.

Ceci revient a dire que, en notant @,, 'ensemble {x,, : n > m}, on alim,, . diam(Q,,) = 0.

Proposition 4.1.2. Si (z,) est une suite de Cauchy, et (y,,) une suite extraite de (z,), la
suite (y,) est une suite de Cauchy.

DEMONSTRATION : Il existe une suite strictement croissante (ny) d’entiers telle que y, =
Tp,,. Soit € > 0. Il existe m tel que, pour n et p supérieurs & m, on ait d(x,,, z,) < . Alors, si
k et ¢ sont supérieurs a m, on ang >k > met ng > £ > m, donc d(yx, y¢) = d(xp, , Tn,) < &,
ce qui acheve la démonstration. |

Théoreme 4.1.3. Toute suite convergente dans un espace métrique est une suite de Cauchy.

DEMONSTRATION : Supposons que la suite (z,) converge vers a dans E. Alors, si e > 0
est donné, il existe un entier m tel que d(x,,a) < €/2 pour tout n > m. Si n et p sont alors
deux entiers supérieurs a m, on a

d(zp,xp) < d(zp,a) +d(zp,a) <e/2+e/2=c¢

ce qui prouve que la suite (z,,) est de Cauchy. |

On obtient ainsi une propriété valable pour toute suite convergente, mais qui ne fait pas
référence a la limite. Malheureusement, cette propriété ne caractérise pas, en général, les
suites convergentes. Si E est le sous-espace |0, 1] de R, la suite définie par x,, = 27" est une
suite de Cauchy, puisqu’elle converge dans R vers 0, mais elle ne converge pas dans FE.
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Théoréme 4.1.4. Une suite de Cauchy est convergente si et seulement si elle a une valeur
d’adhérence.

DEMONSTRATION : Il est clair qu’une suite convergente a une valeur d’adhérence, sa limite.
Inversement, si la suite de Cauchy (z,,) a une valeur d’adhérence a, nous montrons qu’elle
converge vers da.

Soit € > 0. Il existe un entier m tel que, pour n et p supérieurs & m, on ait d(z,,z,) < €/2.
Puisque a est une valeur d’adhérence de la suite, il existe un p > m tel que d(zp,a) < /2.
Alors, pour n > m on a

d(xn,a) < d(zn,zp) +d(zp,a) <e/2+¢/2=c¢

ce qui montre que la suite (z,) converge vers a. |

Proposition 4.1.5. Si f est uniformément continue de ’espace métrique E dans I’espace

métrique F, toute suite de Cauchy de E est transformée par f en une suite de Cauchy de
F.

DEMONSTRATION : Soient (z,) une suite de Cauchy de E, (y,) = (f(x,)) la suite image
par f, et ¢ > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe § > 0 tel que

Ve, o' € E d(z,2')<d = d(f(z),f(2')) <e

et puisque (z,) est une suite de Cauchy, il existe m € N tel que si n et p sont supérieurs a
m, on ait d(z,,z,) < J. On a alors d(y,,y,) < €, ce qui montre que (y,,) est une suite de

Cauchy. ]

4.2 Complétude

Définition 4.2.1. Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cauchy de E
est convergente.

On a alors un critere de convergence pour une suite, qui ne demande pas la connaissance a
priori de la limite. On peut remarquer néanmoins que ce critére n’est pas topologique, c’est-
a-dire invariant par homéomorphie. On verra un peu plus loin que R est complet, alors que
I'intervalle ]0, 1[, qui lui est homéomorphe, n’est pas complet, comme le montre I’exemple
précédent de suite de Cauchy non convergente.

Théoreme 4.2.2. Un sous-espace complet F' d’un espace métrique F est fermé dans E.

DEMONSTRATION : Soit a un point de E adhérent a F'. Il existe alors une suite (z,) de
points de F' qui converge vers a. Cette suite convergente de F est donc une suite de Cauchy
dans F'. Et si F' est complet, elle converge vers un point b de F'. Par unicité de la limite, on
aa=>b. Donc a € F, ce qui prouve que F' contient chacun de ses points adhérents, donc est
fermé. |
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Théoreme 4.2.3. Tout sous-espace fermé d’un espace métrique complet est complet.

DEMONSTRATION : Soit F' un sous-espace fermé de E. Si (z,) est une suite de Cauchy
de F, c’est en particulier une suite de Cauchy de E, donc une suite convergente dans F
si celui-ci est complet. La limite a de cette suite est alors un point adhérent a F', donc un
point de F' puisque celui-ci est fermé. On en conclut que la suite (z,,) est convergente dans
F', donc que F' est complet. |

Théoréme 4.2.4. Si (F,,) est une suite décroissante de fermés non vides de l’espace
métrique complet E dont les diamétres tendent vers 0, I'intersection des (F),) contient un
point et un seul.

DEMONSTRATION :  Si a et b étaient deux points distincts dans l'intersection des (F},), on
aurait pour tout n : diam(F,) > d(a,b) > 0 et le diametre des (F},) serait minoré par d(a,b).
Si on choisit pour tout n un point x,, dans F;,, on a, pour n < p, ,, € I, et , € F}, C F,.
Donc d(z,,, zp) < diam(F},), ce qui prouve que la suite (z,,) est une suite de Cauchy, donc
qu’elle converge vers un point a de E. Comme les z,, sont tous dans le fermé F;, pour p > n,
la limite a est dans F),. Ceci montre que a € (), oy Fr- |

Théoreme 4.2.5. Un produit fini ou dénombrable d’espaces complets est complet.

DEMONSTRATION :  Soit (E,) une suite finie d’espaces métriques complets. Si (z¥) est une
suite de Cauchy dans le produit £ des (E,), on voit que pour tout n on a d(z¥, z!) <
d(z*,z%), (en désignant par z* la n®™° coordonnée du terme d’indice k de la suite). On
en déduit que 'application “n™e projection” m, : E — FE, est l-lipschitzienne, donc
uniformément continue, puis que la suite (z¥)pen est une suite de Cauchy de E,,, donc
une suite qui converge vers un a, de E, puisque E,, est complet. Ceci prouve que la suite

(x*) converge vers a = (a,). Donc E est complet.

Si (E,) est une suite infinie d’espaces métriques complets, et si (%) est une suite de Cauchy
dans le produit E des (E,), on voit de méme que pour tout n on a d(z¥, 2%) < d(z*, 2*) deés
que d(z¥, z') < 27", (en désignant & nouveau par z¥ la n®™° coordonnée du terme d’indicek
de la suite). On en déduit comme ci-dessus que 7, est uniformément continue, et on conclut
de la méme maniere. ]

Théoreme 4.2.6. La droite réelle R est un espace complet.

DEMONSTRATION :  Soit (x,) une suite de Cauchy dans R. La suite (z,) est bornée : en
effet, il existe un m tel que, pour n et p supérieurs & m on ait |z, — z,| < 1. On en déduit
que, pour tout n on a
|z,] < M =14+ max |z;| <400
j<m+1

et puisque [—M,+M] est compact, la suite de Cauchy (z,) a au moins une valeur
d’adhérence, donc est convergente. |
Corollaire 4.2.7. Pour tout entier n, I'espace R™ est complet.

Théoreme 4.2.8. Si K est un espace compact et F' un espace métrique complet, I’espace
@ (K, F) muni de la distance de la convergence uniforme est complet.

DEMONSTRATION :  Soit (f,,) une suite de Cauchy dans l'espace & (K, F). Pour chaque
z € K, on ad(f,(z), fp(x)) <d(fn, fp). Il en résulte que 'application de & (K, F') dans F :
f — f(zx) est 1-lipschitzienne, donc uniformément continue, et que la suite (f,(z)) est une
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suite de Cauchy dans F. On en déduit que cette suite converge vers un certain point f(z)
de F'. De plus, si € > 0 est donné, il existe un m € N tel que pour n et p supérieurs a m on
ait d(fn, fp) <e. Onadonc,sim<n<p

d(fn(2), fp(2)) < d(fn, fp) <€

et puisque f(z) = lim,_, fp(x), on obtient, pour n > m et z € K :

d(fn(x), f(z)) < e

ce qui montre que la suite f, converge uniformément vers f. Donc f est continue, et
A(fn, f) = supyer d(fu(z), f(z)) < e si n > m. Ceci montre que la suite (f,) converge
vers f dans (K, F). |

4.3 Compacité et complétude

Théoreme 4.3.1. Tout espace métrique compact est complet.

DEMONSTRATION : Soit E un espace métrique compact. Si (z,,) est une suite de Cauchy
de F, elle a au moins une valeur d’adhérence dans F/, donc elle est convergente. |

Théoreme 4.3.2. Un espace métrique est compact si et seulement s’il est précompact et
complet.

DEMONSTRATION : On a déja vu qu'un espace métrique compact est précompact et qu’il
est complet.

Inversement, si (x,,) est une suite dans E précompact, on va montrer qu’on peut en extraire
une suite de Cauchy. Si E est complet, cette sous-suite de Cauchy sera convergente, ce qui
prouvera la compacité de F.

Puisque F est précompact, il existe un recouvrement fini de F par des parties (A})1<i<m,
de diametre inférieur & 2~ !. Et puisque

N = U {neN:z, c A}}

1<i<m,

il existe un j < my tel que Hy ={n: z, € A;} soit infini. Alors, pour tout n et tout p dans
Hy, on ad(z,,x,) <271

De méme, puisque E est précompact, il existe un recouvrement fini de E par des parties
(A2)1<i<m, de diametre inférieur & 272. Et puisque

le U {nelexneA?}

1§i§m2

il existe un j < mg tel que Hy = {n € Hy : z, € A?} soit infini. Et pour n et p dans Hy on
a d(xp,z,) <272
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Répétant cette opération, on construit une suite décroissante de parties infinies (Hj) de N
telle que, si n et p sont dans Hy, on ait d(x,,z,) < 2~k Alors, utilisant le lemme 2.6.9,
on obtient une partie infinie H de N qui est presque incluse dans chacune des parties Hy.
I1 en résulte que, a l'exception d’un nombre fini de termes, les (z,,)necpy sont deux-a-deux a
distance inférieure & 27%, c’est-a-dire que la suite (2, )neqm est une suite de Cauchy extraite
de la suite (z,,). |

4.4 Prolongement d’une application uniformément continue

Théoreme 4.4.1. Soient E et I' deux espaces métriques, ' étant complet. On suppose
que X est une partie partout dense de E et f une application uniformément continue de X
dans F'. Il existe alors une unique application continue f de E dans F qui prolonge f.

DEMONSTRATION :  Si g1 et go sont deux prolongements continus de f a FE, Iapplication
g=aq1 Xg2: F — F x F définie par g(x) = (g1(z), g2(z)) est continue. L’ensemble A des
points de E ou g1 et go coincident est I'image réciproque par g de la diagonale de F', donc
est fermé, et contient X puisque les restrictions de g; et go a X sont égales a f. On en
déduit que A = F puisque X est dense, c’est-a-dire que g1 = g2, ce qui prouve 'unicité du
prolongement.

Soient @ un point de F et (z,,) une suite de points de X qui converge vers a (une telle suite
existe puisque X est dense dans FE). Si f est une fonction continue sur E qui prolonge f, on
doit avoir

fla) = lim f(x,) = lim f(x,)
n—oo n—oo

Pour prouver I'existence de f on doit donc prouver que toute suite (x,) de X qui converge
vers un point a de E' a une image par f qui converge dans F', et que cette limite ne dépend que
de a. En effet, si la suite (z,,) converge vers a, c’est une suite de Cauchy, qui est transformée
par 'application uniformément continue f en une suite de Cauchy de I'espace complet F’,
donc en une suite convergente. Et si (z,,) et (y,) sont deux suites de X qui convergent vers
le méme point a de E, la suite (z,) définie par

Z2on = Tn et 22n+1 = Yn

converge elle aussi vers a. Alors, si b est la limite de la suite (f(z,)), on a f(x,) = f(z2,) — b
et f(yn) = f(2an+1) — b, ce qui montre que les suites (f(z,)) et (f(yn)) ont méme limite,
qu’on notera f(a).

Pour prouver la continuité de la fonction f ainsi définie, on va montrer que f est uni-
formément continue. Soit donc € > 0. Il existe un § > 0 tel que si x et y appartiennent a
X et sont a distance strictement inférieure a ¢, f(z) et f(y) sont a distance inférieure a e.
Soient alors a et b dans E avec d(a,b) < d, et (z,) et (y,) deux suites de X convergeant
respectivement vers a et b. Puisque

d(xn,Yn) < d(xp,a) +d(a,b) + d(b,y,) — d(a,b) <6
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on a d(zn,yn) < 0 pour tout n assez grand, donc d(f(z,), f(yn)) < € pour n assez grand.
Et puisque d(f (), f(yn)) — d(f(a), f(b)), on obtient que d(f(a), f(b)) < e. Ceci montre
que f est uniformément continue. |

4.5 Points fixes des contractions

Définition 4.5.1. On dit que ’application f de I’espace métrique E dans I'espace métrique
F' est une contraction si elle est g-lipschitzienne pour un q strictement inférieur a 1.

Théoreme 4.5.2. Si f est une contraction de I'espace métrique complet E dans lui-méme,
il existe un unique point fixe de f, c’est-a-dire un point a tel que a = f(a). De plus, pour
tout ¢ € E, la suite (x,) définie par récurrence par x,+1 = f(x,) converge vers le point
fixe.

DEMONSTRATION : Soit g un point quelconque de E. On définit par récurrence la suite
(zy) en posant z,11 = f(x,). Puisque f est g-lipschitzienne, on a

d(xn+17$n+2) = d(f(xn), f(xn—kl)) < qd(xmxn-kl)

donc d(zy,, xni1) < ¢"d(zo,x1). Et, pour n < p

p—1 p—1 n P
j q —dq n d(ﬂﬁoaﬂﬁ)
d(xmxp) < ;d(xjvxj-i-l) < ;qj d(m0>m1) - 1—gq d(xovxl) <4q ?q

ce qui montre que la suite (z,) est une suite de Cauchy puisque lim,, .~ ¢" = 0.

La suite (z,) est donc convergente, et si a est sa limite, on doit avoir z,y; — a et
ZTpt1 = f(zn) — f(a), donc a = f(a). Donc a est un point fixe de f.

Enfin, si a et b sont deux points fixes distincts de f, on doit avoir :

d(a,b) = d(f(a), (b)) < qd(a,b) < d(a,b)

ce qui est absurde. On en déduit 'unicité du point fixe. |
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5
ESPACES CONNEXES

5.1 Connexité

On va définir une notion topologique qui signifie intuitivement qu’un espace est “en un
seul morceau” ou encore qu’on ne peut pas le partager en deux parties “éloignées I'une de
I'autre”.

Définition 5.1.1. Un espace topologique E est dit connexe si ses seules parties simul-
tanément ouvertes et fermées sont () et E.

Il revient au méme de dire que F n’est pas réunion de deux ouverts disjoints et non vides,
ou que F n’est pas réunion de deux fermés disjoints et non vides. Il est clair qu’un espace
discret connexe a au plus un point.

Théoreme 5.1.2. Si f est une surjection continue de I'espace connexe E sur F', I’espace
F' est connexe.

DEMONSTRATION : Si F n’est pas connexe, il existe une partie ouverte et fermée U de F
non vide et distincte de F. Alors V = f~1(U) est ouvert et fermé dans E. De plus, puisque
f est surjective, ni V ni E\V = f~1(F\U) ne sont vides. Et ceci nie la connexité de £. W

Corollaire 5.1.3. Un espace topologique homéomorphe a un espace connexe est lui-méme
connexe.

Théoreme 5.1.4. Si I'espace E contient une partie connexe partout dense, E est connexe.

DEMONSTRATION :  Supposons que X soit une partie connexe partout dense de E et que
E ne soit pas connexe. Il existerait alors un ouvert non vide U de E tel que E \ U soit
ouvert et non vide. Ceci entrainerait que U et E \ U rencontrent X, donc que U' = X NU
et X\U' = XN (F\U) sont deux ouverts disjoints non vides de X qui recouvrent X, c’est-
a-dire que U’ est un ouvert fermé de X qui n’est ni ) ni X. Et ceci contredit la connexité
de X. |

Théoréme 5.1.5. Soient E un espace topologique et (E;);c; un recouvrement de E par
des parties connexes. Si les (F;) ont une intersection non vide, E est connexe.

DEMONSTRATION :  Supposons E non connexe. Il existerait un ouvert fermé U de E, non
vide et distinct de E. Soit a un point commun & tous les (E;). Quitte & remplacer U par
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E\ U, on peut supposer que a € U. Alors, pour tout i € I, E; N U est un ouvert fermé de
I’espace connexe F;, non vide puisqu’il contient a. Donc on doit avoir U N E; = F;, c’est-a-
dire E; C U. Donc E = |J,.; E; C U, c’est-a-dire U = E, contrairement a I’hypothese. Et
FE est connexe. |

Théoreme 5.1.6. Si E et F' sont connexes, le produit E x F' est connexe.

DEMONSTRATION : Le produit est vide, donc connexe si I'un des deux facteurs est vide.
Supposons donc que a € E et b € F. L’application = + (z,b) est clairement un
homéomorphisme de E sur le sous-espace E x {b} de F x F, ce qui prouve la connexité
de E x {b}. De méme, {x} x F est connexe pour tout = de E. Alors, le sous-espace
H, = (Ex{b})U({z} x F) de E x F, réunion de deux parties connexes ayant le point (x,b)
en commun, est connexe, et contient le point (a,b) quel que soit z € E. On en déduit que

ExF = U H,
xeFE
est connexe. [ |

Définition 5.1.7. Une fonction f de E dans F est dite localement constante si chaque
point de E poséde un voisinage sur lequel f est constante.

Une fonction localement constante est clairement continue.

Théoreme 5.1.8. Si f est localement constante de E connexe dans F', elle est constante
sur E.

DEMONSTRATION :  Pour tout y de F, I'ensemble f~1(y) est ouvert dans E puisqu’il est
voisinage de chacun de ses points. Soient a € E et b = f(a). L’ensemble U = f~1(b) est
ouvert et non vide, et son complémentaire V' = Uy £b f~(y) est ouvert aussi. Puisque E est
connexe, U est égal a F, ce qui signifie que f est égale a b en tout point de E. |

Théoreme 5.1.9. Si x est un point de I'espace topologique FE, il existe une plus grande
partie connexe de E contenant x, appelée composante connexe de x. Les composantes
connexes de E forment une partition de E en parties fermées.

DEMONSTRATION :  D’apres le théoréme 5.1.5, la réunion de toutes les parties connexes de
FE contenant x est connexe : c¢’est donc la plus grande partie connexe de E contenant z. Si
C' est la composante connexe de z, C' est connexe et contient z, donc est contenu dans la
composante connexe de z. Il en résulte que C' C C, donc C = C, et C est fermé.

Enfin, si C et C’ sont deux composantes connexes de F qui ont un point x en commun,
C U’ est connexe ; on en déduit que CUC’ € C et CUC’ C €', donc que C = C’. Les
composantes connexes de deux points sont donc égales ou disjointes. Et puisque chaque point
appartient a sa propre composante connexe, I/ est réunion des composantes connexes. W

Théoreme 5.1.10. Si U est un ouvert fermé de E qui contient un point x, U contient la
composante connexe de x.

DEMONSTRATION :  Soit C' la composante connexe de x dans E. Alors U N C est un ouvert
fermé de l’espace connexe C, non vide puisqu’il contient x. Il en résulte que U N C = C,

c’est-a-dire C C U. [ |
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5.2 Compacts connexes

Définition 5.2.1. Un espace métrique E est dit bien enchainé si, pour tout couple (a,b)
de points de E et tout € > 0, il existe une e-chaine joignant a a b, c’est-a-dire une suite finie
(xn)o<n<p de points de E telle que xo = a, v, =b et d(xy,_1,2,) < e pourn=1,2,...,p.

Théoreme 5.2.2. Tout espace métrique connexe est bien enchainé.

DEMONSTRATION :  Soient F un espace métrique connexe et a un point de . On considere
I’ensemble A. des points x de E pour lesquels existe une e-chaine joignant a & x. On va
montrer que A, est ouvert et fermé, et puisqu’il contient a on aura prouvé que A. = E, ce
qui finira la démonstration puisque a et € sont arbitraires.

Montrons que A, est ouvert. Soit b € A.. Il existe une e-chaine (z,)o<n<p joignant a a
b. Alors, pour tout x € B(b,¢), il suffit d’adjoindre z,4; = z & la chalne précédente pour
obtenir une e-chaine joignant a a x. Donc B(b,e) C A, et A, est ouvert.

Soit maintenant x un point adhérent a A.. Il existe donc un y dans B(z,e) N A., et si
(Yn)o<n<p €st une e-chaine joignant a a y, il suffit d’adjoindre y, 1 = x a celle-ci pour obtenir
une e-chaine joignant a a x. Donc x € A, et A, est fermé. Ceci acheve la démonstration. W

Théoreme 5.2.3. Tout espace métrique compact bien enchainé est connexe.

DEMONSTRATION :  Supposons E bien enchainé, compact et non connexe. Il existerait alors
deux fermés non vides U et V disjoints et de réunion E. Chacun d’entre eux serait donc
compact, et le produit U x V serait compact. La fonction distance est continue de £ x E
dans R, donc est continue sur U x V. Elle atteint sur U x V' son minimum, qui est strictement
positif puisque U et V sont disjoints. Il existe donc un § > 0 tel que d(z,y) > 0 six € U et
y € V. Soient maintenant a € U, b € V et ¢ = §/2. 1l existe une e-chaine (z,,)o<n<p joignant
a & b. Puisque d(z,,—1,x,) < € < 4, le point x,, ne peut appartenir a V' si x,,_1 appartient
a U. Comme z( = a appartient & U, on voit par récurrence que tous les (x,,) appartiennent
a U. Ceci contredit le fait que x,, = b appartient a V', et acheve la démonstration. |

Théoreme 5.2.4. Tout intervalle de R est connexe.
DEMONSTRATION :  Supposons d’abord que K soit un intervalle compact [a, b] de R. Si u et

k
v sont deux points de K, on définit une chaine en posant xx = u+ — (v —u) pour 0 < k < p.
p

Alors,

1 b — al
|xk—xk_1|:2—j|v—u|§—

et cette quantité peut étre rendue inférieure a € en prenant l’entier p assez grand. Donc [a, b]
est bien enchainé, et connexe puisqu’il est compact.

Si J =]a; B[ est un intervalle ouvert, borné ou non, il existe une suite (a,,) qui décroit vers «
et une suite (b, ) qui croit vers . Et puisque J est réunion de la suite croissante des intervalles
connexes [ay, b,], il est connexe. Enfin, si I est un intervalle quelconque, son intérieur J est
un intervalle ouvert, donc connexe, et J est dense dans I. Donc I est connexe. |

Théoreme 5.2.5. Toute partie connexe de R est un intervalle.

DEMONSTRATION : Il suffit de voir que si C est une partie connexe de R, on a v € C chaque
foisque u < v <w,u € Cetwe C.Sionavaitvg C,U =CN]—o0,v[et W =CN|v, +o0]
formeraient un recouvrement de C' par deux ouverts disjoints de C'. Et si u < v < w, avec
u € CetweC,niUniW ne serait vide, ce qui contredirait la connexité de C. |
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Théoreme 5.2.6. Si E est un espace métrique compact, la composante connexe d’un point
x de E est l'intersection des ouverts fermés qui contiennent x.

DEMONSTRATION : La composante connexe C' de x est fermée dans E donc compacte. De
plus, tout ouvert fermé de E qui contient = contient C. Si on note C” I'intersection de tous
les ouverts fermés contenant x, et C,, ’ensemble des points de E qui peuvent étre joints a
x par une 2~ "-chaine, on voit comme au théoreme 5.2.2 que C,, est ouvert fermé. On va
montrer que U'intersection C’ des (C),) est connexe, et on en déduira que

cccC'cc ccC

donc que C' = C”, ce qu’on veut démontrer.

Supposons donc que C’ ne soit pas connexe. Il existerait donc une partition de C’ en deux
ouverts fermés U et V non vides. Puisque U et V seraient alors des compacts disjoints, il
existerait comme plus haut un § > 0 tel que la distance de tout point de U a tout point de
V' soit supérieure a §. Puisque, pour tout y, d(y,C’) = min(d(y, U),d(y,V)), ’ensemble

H={yeFE:dy,U)>§/3etdy,V)>5/3}={ye E:d(y,C") >d/3}

est fermé dans E donc compact. Soit n tel que 27" < §/3. On va montrer que C,, rencontre
H. Et comme les (C,) forment une suite décroissante, on en déduira que les compacts
(C,, N H) sont non vides pour tout n, donc que leur intersection est non vide, ce qui est
absurde puisque

() (ConH)=C'"NH =

neN

Pour montrer que C,, N H n’est pas vide, prenons u € U et v € V. 1l existe une 2~ "-chaine
(y;)o<j<p joignant u a v. Il est clair que tous les points de cette chaine appartiennent a C,,
Puisque y, = v € V, la distance de y,, a U est supérieure a é. De plus d(yo,U) = d(u,U) = 0.
Il existe donc un plus grand indice j < p tel que d(y;,U) < /3. Par compacité de U, il
existe un point z € U tel que d(y;, z) < /3. On en déduit que

d(y;, V) > d(2,V) —d(z,y;) > 6 — §/3 = 25/3
et donc que
d(yj+1,V) > d(yj,V) - d(yj,yjH) > 2(5/3 —-27" > 2(5/3 - 5/3 = (5/3

Ceci montre que le point y;11 appartient a H, donc que C,, N H n’est pas vide. ]

Définition 5.2.7. On appelle arc dans un espace topologique E une application continue
d’un intervalle compact de R dans F.

Si~:a,b] — E est un arc, les points u = y(a) et v = ~(b) sont appelés extrémités de I’arc,
et on dit que I’'arc v joint v a v.

Définition 5.2.8. L’espace topologique E est dit connexe par arcs si, pour tout couple
(u,v) de points de E il existe un arc joignant u a v.

Théoreme 5.2.9. Tout espace connexe par arcs est connexe.

DEMONSTRATION :  Fixons un point a de F, et notons I" ’ensemble des arcs v : [0,1] — F
joignant a & un point de E. Pour chaque v € I', 'ensemble I, = ([0, 1]) est connexe, comme
image continue de [0,1]. Donc £ = J, . Iy est connexe, car a € () cp L. |
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5.3 Espaces localement connexes

Définition 5.3.1. Un espace topologique E est dit localement connexe si tout point de E
posséde une base de voisinages connexes.

Proposition 5.3.2. Si E est localement connexe, tout sous-espace ouvert de E est
localement connexe.

DEMONSTRATION :  Soit U un ouvert de E. Si x € U et si V est un voisinage de = dans U,
il existe un ouvert V7 de U contenant x et contenu dans U. Puisque V; est ouvert dans U, il
est la trace sur U d’un ouvert U; de E. Donc Vi, = U NU; est ouvert dans E et contient x.
Puisque E est localement connexe, il existe un voisinage connexe W de x dans F, contenu
dans V7. Alors W = W N U est un voisinage de x dans U, connexe et contenu dans V. W

Corollaire 5.3.3. Tout ouvert de R™ est localement connexe.

DEMONSTRATION : Il suffit de démontrer que R™ est localement connexe, et pour cela de

prouver que les boules de R™ sont connexes. Or, si a = (a1,a2,...,a,) € R™ et si r > 0, on
a:
B(a,r) ={x = (z1,T2,...,2y) : max |x; —a;| <r} = H la; — riya; + 1]
1<i<n
- 1<i<n
qui est connexe comme produit d’espaces connexes. |

Théoreme 5.3.4. Si E est localement connexe et si U est ouvert dans F, les composantes
connexes de U sont ouvertes.

DEMONSTRATION : Puisque 'ouvert U de E est localement connexe, et qu'un ouvert de U
est ouvert dans F, il suffit de démontrer le théoréeme pour U = E. Soient C' une composante
connexe de F, et x € C. Puisque E est localement connexe, il existe un voisinage connexe
W de z. Alors, puisque C contient toute partie connexe de E qui contient x, on a W C C,
c’est-a~dire que C' est un voisinage de x. Et puisque x est arbitraire dans C, C' est ouvert. W

Corollaire 5.3.5. Si U est un ouvert de R, U est réunion d’une famille dénombrable
d’intervalles ouverts deux-a-deux disjoints.

DEMONSTRATION :  Les composantes connexes de U sont des parties ouvertes et connexes
de R, c’est-a-dire des intervalles ouverts. Et ’ensemble de ces composantes connexes est
dénombrable d’apres le théoreme 2.10.5. |
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Chapitre 6 : Espaces normés

0
ESPACES NORMES

Les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre seront toujours des espaces vectoriels sur
R ou sur C. On notera K le corps de base pour désigner indifféremment R ou C.

6.1 Normes

Définition 6.1.1. On appelle norme sur un espace vectoriel une application ||.|| de E dans
R* vérifiant les conditions :

2 =0 <= =0 (4)
| Az|| = |A] ||z]] pour tout x € E et tout A € K (i)
|z +yll < |zl + [yl pour tout x et tout y de E i1i)
Proposition 6.1.2. Si ||.|| est une norme sur espace vectoriel E, la fonction d : (z,y) —

|z — y|| est une distance sur E.
DEMONSTRATION : On ad(z,y) =0 <= z—y=0 < x =y,
d(z,y) = [lr =yl = [[(=1).(z —yl) = [-1] . ly — 2]l = lly — [l = d(y, z) et
d(z,2) = ||z =zl = (& —y) + (y = )| <Ml =yl + ly — 2[| = d(x, y) + d(y, 2)

ce qui acheve la preuve. |
Un espace vectoriel normé sera muni de la distance et de la topologie associées a la norme.

Définition 6.1.3. On appelle boule unité d’un espace normé la boule de centre 0 et de
rayon 1.

Définition 6.1.4. On appelle espace de Banach tout espace normé complet pour la distance
associée a la norme.

Définition 6.1.5. Deux normes ||.|| et |||.||| sont dites équivalentes s’il existe deux constantes
« et (3 strictement positives telles que, pour tout x de E,

allzll < lzll < 8=
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Théoréme 6.1.6. Deux normes ||.| et ||.|| définissent sur E la méme topologie si et
seulement si elles sont équivalentes.

DEMONSTRATION : Si les deux normes sont équivalentes, il est clair que les distances
associées sur F sont équivalentes, donc que les topologies associées coincident.
]

Inversement, si les deux normes ne sont pas équivalentes, on a SUP.c B 240 ]| =

+00 OU SUDLep 420 % = +oo. Quitte a intervertir les deux normes, supposons que

Il

SUPze B, z£0 Tl = +oo. Il existe alors une suite (z,) dans E telle que llxn]

> 2", Si
[

2

2l
converge vers 0 pour la distance associée a la norme ||.||, et pas pour 'autre. Ceci montre

que les topologies associées a ces deux normes sont différentes. |

1
on pose alors y,, = ml‘n, on a ||yl = 1 et ||lyn| = < 27", Donc la suite (yy)
n

Théoréme 6.1.7. Si E est un espace vectoriel normé, les applications (z,y) — = + y de
E x E dans E et (A\,x) — A.x de K x E dans E sont continues.

DEMONSTRATION : On a
d((z +y),(a+b) = l(z+y) —(a+b)| = (x —a) + (y =) < llz—al + [ly — 0]
d’ou la continuité de la somme, et

d(A-z; p-a) = [z — pal] < [[AMz —all) + |(A = pall
< Az = all +[A = plllall < A = plflz = all + |pflz = all + [A = pl ]l

3

quantité qui peut étre rendue inférieure a € > 0 en prenant ||z — a|| inférieure & min(1, m)
1
e €
et |A — p| inférieur & min(=, ———). [
373 all

Proposition 6.1.8. Les boules d’un espace normé sont convexes, donc connexes par arc.
DEMONSTRATION :  Soit B la boule fermée de centre a et de rayon r. Si u et v appartiennent
aB 0<t<letw=tu+ (1—t)v,ona
Jw—al| = [lt(u —a) + (1 = ) (v — a)|| < [[t(u —a)|| + (1 = E)(v —a)|
<tllu—al|l+A=2t)[|Jv—al| <tr+(1—-t)r=r
d’olt on déduit que w € B. Ceci prouve la convexité de B. Il résulte du théoreme précédent

que l'application v : t — tv+ (1 — t)u est continue de [0, 1] dans B, donc est un arc qui joint
u & v dans B. [

Corollaire 6.1.9. Tout espace normé est localement connexe.

Définition 6.1.10. Si E est un espace normé, une série (x,) de points de E est dite
normalement convergente si la série > ||z, || est convergente.

Théoreme 6.1.11. Dans un espace de Banach E, toute série normalement convergente
est convergente.
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n

DEMONSTRATION :  Soit S,, = > =0 ;- On a, pour n < p

p p (o)
1Sp = Sull = || D x|l < > Ml < >yl
j=n+1 j=n+1 j=n+1

et puisque le reste de la série numérique convergente Y ||z, || tend vers 0, la suite (.S,,) est
une suite de Cauchy dans E, donc converge vers un élément = de E. ]

6.2 Espaces normés de dimension finie

Théoreme 6.2.1. Sur I'espace vectoriel K™, toutes les normes sont équivalentes.

DEMONSTRATION :  Soit ||| la norme sur K" définie par

[#]] = max |z
1<i<n
pour z = (x1,Z3,...,T,). Sion note S la spheére unité de cette norme, c’est-a-dire I’ensemble

des points de K™ de norme 1, S est fermé puisque la distance est continue, et borné puisque
chaque coordonnée est majorée par 1 en valeur absolue sur S. Donc S est compacte.

Si |||.[|| est une autre norme sur K", et si on désigne par (ey, ea, ..., e,) la base canonique de
K", on a pour tout x

lll = szez

donc, en notant M = Y7 |le:ll,
izl = iyl < llz = yll < M flz = yll = M d(z,y)

< ZW llesfll < max . ZHI(%IH

ce qui montre que la fonction |||.|| est M-lipschitzienne, donc continue sur S. Elle atteint
donc sur S sa borne inférieure «, qui est strictement positive puisque |[||.|| ne s’annule pas
sur S et sa borne supérieure (3, qui est finie.
On en déduit que, pour x # 0 dans K™, on a ﬁ € S donc, puisque W = H ”az_“ H,
T T T
oeaclol o
|| /-
ce qui est I'inégalité cherchée. |
Théoréme 6.2.2. Si E est un espace normé de dimension finie n et si (a1, asg,...,ay,) est
une base de E, lapplication linéaire T de K" sur E définie par T(\) = Y ., \ia; pour
A= (A1, A, ..., Ay) est un homéomorphisme de K™ sur E.
DEMONSTRATION : Notons [|.|| la norme sur K™ définie par ||| = ||T'(N\)]]. D’apres le
théoreme précédent, la norme ||.|| est équivalente a la norme ||.||. Puisque 7" est une isométrie
de (K™, |[-Il) sur E, ¢’est un homéomorphisme, et puisque les normes ||.|| et |||.|| sur K™ sont
équivalentes, elles définissent sur K" la méme topologie. Donc T est un homéomorphisme
de K™ sur F. ]
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Corollaire 6.2.3. Toutes les normes sont équivalentes sur un espace de dimension finie.
Théoreme 6.2.4. Dans un espace normé, tout sous-espace de dimension finie est fermé.

DEMONSTRATION : Soit F' un sous-espace de dimension finie n d’un espace normé E.
Si (ay1,as9,...,a,) est une base de F', l'application linéaire 7' de K™ sur F' définie par
T(\) = >, Aia; est un homéomorphisme. De plus, si (z) est une suite de Cauchy dans
F,ona

HT_lxk — T_lang = ||T_1(.%‘k — afg)H < M ||z — x|

pour une certaine constante M en vertu de 1’équivalence des normes. Il en résulte que la
suite (A¥) = (T~1(x1)) est une suite de Cauchy dans K", donc qu’elle converge vers un
A € K™, Alors la suite (zy) converge vers T'(\) € F. Il en résulte que F' est complet dans E,
donc fermé. |

Théoreme 6.2.5. Tout espace normé de dimension finie est localement compact.

DEMONSTRATION : Puisque toute boule fermée de K™ est compacte, comme partie fermée
bornée de R” (si K = R) ou de R?" (si K = C), il est clair que K" est localement compact.
Et puisque tout espace normé de dimension finie est homéomorphe a K", il est également
localement compact.

Théoréme 6.2.6. (Riesz) Tout espace normé localement compact est de dimension finie.

DEMONSTRATION :  Supposons que E soit de dimension infinie et que la boule B centrée &
I’origine soit compacte. Puisque les homothéties x — Ax sont des homéomorphismes de F
pour A # 0, on peut supposer B de rayon 1. On va construire par récurrence une suite (z,,)
de points de B dont les distances mutuelles sont minorées, ce qui contredira la compacité
de B car cette suite ne pourra avoir aucune sous-suite convergente. Si les points (x;) sont
construits pour ¢ < m, on considere le sous-espace vectoriel F}, engendré par ces points.
Cet espace de dimension finie est fermé, et distinct de FE, car ce dernier est de dimension
infinie. On peut donc trouver un point ¥, de E \ F,,. Puisque y,, n’est pas adhérent a F,,,
la distance §,, de y,, a F,, est strictement positive. Il existe un point z,, de F,, tel que

—z
A(Ym, 2m) < 20p,. Alors, si on pose z,, = H ona z,, € Betdxny,F, >1/2:en
Ym — Zm
effet, pour tout z € F,,, on a
1 Ym — 2’
T — 2= —————(ym — (2m + [|[Ym — 2m|| 2)) = ——=—
" g O T Gl =l ) =g
si on note 2’ = (zm + ||Ym — 2m|| 2).
)

Puisque 2’ € Fy,,, on a ||z — 2/|| > § donc ||z, — z|| > %5 = 1/2. En particulier, si i < m,
x; € Fy, 5 done ||z, — x| > d(xm, Fin) > 1/2, ce qui montre que les distances mutuelles des
points (x,,) sont minorées par 1/2. |

Proposition 6.2.7. Si E est un espace vectoriel normé, V un sous-espace vectoriel de E/ de
dimension finie et x un point de E, alors il existe un point v de V' tel que ||x — v|| = d(z, V).

DEMONSTRATION :  L’ensemble K := {w € V : ||w|| < 2||z| } est une partie fermée bornée
de l'espace de dimension finie V, donc une partie compacte. Alors la fonction continue
w +— |Jw — || atteint sur K sa borne inférieure ¢ en un point v. Et, puisque 0 € K, on a
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0 = infyer [Jw — x| < |[zf|. Pour w € VAK, ona[lw —z| = [[wl|| =[] > 2[lz]| —[lz]| = [|=|.
Il en résulte que ||z —v|| =0 = infyey ||w — z|| = d(z, V). |

6.3 Exemples d’espaces normés

Si K est un espace compact, on peut définir, pour tout élément f de l’espace vectoriel
(K, K)
IfI| = sup | f(z)|
rzeK

On vérifie sans peine que cette fonction est une norme, et que la distance associée est la
distance de la convergence uniforme. On appelle cette norme la norme de la convergence
uniforme. 1l résulte du théoreme 4.2.8 que & (K,K) est un espace de Banach sur K.

On note ¢y ’ensemble de toutes les suites de nombres complexes qui tendent vers 0. Il est
clair que, pour ’addition terme-a-terme et la multiplication par un nombre complexe, ¢ est
un espace vectoriel. On pose, pour z = (z,,) dans cgy

|| = sup [z,
neN

et on vérifie sans peine que ceci définit une norme sur cg.
Théoreme 6.3.1. L’espace ¢y est un espace de Banach.

DEMONSTRATION @ Soit (z¥) une suite de Cauchy dans cy. On a, pour tout k et tout /,
|ak — af| < ||z — 2°||. 11 en résulte que la suite numérique (z¥)zen est, pour tout n, une
suite de Cauchy dans C, donc converge vers un nombre complexe x,,. Il faut démontrer que
x = (x,) est dans ¢y et est la limite dans cq de la suite (z*).

Soit donc € > 0. Il existe un m tel que si k et ¢ sont supérieurs a m on ait ||z — x¢|| < /2.
Puisque z,, appartient & ¢y, il existe un p tel que || < /2 pour n > p. Alors, pour n > p
et k>mona

|33]fl| < x| + ||3:k —a™||<e/24¢e/2=¢

et en passant a la limite, |z,| < € pour n > p. Ceci signifie que x € ¢y.

De plus, puisque ’xﬁ — xﬁ| < /2 pour k et ¢ supérieurs & m, on a, en passant a la limite
|xn — mfl‘ < /2 pour ¢ > m, c’est-a-dire Ha: — mEH < ¢/2 pour ¢ > m. Donc x est limite
dans cq de la suite (z*). |

On note £! 'ensemble de toutes les suites de nombres complexes x = (z,,) telles que la série
(x,,) converge absolument. Il est clair que ¢! est un espace vectoriel sur lequel la fonction
z Y o o |xy,| est une norme.

Théoréeme 6.3.2. L’espace (' est un espace de Banach.

DEMONSTRATION :  Soit (2*) une suite de Cauchy dans ¢!. Pour tout n, tout k et tout
¢, on a ’xﬁ — xﬁ| < ka — mEH. Il en résulte que la suite numérique (z¥)rcn est une suite

de Cauchy dans C, donc converge vers un nombre x,,. Il reste & démontrer que x = (x,,)
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appartient & ¢! et que z est limite dans ¢* de la suite (z*). Si € > 0 est donné, il existe m
tel que si k et £ sont supérieurs a m, ||xk — .rEH < e. On a alors, pour n fixé

n n n o0
AR ARD AL ARSI EE
j=0 j=0 j=0 j=0

Et en passant a la limite quand k tend vers l'infini, on obtient
n

Y lzgl < lzmll +e

j=0
et comme cette dernieére quantité ne dépend pas de n, on obtient x € £1.
De plus, pour n fixé, k > m et £ > m, on a

n
> |75 —afl < [la* —af|| <
j=0

donc en passant a la limite quand k& — oo,

n
Z |xj — xf’ <e
§=0
et puisque cette inégalité est valable pour tout n, on obtient ||.%’ —at H < e pour £ > m. Donc
la suite (z¥) converge vers = dans /1. |

6.4 Applications linéaires continues

Théoreme 6.4.1. Soit f une application linéaire de I’espace normé E dans I’espace normé
F'. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est continue.
it)  f est continue en 0.
i11)  f est uniformément continue.
iv) [ est lipschitzienne.
v) 1l existe une constante M telle que pour tout x de E, on ait ||f(z)| < M ||z].

DEMONSTRATION : Il est clair que  iv) = #ii) = i) = 4i). Si la condition v) est satisfaite,
on a pour tout x et tout y de

d(f (@), f(y) = [[f (@) = FW = lf(x =y)| < M |lz —yll = M d(z, y)

ce qui prouve que f est M-lipschitzienne, donc que v) = iv).
Enfin, si f est continue en 0, il existe un § > 0 tel que ||z|| < § = || f(x)]| < 1, puisque

la boule unité de F' est un voisinage de 0. Soit x € E. Si z = 0 on a f(x) = 0 donc
)
| f(x)]] <07t ||z||. Et si z # 0, on pose A = ol Alors y = Ax vérifie ||y|| = A ||z] = 6, d’ou
IF @I = IF Q)| = IMf (@)l = Al f ()] <1
1
et on en conclut que || f(x)|| < o 671 ||lz||. Et ceci achéve de prouver ii) = v) avec
M =461 |
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Définition 6.4.2. Si f est une application linéaire continue de I’espace normé E dans
l’espace normé F', on appelle norme de f la plus petite constante M telle que, pour tout
x € F on ait || f(x)|| < M ||z||. On la note || f||.

On a donc ||f(z)| < [|f]l ||z]| pour tout x de E et toute application linéaire continue f de E
dans F.

Proposition 6.4.3. La norme d’une application linéaire continue f est égale a
If| = sup [|f(z)]
zeB

ot B désigne la boule unité de E.

DEMONSTRATION : Puisqu’on a pour tout z, |[f(z)| < ||f]l-|lz||, on a nécessairement
sup e I1£()| < ] Bt 50 < p < || ] il existe un 2 # 0 dans E tel que [|£(z)] > plz]].

Alors le point y = appartient & B, et on a ||f(y)| > p. |

x
|
On notera - (E, F) 'espace vectoriel des applications linéaires continues de I’espace normé

FE dans ’espace normé F'.

Théoreme 6.4.4. Si f est une application linéaire de I’espace normé E de dimension finie
dans l’espace normé F', f est continue.

DEMONSTRATION :  Posons, pour x € E

el = Tl ]l + 11 f ()l

Il est clair que [|.|| est une norme sur E. Cette norme est équivalente a la norme initiale ||.|.
Il existe donc un « tel que |||z|| < «||z|| pour tout = de E. On en déduit que ||f(z)]] < « ||z]],
ce qui prouve la continuité de f. |

Théoréme 6.4.5. Muni de I'application f — || f||, I'espace vectoriel £ (E, F) est un espace
normé. De plus, si F est complet, (E, F) est un espace de Banach.

DEMONSTRATION : Notons B la boule unité de E. Il est clair que I’application nulle a 0
comme norme. Et si || f|| =0, on a || f(z)|| < |f].]z] =0, donc f est application nulle. Si
A €K, on a, pour tout x € B

IAS) @) = (AT f ()]

d’ot, en passant a la borne supérieure, | Af|| = |A| || f]]-
Enfin, si f et g sont deux applications linéaires continues de F dans F', on a pour tout x € B

I+ 9) @) = 1) + g(@)|| < [If @) + [lg(@)I < £ + [lg]]

done |[f + gl = sup,ep [|(f + g) (@) | < [IF ]} + llgll-
Si F est complet et si (f,,) est une suite de Cauchy dans -Z(E, F), on a pour tout x € E,

tout n et tout p

[fn (@) = fp @) = [1(Fr = o) @) < [fn = Fpll - ll]

d’ou 'on déduit que la suite (f,(z)) est une suite de Cauchy dans F. Par conséquent, il
existe une application f de E dans F telle que, pour tout x de E f(x) = lim,,_,« fn(z).
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On a clairement
f(.’L’ + )‘y) = T}g{;(fn(x) + )‘fn(y)) = nlirgo fn(x) + )‘nILH;O fn(y) = f(.??) + )‘f(y)

ce qui montre que f est linéaire.

Puisque la suite (f,) est une suite de Cauchy, il existe un m tel que, pour n > m on ait
| fn — fmll < 1. On en déduit que, pour n > m, ||fn]| < 1+ || fiml||, donc que pour z € E et
n>m, || fo(@)| < (1 + || fmll) [|z|| et on en déduit que f(z) appartient a la boule fermée de
centre 0 et de rayon (1 + ||fn|]) ||z||. Ceci montre que pour tout z

IF @)= @+ (1 fmll) llz]

c’est-a~dire que 'application linéaire f est continue. Enfin, si € > 0, il existe un m tel que,
pour n et p supérieurs a m, on ait || f, — fp|| < €. On en déduit que si x € E et si n et p
sont supérieurs a m, on a

[ fn(2) = fp(@)]| < €l

donc que fy,(x) appartient a la boule fermée de centre f,(z) et de rayon ¢ ||z||. La limite
f(z) de la suite (f,(x)) appartient donc a cette méme boule et on en déduit que

[ fn(2) = f2)]] < ellz]

donc que || f — fnl| < € pour n > m, c’est-a-dire que f est limite de la suite (f,,). La suite
de Cauchy (f,,) est donc convergente dans Z(E, F). |

Définition 6.4.6. Si E est un espace normé, on appelle espace dual de E [I’espace
E' = Z(E,K) des formes linéaires continues sur E.

Puisque K est complet, il résulte du théoréme précédent que E’ est un espace de Banach.

Théoreme 6.4.7. Si E, F et G sont trois espaces normés, f une application linéaire
continue de E dans F' et g une application linéaire continue de F dans G, I'application
linéaire continue gof a une norme au plus égale a || f|| . ||g||-

DEMONSTRATION : Pour x € Eet y € Fon a | f(z)] < |fIl. |zl et [lgw)| < llgll - ||ly]l-
Donc

lgof (@)l < lgll - lf @) < llgll- 11l =]l
ce qui montre que ||gof|| < |lgll - |l f]]- [ |

Théoréme 6.4.8. Si E est un espace de Banach, l'espace £ (E) = Z(E,FE) est une
algébre de Banach, c’est-a-dire un espace de Banach muni d’une multiplication associative
et distributive par rapport a la somme et vérifiant ||fg|| < ||f]| - |lg|| pour tout f et tout g.

Ceci résulte immédiatement de ce qui précede. On notera I ’application identique de E, qui
est I'unité de I'algebre Z(E).

Théoréme 6.4.9. Si E est un espace de Banach, et si f € ZL(E) vérifie ||f] < 1,
Papplication I — f est inversible, c’est-a-dire qu’il existe un élément g de £ (E) tel que

(I — f)og = go(I — f) = 1. De plus H(I—f)—1 _[H < 1!f||||f||

DEMONSTRATION :  Notons Sy, 'élément de -Z'(E) défini comme la somme Y7, f7, ot
fO =T et fJ désigne, pour j > 1, le produit de composition de j applications égales & f (on

50



Chapitre 6 : Espaces normés

a donc pour j et k entiers fiof* = fiT%). On a, pour n < p

P P
15p=Sall =) > Fll< > II7]
j=n+1 j=n+1
p n+1
U/
< P < 1T
2 71
m+1
car ||f|] < 1. On en déduit que si n et p sont supérieurs a m, ||S, — Sp|| < !f” ik donc

que la suite (S,,) est une suite de Cauchy dans Z(E), puisque lim,, . ||f]|" = 0, et que
(Sy,) converge vers un élément g. De plus on a

et puisque || /"1 < 1£]™*", on voit que (I — f™+1) converge vers I. On conclut que

= lim (I = f)oSp = (I = f)og = lim Sno(I = f) = go(I — f)

n—oo

et que

=57 1] =

| o Ny -

Ceci acheve la démonstration. [ |

Théoréme 6.4.10. Si E est un espace de Banach, I'ensemble & des éléments inversibles
de l'algébre £ (E) est ouvert, et application g — g~! est continue sur .

DEMONSTRATION :  Soit g € &. Pour h € Z(F), on a g+ h = go(I + g~ *oh). Donc si
1
[hll < p = W, on peut poser f = —g~'oh. On a alors || f|| < |[¢7!|. ||k < 1. On
g
en déduit par le théoreme précédent que I — f est inversible, d’inverse u. Alors, puisque
g+ h=go(I — f), on vérifie que uog=! est 'inverse de g + h.

Il en résulte que la boule ouverte de centre g et de rayon p est contenue dans &, donc que
Z est ouvert dans £ (F). De plus

e 1L
b ™

I+ =gl =l = Deg™ | < T

qui tend vers 0 avec ||h]|.
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Il est clair qu'une application linéaire bijective f entre deux espaces vectoriels normés F et
F possede une application réciproque linéaire. Par contre, méme si de plus f est supposée
continue, I'application f~! ’est pas nécessairement continue. On dira que l’application
linéaire f est un isomorphisme de E sur F si elle est bijective, continue et si f=! est
continue. Nous ne démontrerons pas ici le profond théoreme suivant, dii a S. Banach.

Théoreme 6.4.11. Soient E et F' deux espaces de Banach, et f une application linéaire
continue et bijective de E sur F. Alors f~! est continue, c’est-a-dire que f un isomorphisme.

6.5 Applications bilinéaires continues.

Définition 6.5.1. Soient F/, I’ et G trois espaces vectoriels. Une application f de E x F
dans G est dite bilinéaire si :

i) pour tout y de F, Iapplication x +— f(x,y) est linéaire de E dans G.
ii) pour tout x de E, 'application y — f(x,y) est linéaire de F' dans G.
Si E, F et G sont des espaces normés, l'espace F X F, muni de la norme ||z,y)|| =

sup(||z]|, ||ly]|), a pour topologie la topologie produit de celle de E et de celle de F. On a
alors le théoreme suivant, analogue a celui qui a été démontré pour les applications linéaires.

Théoreme 6.5.2. Soient F, F' et G trois espaces normés, et f une application bilinéaire
de E' x F dans GG. Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) f est continue.
ii)  f est continue en (0,0).
i1) Il existe une constante M telle que pour tout x de E et tout y de F, on ait
1f (@)l < M =] lyll-
DEMONSTRATION : 1l est clair que si f est continue, elle est continue en (0, 0).

Si f est continue en (0,0), il existe un r > 0 tel que, pour tout (z,y) de E x F satisfaisant
|(z,y)|| <r, on ait

1f (@, )l = [1f(z,y) = f(0,0)] <1

(& )|
—, —— ||| = r, donc
]| Nl

Hf (e ||y||>H ||x||2||y|| 1= vll <1

-2 .

On a alors pour x et y non nuls,

c’est-a-dire, en posant M =r

1S G o)l < Ml [yl

inégalité qui est encore vérifiée si x ou y est nul puisque 'on a alors f(z,y) = 0.
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Enfin, si on a || f(x,y)| < M ||z [|y||, et si (a,b) € E X F, on a
f(@,y) = fla,b) = fla+(z—a), b+ (y—b)) = fla,b) = f(z—a,b)+ fla,y =)+ f(x—a,y —b)

donc

1f (@, y) = fla. bl < M([Ib]l |z — all + llall lly — bl + [l= — al| [ly — b])

Alors, si on prend |z —a| < inf(1, SM;H()H) et [ly—0b| < inf(m, SLM)’ on obtient
| f(z,y) — f(a,b)|| < e. Et ceci montre que f(z,y) appartient a la boule de centre f(a,b) et de
5 5

rayon € si la distance de (z,y) a (a,b) est inférieure a § = inf(1 ). N

"3M ||b||” 3M ||a||” 3M
Définition 6.5.3. On appelle norme de ’application bilinéaire continue f de E x F' dans
G la quantité

LIV = sup{llf (z, o)l = [loll < 1, [yl < 1}

qui est la plus petite constante M satisfaisant I'inégalité || f(x,y)| < M ||z|| ||y|| pour tout
x de E et tout y de F.

On vérifie sans peine comme dans le cas des applications linéaires que ceci est bien une
norme sur l'espace vectoriel £5(E, F';G) des applications bilinéaires continues de E x F
dans G, et que I'espace normé Z5(E, F; G) est complet quand G est complet.

Exemple 6.5.4. Si E et I sont deux espaces normés, I’application définie sur & (E, F) x E
par ¢ : (T,z) — Tx est bilinéaire continue et de norme au plus 1.

DEMONSTRATION : On a, en effet [|[Tz| < ||T|||z| d’apres 6.4.2. La linéarité de ¢ par
rapport a T résulte de la définition de la somme de deux applications linéaires et du produit

par un scalaire d’une application linéaire. Et la linéarité par rapport a x provient du fait
que T € Z(E,F). |

Exemple 6.5.5. Si E, F et G sont trois espaces normés, 'application définie sur £ (E, F) x
ZL(F,G) a valeurs dans £ (E,G) par o(S,T) = ToS est bilinéaire continue de norme au
plus 1.

L’application ¢ est clairement bilinéaire. Et on a || TS| < ||T|| ||S]l- [

6.6 Perturbations lipschitziennes de I’identité.

Théoreme 6.6.1. Soient E' un espace de Banach, U un ouvert de E et f une application
g-lipschitzienne de U dans E. Si q < 1 'application g : x — x+ f(x) est un homéomorphisme

de U sur un ouvert V de E, et I'application h : y +— y — g~ (y) est 7 4 -lipschitzienne de

V dans E.

1

, : L 1
DEMONSTRATION : On voit tout d’abord que g est injective et que g~ est T4

—4q
lipschitzienne. En effet si x et 2’ sont deux points de U on a :

lg(z) = 9@ = (= = 2") + (f(z) = f@)] = |z = 2" = [ f(x) — f)]

>z =2’ —qllz — 2" = (1 —q) ]z — 2|
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d’ou 'on déduit que si g(z) = g(z’), on a ||z — 2'|| = 0, c’est-a-dire x = z’. De plus, si y et
y' sont deux points de V = g(U) et si z = g~ (y) et 2’ = g~ 1(y'), on a

A=l W) —g'W)|| == llz— || < llg(x) — g=")|| = ly — ¥l

d’oit X
g7 () =g~ W) = llz — /|| < =g ly — /||

On montre ensuite que V' est ouvert. Si b € V et si a € U vérifie b = g(a), si la boule fermée

B(a,r) est contenue dans U, et si ||y — b|| < (1 — ¢g)r, on a, pour tout = € B(a,r) :

Iy = £) = all < lly =] + 16 = a = F@)] = ly = b + ]a + f(@) ~ a — f(@)]
<ly—=bl+glla—al|<(Q—gqr+q=r

ce qui montre que y — f(z) € B(a,r). L’application ¢ : & — y — f(x) envoie donc la boule
fermée B(a,r) dans elle-méme, et puisque

lp(z) — (@)l = [1f (=) = f@)] < gllz — 2|

I’application ¢ est une contraction de rapport g de I’espace complet B (a,r) dans lui-méme.
Il résulte alors du théoreme 4.5.2 que ¢ posseéde un point fixe xg, qui vérifie 2o = y — f(xo),
cest-d-dire y = g(xg), ce qui montre que y € g(B(a,r)) C g(U). On en conclut que
V O B(b, (1 —q)r), donc que V est un voisinage de b ; et comme b est un point arbitraire de
V', ceci prouve que V' est ouvert.

Enfin, si y et y/ appartiennent & V, avec x = g~ !(y) et 2’ = g~ (¢’), on a, comme plus
haut, z = y — f(z) et 2’ = y' — f(z'), donc h(y) = y—g7'(y) = y —x = f(z) et
h(y') =9y — g (') = f(2'). Il en résulte que

Ih(w) = k)| = 1 (@) = ) < ale =) = allg™ W)~ 7 @] < 2y =)

. q
ce qui prouve que h est 7

-lipschitzienne. |

6.7 Le théoreme de Hahn-Banach

Définition 6.7.1. On appelle hyperplan d’un espace vectoriel un sous-espace vectoriel de
codimension 1, c’est-a-dire le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Théoreme 6.7.2. Soient E un espace normé et f une forme linéaire non nulle sur E. Alors
f est continue si et seulement si le noyau de f est fermé dans E.

DEMONSTRATION : Si f est continue, son noyau est I'image réciproque du fermé {0} de K
par f, donc est fermé.
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Inversement, si le noyau H de f est fermé, soit a un point de E n’appartenant pas a H. Il

existe alors une boule ouverte de rayon p > 0 centrée en a et disjointe de H. Alors, pour
tout x de la boule unité B de E et tout A € K on a

AN<p = a+Xx¢H = fla)+\f(x)#0

d'ou f(x) =0ou A # —% des que |A| < p, donc %‘ > p, c’est-a-dire qu’on doit avoir
|f(z)] < p~1|f(a)|. On en conclut que f est continue, et de norme au plus p~t|f(a)]. W

On va montrer maintenant une forme faible du théoréme de Hahn-Banach.

Lemme 6.7.3. Soient E un espace normé sur R, H un hyperplan de E et f une forme
linéaire sur H de norme au plus 1. Alors il existe une forme linéaire f sur FE de norme au
plus 1, qui prolonge f.

DEMONSTRATION : Soit @ un point de E \ H. Alors tout point z de E s’écrit de fagon
unique =y + Aa, avec y € H et A € R. Si f est une forme linéaire sur £ qui prolonge f et
si= f(a), on a f(x+ Xa) = f(x) + M. Inversement, si « est choisi dans R, cette formule
définit une forme linéaire sur E qui prolonge f.

Pour que f soit de norme au plus 1, on doit avoir, pour tout z de E, ’f(a:)‘ < ||z||, c’est-a-
dire, pour tout y de H et tout \ € R,

|f(y) + Aa] < |ly + Aall

Puisqu’on peut remplacer y par —y et X par —\, il suffit de vérifier que pour y dans H et A
dans R, on a

f) +da < ly + Aa|

c’est-a-dire en séparant le cas A > 0 et le cas A < 0 et en posant z = —%, de vérifier que,

pour tout z € H on doit avoir
fz)=lla—zl| <a < f(z) + a2

c’est-a-dire

or = sup (£(z) ~la — =) < @ < as = inf ((2) +[la - =)

Pour achever la démonstration, il suffit de montrer que a1 < as et de choisir « entre ces
deux nombres. Pour cela, il suffit de montrer que tout nombre de la forme f(z) — |la — z||
est inférieur a tout nombre de la forme f(w) + ||a — w||, pour z et w dans H. Or

(f(2)+lla = 2l) = (f(w) = lla = wl]) = f(z) = f(w)+]la— 2] +]w = a]| = w - 2] - f(w—2)

et cette derniere quantité est positive : en effet f(w — z) < ||w — z|| puisque w — z € H et
que ||f]] < 1. |
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Théoréme 6.7.4. (Hahn-Banach) Soit E un espace normé séparable sur R et a € E. II
existe une forme linéaire continue f sur E de norme 1 telle que f(a) = ||al|.

On peut remarquer que, si a # 0, toute forme linéaire sur E valant ||a|| en a est de norme
au moins 1 puisque ||al| = f(a) < [[f]. ||al|.

DEMONSTRATION : Soit (x,) une suite dense dans E. On peut supposer que xg = a.
Notons F}, le sous-espace de dimension finie engendré par les (z;);<y,. Alors la forme linéaire
fo définie sur Fy = R.a par fo(Aa) = Ala|| vérifie |fo(x)| < ||z||. Donc || fol| < 1. Le lemme
précédent permet de construire par récurrence une forme linéaire f,, sur F,, de norme au
plus 1 dont la restriction a Fj,_; est égale a f,,_1. En effet, ou bien F,, = F;,_; et on prend
fn = fn—1, 0ubien F,_; est un hyperplan de F,, puisque F;, est engendré par F,,_; et {z,}.
Alors, si F' = UneN n, il existe sur le sous-espace vectoriel F' de E une forme linéaire f
dont la restriction a chaque Fj, est f,.

Pour tout x € F, il existe n tel que z € F;,, donc

[f(@)] = [fn(2)] < [l2|

ce qui prouve que f est de norme au plus 1. Puisque F' contient tous les (z,), F' est dense
dans E. Puisque f est continue sur F, elle est uniformément continue, donc se prolonge par
continuité (en vertu du théoreme 4.4.1) en une fonction continue f sur E. On vérifie sans
peine que, pour x et y dans E et A dans R on a f(xz + A\y) = f(z) + Af(y), donc que f est

linéaire, et aussi que ‘f(m)‘ < ||z|| pour tout & de E. Enfin, f(a) = f(a) = fo(a) = ||a/|. W
Théoreme 6.7.5. Soit E un espace normé séparable sur C et a € E. Il existe une forme
linéaire continue f sur E de norme 1 telle que f(a) = ||a]|.

DEMONSTRATION : Puisque R est un sous-corps de C, on peut considérer F comme
un espace vectoriel normé sur R. Soit (z,) une suite dense dans E. On peut supposer

g = a et 1 = 1a. On applique la méthode de démonstration du théoreme précédent
avec la forme R-linéaire g; sur F} = C.a définie par g1(Aa) = Re(N). |lal|, qui vérifie
lg1(Aa)| < |A].|la|]] = ||Aal|. On construit ainsi par récurrence des formes R-linéaires g,

de norme au plus 1 sur les espaces F),, puis, par recollement et prolongement par continuité,
une forme R-linéaire g sur E telle que, pour tout x de F, on ait |g(z)| < ||z||. On pose alors

f(z) = g(x) —ig(iz)
Il est clair que f est R-linéaire de E dans C, que §Re( f(z )) g(x) pour tout x € E et que

fliz) = gliz) —ig(—x) =i(g(x) —ig(iz)) =i f(x

donc que f est C-linéaire. De plus f(a) = ||a|| puisque g(a) = ||a|| et g(@ a) = 0. Enfin, si
f(x)=pe? avecp>0et # €R, on a

[f(@)|=p=[Re (e f(2))| = [Re (fe ™ x))| = [g(e™ 2)| < [Je™" || = |||
ce qui montre que f est de norme au plus 1. |

Corollaire 6.7.6. Si E est un espace normé, E’ son dual et B’ la boule unité de E’, on a
pour tout x de E

[zl = sup |f(z)|
feB’

DEMONSTRATION : Pour f € B et z € E on a |f(z)] < |Ifll -zl < |z|, dou

suprep | f(2)] < [|lzf]-
Inversement, le théoréme précédent montre que, pour z fixé, il existe un f € B’ avec

f(x) = ||lz|[. Donc sup e pr [ f(2)] = ] u
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7

ESPACES DE HILBERT

Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels considérés seront des espaces vectoriels sur C.
On désignera toujours par A le conjugué d’'un nombre A, et par e A et Im A ses parties
réelle et imaginaire.

7.1 Produit scalaire

Définition 7.1.1. Si E est un espace vectoriel sur C on appelle produit scalaire hermitien
ou simplement produit scalaire sur E une application (z,y) — (z,y) de E x E dans C
vérifiant les propriétés suivantes :

Yy € E Tapplication x — (z,y) est linéaire (1)
Vr,y € £ (y,z) = (z,9) (i)
Ve e E (x,z) € RT (i14)
VeeE (r,z)=0=2=0 (iv)

On peut noter que les propriétés (i) et (ii) entrainent que pour z fixé, 'application y — (x, y)
est anti-linéaire, c’est-a- dire vérifie

Théoréme 7.1.2. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Si (.,.) est un produit scalaire sur E,
on a pour tout x et tout y de E I'inégalité

2
{2, 9] < (2, 2)-(y,9)
De plus, si on a I'égalité |(z,y)|> = (z,z).{y,y), les vecteurs z et y sont proportionnels.
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DEMONSTRATION : Pour A € C, z et y dans F on a

(x =My, z — Ay) = (2,2 — Ay) — Ay, — \y)
= (z,z) — Mz,y) — Mz, y) + A\ (y, )
= (z,2) — 2Re(M(z,9)) + [N (v, v)

Il existe p € R et 6 € R tels que (z,y) = p €. Et si, pour t € R, on choisit A =t ¢/, on
obtient que, pour tout ¢t € R,

P(t) = (z,2) — 2tp +t*(y,y) > 0

Le polynome du second degré P ci-dessus a donc un discriminant négatif ou nul. On en
déduit
A= p* = (z,2).(y,y) <0
c’est-a-dire
2
[z, )" < (z,2)(y,y)

Si on a égalité dans la formule précédente, le discriminant A’ est nul. Ou bien y = 0,

o—if
auquel cas y = 0.x, ou bien P a une racine double t; = %L), ce qui signifie que
Y,y
P(ty) = Hx—toewaQ =0, donc que = = tg e y. [ |
Théoréme 7.1.3. Si (.,.) est un produit scalaire sur E, I'application x — ||z| = \/ (x, z)

est une norme sur FE.

DEMONSTRATION : Il résulte immédiatement de la définition d’un produit scalaire que le
vecteur z est nul si et seulement si (x,z) = 0, et que (A\x, \z) = |)\|2 (x,x), c’est-a-dire que
|z]| =0 <= z=0cet |Azx]| = |A] [|=].

Si maintenant x et y sont deux vecteurs de E, on a

2
lz+ylI” = {z+y.2+y) = (x.2)+ (y,9) + (2,9) + (v, 2)
2 2
= [|z[|” + [ly[I” + 2 Re((z, y))

et d’apres 'inégalité de Cauchy-Scwarz

2 2 2 2 2
[z +ylI” < )™ + llyll” + 2 [{z, 9 < ll=” + [lyll” + 2v/ (&, 2)-(y, v)
2 2 2
<l + lyl™ + 210l -yl = (=l + llyl)

done ||z +y| < Izl + [yl u

Définition 7.1.4. On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé muni d’un
produit scalaire (.,.) tel que ||z||* = (z, z).

Définition 7.1.5. Un vecteur x de ’espace préhilbertien E est dit orthogonal a un vecteur
y si leur produit scalaire est nul. On notera alors x L y

Cette relation est clairement symétrique. Le seul vecteur de E qui soit orthogonal a lui-méme
est 0.
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Proposition 7.1.6. Si deux vecteurs x et y sont orthogonaux, on a ||z + y||* = ||z|* +||y|°.
En effet, on a en général [z + y[|* = [|=[|* + [[y]|* + 2 Re((z,y)).

Théoreme 7.1.7. Si E est un espace préhilbertien, le produit scalaire est continu de £ x F
dans C.

DEMONSTRATION :  On a, pour a, b, z, y dans F
<.’L’,y> - <aab> - <£E,y—b>+ <CE’—a,b> - <a’ay_b>+ <.’L’—CL,b> +<$—a,y—b>
donc, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[{z,y) = (@, b)] < llal| . [ly = ol| + [}l - [z = a]| + ||z = all . [ly — 0]

et si e > 0 est donné, il suffit de prendre ||z — a|| < min(1, ﬁ) et ||y — bl < min(%, ﬁ)
a

pour que chacun des trois termes ci-dessus soit inférieur a /3, donc que [(x,y) — (a,b)| < €,

ce qui montre la continuité du produit scalaire. |

Théoreme 7.1.8. Si E est un espace préhilbertien, le produit scalaire de deux vecteurs x
et y est donné par

2 . -2 2 . -2
(e +yll” +ille +iyll” = llo -yl — il — iyl")

| =

<:1:,y> =
DEMONSTRATION :  On a, pour k = 0,1, 2, 3,

|+ )" = (@2 + (y, ) + i ) + 5y, )

3 . 2 . 2 . 2
i |l +Fyl]” = )]+l A+ () + (1) (y, )
3
szHx-l—zkyH =lz|* (T +i42+) + |ly|* (1 +i+ %+ i)

k=0
+{(x,y)1+14+1+1)+(y,x)(1—-—14+1-1) =4(x,y)
ce qui prouve I’égalité cherchée. |
Théoreme 7.1.9. Siz, y et z sont trois points d’un espace préhilbertien, et u = x_—;—y le

milieu du segment [z,y], on a

2 2 2 1 2
Iz =2l + [z = ylI” = 2 [lz = ull” + 5 [l= — 9|

DEMONSTRATION : Sionposev:y ,onaz—x=(z—u)—vetz—y=(z—u)+wv,

donc ) ) ) )
[z =" + [z —yll” = |z —ull” + [Jv]|” + 2 Re((z — u,v))

Iz = ull® + [loll* — 2 Re((z — u,v))

2 2 2 1 2
ZQHZ—M|+2HM|:2H2—M|+§H$—M

99



Chapitre 7 : Espaces de Hilbert

Définition 7.1.10. On appelle espace hilbertien ou espace de Hilbert un espace pré-
hilbertien complet.

Exemple 7.1.11. L’espace vectoriel /2 des suites (x,) de nombres complexes telles que Ia
série Y7 |:I:n|2 converge, muni du produit scalaire défini par

) =3 wati (+)
n=0

six = (x,) et y = (yn), est un espace de Hilbert.

DEMONSTRATION : Il est clair que si x appartient & £2, il en est de méme de \z. Et puisque
pour a et b dans C on a |a + b|* < 2(Ja|* + |b]?), on voit que si z et y sont dans ¢2

o (o] o0
S o 4 al? < 2 (z|xn|2+z|yn|2> .
n=0 n=0 n=0

ce qui montre que = + y appartient a £2.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que, pour tout m,

m m /2 ;.. 1/2 o 1/2 , o 1/2
zrxnyn|g<zw) (z\ynf) s(z\xn12> (zyynﬁ) < +o0
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

ce qui entraine la convergence absolue de la série de terme général (z,y,), et permet de
définir (z,y). On vérifie sans peine que la formule () définit bien un produit scalaire sur £2,
et que la norme associée est définie par

00 1/2
2
=] = (Z £ )
n=0

Il ne reste plus qu’a montrer que £? est complet. Il suffit pour cela de reprendre la méthode
utilisée dans le théoreme 6.3.2 pour démontrer que ¢* est complet.

7.2 Projection orthogonale

Théoreme 7.2.1. Soient E un espace préhilbertien et A une partie convexe compléte non
vide de E. Alors, pour tout x de E, il existe un unique point y de A, appelé projection
orthogonale de x sur A tel que d(z, A) = ||z — y||.

Ce point est caractérisé dans A par la propriété
Vze A Re((z—y,z—y)) <0
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DEMONSTRATION :  Siz € A, il est clair que y = z est le seul point de A qui minimise la
distance a x. De plus, on a (z — x,z — x) = 0 pour tout z € A. Et si pour un certain y € A
on a Re((x —y,z —y)) < 0 pour tout z € A, on a ||z — y||* = Re((z — y,z — y)) < 0, d’ott
T =y.

Si, au contraire, x ¢ A, on note § la distance de z & A. Pour tout n € N, on pose
Co={z€A:|z—z|> <6 +272"}

Alors la suite (C),) est une suite décroissante de fermés non vides de ’espace complet A. En
vertu du théoreme 4.2.4, il suffit de montrer que le diametre de C,, tend vers 0 pour montrer

que l'intersection des (C),) est un singleton {y}.
zZ4+w

Soient donc z et w deux points de C,. Puisque A est convexe, u = appartient aussi

a A, d’ou on déduit que || — ul| > §. Et le théoreme 7.1.9 donne alors

1 2 2 1 2 2 2
20 + 5 llz —wl® <2z —ul* + Sz = wl|” = llz = 2" + & — w]
< 52 _|_2—2n _|_52 +2—2n
d’ott on déduit que ||z — w||* < 4.2727 ¢est-d-dire ||z — w|| < 21", et enfin que diam(C,,) <

217" Ceci acheve de prouver l'existence d'un point y € A tel que (), oy Cn = {y}, Le point
y est donc le seul point de A tel que ||z — y|| = d(x, A).

Soit z un point de A. Par convexité de A, on a z; := y + t(z —y) € A pour tout t €0, 1].
Donc

2
0 <o —zll" =(z -y -tz —y), o —y—tlz—y))
2 2

= llz —yl” + [z —yl” — 2t Re((z —y, 2 — v))

=5+ |z —y|* — 2 Re((x —y, 2 — )
On en déduit que 2Re((z —y, z—y)) < t||z — y||?, et puisque ¢ peut étre pris arbitrairement
petit, on obtient que Re((z —y,z —y)) < 0.
Si maintenant un point y’ de A vérifie cette relation pour tout z € A, on a pour z = v,

0= Re((z—y,y—y)) =Re((z —y,y —y) + Re((y — v,y — ¥))
2 2
=y —=y'lI” = Re({z — 9,9 —v)) = [ly =¥

puisque y est la projection de z sur A. Ceci entraine ||y — y'|| = 0 donc y = ¥/'. |

Définition 7.2.2. Si A est une partie d’un espace préhilbertien E, on appelle orthogonal
de A et on note A+ I'ensemble des vecteurs y de E orthogonaux & tout élément de A.

Pour tout z € A, v = {y : (y,x) = 0} est le noyau de la forme linéaire continue (voir le
théoreme 7.1.7) : y — (y,x), donc est un sous-espace vectoriel fermé de E. Il en résulte que

AL:ﬂxL

zeA

est un sous-espace vectoriel fermé de A.
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Théoreme 7.2.3. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de I’espace hilbertien F, il existe
pour tout x de E un unique couple (y,z) avecy € F et z € F+ tel que x = y + 2. On a
alors |ly|| < |[z| et [|z]] < |lz].

DEMONSTRATION : Un sous-espace vectoriel fermé d'un espace complet est convexe et
complet. Il résulte donc du théoreme 7.2.1 que pour tout x de E existe un unique y € F' tel
que ||z —y|| = d(x, F'). On a alors, pour tout w € F, y+w e F,y—w € F,y+iw € F et
y —iw € F donc

&
|
<
g
I
3
9]
)
|
<
=
|
g
|
s
INIA
o o

d’ott (z —y,w) = 0, c’est-a-dire que z = x —y € F*. Puisque y et z sont orthogonaux, on a
I=]1* = lly + 211" = llyll* + [Iz]1%, done [ly]| < [|=]| et [|2]| < |-

Enfin, si on a une autre décomposition de x en somme d’un vecteur 3’ de F' et d’un vecteur
2 de F-f,onay+z =19y +2,doncy —y = 2’ — 2. Le vecteur y — / appartient & F et
2 —z € F+. Donc y — v est orthogonal & lui-méme, c’est-a-dire est nul. On conclut que
y=1y et z=2" |

Théoréme 7.2.4. Si F est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace hilbertien, F++ = F.

DEMONSTRATION :  Puisque tout vecteur de F' est orthogonal & tout vecteur de F*, on a
F C F*+.

Inversement, si x est un vecteur de , ¢ se décompose en y + z, avec y € F et z € F L
Puisque z et y sont orthogonaux & F-, z = x — y appartient & F+ et est orthogonal & F= ;
il est donc orthogonal a lui-méme, c’est-a-dire nul. Donc x =y € F. |

FJ_J_

Théoreme 7.2.5. Soit X un sous-espace vectoriel de I'espace hilbertien E. Alors X est
dense si et seulement si X+ = {0}.

DEMONSTRATION :  Si X est dense et si y € X, on a X C yt. Et puisque y* est fermé,
il contient I’adhérence de X, c’est-a-dire E ; en particulier y € y*, d’ot y = 0. Ceci montre
que X+ = {0}.

Inversement, si X n’est pas dense, son adhérence est un sous-espace vectoriel fermé F
distinct de E, et tout vecteur z de F* appartient & X . Si on avait FX = {0}, on aurait
F = F++ = {0}* = E, contrairement & ’hypothése. Donc X+ # {0}. |

Théoreme 7.2.6. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de 1’espace hilbertien F, il existe
une unique application linéaire continue P de E dans E de norme 1, telle que, pour tout x
de E, P(x) appartienne a F' et, pour tout x de F', P(x) = x. Cette application est appelée
projecteur orthogonal sur F'.

DEMONSTRATION :  Pour tout z de E, il existe un unique couple (y, z) dans F x F* tel
que x = y + z. Posons P(z) =y. Ona P(z) € F,etsix € Fonay =z et z=0, donc
P(z) =x.
Si x et 2’ sont deux vecteurs de E, et A€ C,siz =y +zet 2’ =y + 2/, avec y et 3y dans
F, z et 2/ dans F*+, on a

4+ X' =Y+ M)+ (2 + A\2)
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et puisque y + Ay’ € F et z + A2’ € F, on conclut que
Plx+X2') =y + Xy = P(x) + A\P(z')

donc que P est linéaire.

Enfin, si P, vérifie les mémes conditions, soient z € F* et y = Py(z) € F. Alors, pour
tout t € R on a Pi(z +ty) = Pi(z) + tPi(y) = (1 4+ t)y. On doit avoir pour tout ¢,
12+ tyl* = 1P (= + ty)[|* > 0. Et

2 2 2 2 2
Iz +ty " = 1P (= +t)]” = ll2]" + £ [yl — (1 + 1) [ly]
2 2
= [lzl]” = (1 +28) [ly|]

qui ne peut étre positif pour tout ¢ que si ||y|| = 0. Il en résulte que P; est nul sur F*. Et
sicr=y+zavecyec Fetze Ft ona

Pi(z) = Pi(y) + P1(2) = Pi(y) =y = P(x)

ce qui montre que P; coincide avec P. |

Théoréme 7.2.7. (Riesz) Si f est une forme linéaire continue sur I'espace de Hilbert E,
il existe un unique y € E tel que, pour tout x de E, on ait f(x) = (x,y). De plus, on a

lyll = 171I-

L’application de E dans E' qui a y associe la forme linéaire x — (x,y) est un isomorphisme
antilinéaire de E sur E'.

DEMONSTRATION :  Notons, pour y € E, f, la forme linéaire  — (z,y). D’apres la
définition d’un produit scalaire, ’application y — f, est antilinéaire de E dans E’. D’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

[fy(@)] = [z, 9)| < ]l lyll

d’ott [| £yl < llyll- De plus, puisque f,(y) = (y,y) = [y, on a || £,l| = |yl Dot || £yl = lly]l-
Sify=f.,,onaf, .=f,—f.=0,donc |y —z|| = | fy—z]| =0, c’est-a-dire y = z.

Il reste uniquement a démontrer que toute forme linéaire continue f sur E est de la forme
fy pour un certain y. Si f = 0, il est clair que y = 0 convient. Si f # 0, le noyau H de f

est un hyperplan fermé de E. Soit a ¢ H. On pose a = f(a) et si on note b la projection
a

la —b]*
Pest. En particulier, (b,a — b) = 0, donc : (a,a —b) = (a — b,a — b) = ||a — b||>. De plus,

orthogonale de a sur H, le vecteur y = (a — b) est orthogonal & H puisque a — b

<a7 y> =

——(a,a—b) =«
Ha—bH2< >

Il en résulte que f,(a) = f(a). Donc f et f, coincident sur a, et sur H puisqu’elles y sont
nulles toutes deux. Et puisque tout vecteur de E est somme d’un vecteur de H et d’un

multiple de a, f et f, coincident sur F, c’est-a-dire f = f,,. |
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Remarque 7.2.8. (espaces de Hilbert réels)

Si le corps K est le corps des réels, on peut définir les produits scalaires de maniere analogue
avec les propriétés :

1) {z,y) = (y,z)

ii) (Ax,y) = Xz, y) pour A € R
Alors les principaux résultats sur les espaces de Hilbert (inégalité de Cauchy-Schwarz,
projection sur un convexe fermé, décomposition en sous-espaces orthogonaux,...) sont

conservés. En particulier, ’application qui & un vecteur x associe la forme linéaire : y — (z, y)
est une isométrie surjective de ’espace de Hilbert sur son dual.
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8
FONCTIONS DERIVABLES

8.1 Fonctions réelles dérivables

Définition 8.1.1. Une fonction f définie sur un ouvert U de R et a valeurs dans R est
f(x) — f(20)
Tr — X9
tend vers xo (par valeurs distinctes de x(). La limite est alors appelée dérivée de f en xg.

dite dérivable en un point xo de U si le quotient posseéde une limite quand x

La fonction f est dite dérivable sur U si elle est dérivable en tout point de U. Dans ce cas,
on appelle fonction dérivée de f la fonction définie sur U qui a tout point x de U associe la
dérivée de f en x.

d
Notation 8.1.2. On note usuellement f'(xq) ou d—f(xo) la dérivée de f en x.
x

Plus généralement on peut définir, quand elles existent, la dérivée a droite f)(xo) et la
dérivée a gauche f;(zo) d’une fonction f en xq par

f,;l(fCo) = lim M et f;(:lfo) = lim M

T—X0,L>T0 T — X T—x0,r<T0o X — X
Proposition 8.1.3. Toute fonction localement constante est dérivable, et sa dérivée est
nulle.

Ceci découle immédiatement de la définition, puisque, si f est localement constante, le
f(@) = f(z0)

Tr — X

quotient est nul pour x voisin mais distinct de zy. |

Proposition 8.1.4. Toute fonction affine est dérivable sur R.

Si f(x) = mz +p, on a
f(@) — flzo)

r — X

pour x # xg, et il en résulte immédiatement que f est dérivable en tout point, et que sa
fonction dérivée est constante, de valeur m. |
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Proposition 8.1.5. Si la fonction f est dérivable en x, elle est continue en x.

En effet, on a

. . f(x) = f(zo) :
lim z)— f(zg)= lim —F——Fx lim (x—20)=0
T—x0,TLF£TQ f( ) f( 0) T—To,LFTo r — X a:—>x0,a:7£x0( O)
ce qui montre que lim,_,, f(x) = f(zo), et prouve la continuité de f en xo. |

Définition 8.1.6. Une fonction réelle f définie sur un ouvert U de R est dite de classe &'
ou continuement dérivable si elle est dérivable sur U et si sa fonction dérivée f’ est continue
de U dans R.

8.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Théoreme 8.2.1. Soient U un ouvert de R, xg un point de U, f et g deux fonctions de U
dans R dérivables en xy. Alors la somme et le produit de f et g sont dérivables en xq et on
a:

(f +9) (z0) = f'(z0) + g'(x0)
(f9) (w0) = f(z0)g (z0) + g(w0) f'(w0)

Si, en outre, A est un nombre réel, la fonction A\f est dérivable en xq et
(Af) (o) = Af' (o)
DEMONSTRATION : Puisque l'on a

(f+9)@) = (f+9)(@o) _ flz)—flzo) | g(x) —g(20)

= +
r — Xo r — X r — X
et
f9(z) : fa(xo) _ g(xo)ﬂx) : f (o) n f(x)g(x) :g(mo)
T — X T — X T — Zo
ainsi que
Af)(z) = (Af)(wo) _ | f(z) = f(ao)
Tr — X T — X

le passage a la limite dans les égalités ci-dessus pour x — xp avec x # =z donne
immédiatement les résultats annoncés. |

Théoreme 8.2.2. Soient U un ouvert de R, f et g deux fonctions réelles sur U. Si la
fonction g ne s’annule pas sur U, et si, pour un point xo de U, les fonctions f et g sont

dérivables, le quotient i est dérivable en xq, et on a
g

([)/ (2g) = f(@0)g(xo) — f(0)g' (20)

g g(z0)?
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DEMONSTRATION : On a

@)~ Lao)
g g _ 1 f(@)g(xo) — f(xo)g(x)
T — g 9(@)g(zo) T = To
_ g(@o) [flx) = flxo)  flzo) g(x)—g(zo)
g(x)g(zo) = — 0 g(x)g(zo) x— 0
et le résultat annoncé s’obtient immédiatement en passant a la limite. |

Théoreme 8.2.3. Soient U et V' deux ouverts de R, f et g deux fonctions réelles définies
respectivement sur U et V. Si f(U) C V, si f est dérivable en un point zy de U et si g est
dérivable au point yo = f(xg), la fonction gof est dérivable en xy et on a

(gof) (z0) = g'(y0)-f'(z0) = g'of(0).f'(z0)
DEMONSTRATION : Si f'(xzg) # 0, il existe un voisinage U’ de xy dans U tel que
W%Opomer' et x # xo. On a alors, pour x € U’ et x # xq :
— Zo
gof(x) — gof (o) _ gof(x) —gof(xo) flz)— f(xo)

xr — T  f(x) = flzg) T x—x0

gof(x) — gof(wo)
f(x) — f(=o)

égale & ¢'(yo). Supposons, au contraire, que f’(zg) = 0. Il existe un voisinage V' de yq tel
o 19) — 9(y0)
Y—Yo

est

et puisque f est continue en xg, la limite quand x — xo du quotient

— g’(yo)‘ < 1 pour tout y de V'’ distinct de yo. On a donc alors

l9(y) = 9(yo)| < (1 +19"(wo)l) [y — wol
our y € V'. Il en résulte que si z appartient au voisinage f~1(V') et est distinct de zg, on
p Y

‘ gof () — gof (o) f(@) — f(xo)

r — Xo r — X9

< (L+19'(wo)l)

et cette quantité tend vers 0 quand x tend vers o puisque f'(xp) = 0. On en déduit que go f
est alors dérivable en xg et que sa dérivée y est nulle, ce qui acheve la démonstration. W

8.3 Extremums

Théoreme 8.3.1. Soient U un ouvert de R et f une fonction réelle dérivable sur U. Si,
en un point xg, la fonction f admet un minimum ou un maximum local, la dérivée de f
s’annule en x.

DEMONSTRATION :  Quitte & remplacer f par —f, on peut supposer que f admet en xy un
minimum local, et quitte a remplacer U par un voisinage ouvert de xg, on peut supposer que

f(x) > f(xo) pour tout = de U. On a alors, pour z € U avec = > x, M >0, d’ou
Tr — X
f'(zo) > 0 en passant a la limite; et de méme, pour z € U et z < z, M <0,
r — X
d’ou f'(zg) < 0. On en conclut que f'(zq) = 0. |
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Théoréme 8.3.2. (Rolle) Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle réel |a, b]
et dérivable sur I'intervalle ouvert |a,b[. Si f s’annule en a et en b, il existe un point ¢ €|a, b]
ot la dérivée de f s’annule.

DEMONSTRATION :  Si f est constamment nulle sur [a, b], on peut prendre pour ¢ n’importe
quel point de Ja, b[. Si, au contraire, il existe un point £ de |a, b] tel que f(&) # 0, la fonction
continue et dérivable g : x — f(£).f(x) prend en & une valeur strictement positive. Puisque
I'intervalle [a,b] est compact, g atteint en un point ¢ son maximum, qui est strictement
positif. On en déduit que c est distinct de a et de b. Le théoreme 8.3.1 appliqué a |a, b| et a

g donne que ¢'(c) = f(&)f'(¢) =0, donc que f'(c) = 0. |

8.4 Le théoreme des accroissements finis

Les énoncés qui précedent sont de nature locale. Pour pouvoir obtenir des résultats globaux
sur les fonctions dérivables, il faut avoir un énoncé qui permette d’évaluer I’accroissement
d’'une fonction dérivable entre deux points fixés (accroissement “fini” , par opposition
aux accroissements “infinitésimaux” qui servent a définir la dérivée). C’est pourquoi le
théoreme qui suit peut étre considéré comme le résultat fondamental concernant les fonctions
dérivables.

Théoréme 8.4.1. (Théoréme des accroissements finis) Soit f une fonction réelle continue
sur l'intervalle réel [a,b], dérivable en tout point de |a,b[. Alors il existe un point ¢ de
lintervalle ouvert |a, b[ tel que

DEMONSTRATION : Posons
o(@) = @)~ f(a) - LD g

Puisque g est la somme de f et d’une fonction affine, elle est continue sur [a, b] et dérivable
sur ]a,b[. De plus, on a clairement g(a) = ¢g(b) = 0. On déduit alors du théoréme 8.3.2
f(6) — f(a)
b—a
acheve la démonstration. |

I'existence d’un ¢ dans |a, b| tel que ¢’(c) = 0. Et puisque ¢'(c) = f'(c) — , ceci

Corollaire 8.4.2. Soient U un intervalle ouvert et f une fonction dérivable de U dans R. Si
la dérivée de f est bornée par M en valeur absolue sur U, la fonction f est M-lipschitzienne.

En particulier, si la dérivée de f est identiquement nulle, f est constante.
DEMONSTRATION :  Soient a et b deux points de U. Si a = b, on a clairement |f(b) — f(a)| =

0 < M |b— a|. Et si a # b, quitte a permuter a et b, on peut supposer a < b. Il résulte alors
du théoreme des accroissements finis que

R T CIESY

c’est-a-dire
|f(b) — f(a)| < M [b— q

Si f’ est nulle sur U, on a M = 0, et on en déduit que f est constante. |
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Théoréme 8.4.3. Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b] et dérivable sur ]a, b|.
Si la dérivée de f est positive (resp. strictement positive, négative, strictement négative)
sur |a, b, la fonction f est croissante (resp. strictement croissante, décroissante, strictement
décroissante) sur |a, b].

DEMONSTRATION :  Supposons f > 0 et solent z et y dans [a,b], avec < y. Il existe,
d’apres le théoréme des accroissements finis, un z €]z, y[ tel que

d’ou 'on déduit

ce qui montre que f est strictement croissante.
On raisonne de méme si f/ <0 ousi f/ <0. |

Théoréme 8.4.4. Soient U un intervalle ouvert de R et f une fonction dérivable de U

dans R. On suppose que la dérivée [’ est partout strictement positive sur U. Alors f est
-1

un homéomorphisme de U sur un intervalle ouvert V', et la fonction réciproque g = f~" est
1
dérivable sur V. On a de plus ¢'(y) = .
fro9(y)

DEMONSTRATION :  Puisque f est continue, V = f(U) est connexe, donc est un intervalle. Il
résulte du théoreme précédent que f est strictement croissante, donc que V' ne peut contenir
ni sa borne inférieure ni sa borne supérieure, ce qui montre que V' est un intervalle ouvert. Soit
xo € U. Sie > 0 est donné, il existe x1 et zo dans U tels que 29— < 1 < 29 < o < Tg+E.
Alors, puisque f est strictement croissante, on a f(z1) < f(zg) < f(z2), et pour tout
y €]f(x1), f(z2)[, on a f~1(y) €)wo — &, 30 + €, ce qui montre la continuité de f~1 en f(xq).
donc f est un homéomorphisme de U sur V. Enfin, si yg € V et o = g(yo), on a, pour
y eV ety#uyo,

9() — 9(yo) 9() —9(yo) 1
Y— Yo fla) — fla(yo))  fla(y) — f(9(0))
9() — 9(yo)
qui tend vers Frog o) quand y tend vers yg puisque, alors, g(y) tend vers g(yo). |
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8.5 Fonctions dérivables a valeurs dans un espace de Banach

On va maintenant étendre les définitions et résultats précédents au cas des fonctions définies
sur un ouvert de R a valeurs dans un espace de Banach.

Définition 8.5.1. Une fonction f définie sur un ouvert U de R et a valeurs dans un espace
f(x) — f(@o)
Tr — X
une limite dans FE quand x tend vers xy (par valeurs distinctes de (). La limite est alors

appelée dérivée de f en xg.

de Banach FE est dite dérivable en un point o de U si le quotient possede

La fonction f est dite dérivable sur U si elle est dérivable en tout point de U. Dans ce cas,
on appelle fonction dérivée de f la fonction a valeurs dans E définie sur U qui a tout point
x de U associe la dérivée de f en x.

d
Notation 8.5.2. On note usuellement f'(xzq) ou d—f(:vo) la dérivée de f en x.
x

Comme dans le cas des fonctions a valeurs réelles, on peut définir, quand elles existent, la
dérivée a droite fj(wo) et la dérivée a gauche f;(zo) d’une fonction f en xq par

o) = tm LW ZI@ gy S0 2 SE0)

T—T0,L>T0 T — X T—T0,T<To r — X

Les résultats suivants sont analogues a ceux qui ont été démontrés plus haut pour les
fonctions dérivables et se démontrent de la méme maniere.

Proposition 8.5.3. Toute fonction dérivable en un point y est continue.

Proposition 8.5.4. Toute fonction localement constante est dérivable, de dérivée nulle.

Toute fonction affine est dérivable et sa dérivée est constante.

Théoréme 8.5.5. Si f et g sont définies sur un ouvert U de R a valeurs dans un espace de
Banach E et dérivables en un point xo de U, leur somme f + g est dérivable en xq et on a

(f +9)(x0) = f'(z0) + g’ (x0)

Si, en outre, A est un nombre réel, la fonction A\f est dérivable en xq et

(Af)’(l‘o) = Af/(xo)

Théoréme 8.5.6. Si f est une fonction définie sur un ouvert U de R a valeurs dans un
espace de Banach E, et \ une fonction réelle définie sur U, si f et A sont dérivables en x,
Af est dérivable en xg et

(M) (o) = AMwo) f' (z0) + N (20) f(20)

Théoreme 8.5.7. Soient U et V deux ouverts de R, f et g deux fonctions définies
respectivement sur U et V', a valeurs respectivement dans R et dans un espace de Banach E.
On suppose que f(U) C V, que f est dérivable en x( et que g est dérivable en yo = f(xg).
Alors la fonction gof : U — E est dérivable en xg et

(gof) (z0) = g’ (yo).f'(x0) = g'of (x0).f (20)
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Cas de la dimension finie.

Quand E est un espace vectoriel de dimension finie, on peut aisément se ramener au cas

des fonctions réelles. Si E est de dimension n, et si (e1,es,...,e,) est une base de E, toute
fonction f définie sur un ouvert U de R a valeurs dans E possede des fonctions coordonnées
(f1, f2,-- -, fn) & valeurs réelles et on a, pour tout x de U

fl@)=>"fi(z).e;
j=1

Théoreme 8.5.8. Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R a valeurs dans un
espace E de dimension finie. Alors, f est dérivable en un point xy de U si et seulement si
chacune des fonctions coordonnées de f est dérivable en xo. Dans ce cas, les coordonnées de
la dérivée f'(x¢) sont les dérivées en x des fonctions coordonnées.

DEMONSTRATION : Puisque f s’exprime comme la somme Z?Zl fj(z).ej, les formules de
dérivation de sommes et de produits montrent que, si les fonctions f; sont toutes dérivables
en xg, il en est de méme de f et que f'(zg) = Z;L:1 f'(xo).€j, d’ou 'on déduit que les
coordonnées de f’(z¢) sur la base (e1, ez, ..., e,) sont les (fi(zo)).

Inversement, chacune des formes linéaires coordonnées 7; : ¥ — R définies par

n
x = Z mj(z).e;
j=1

est continue sur E, puisque celui-ci est de dimension finie. Et on a f;(z) = m;(f(z)) pour
tout x de U. Donc, si f est dérivable en xg, on a :

fi(@) = fi(xo) _ r <f(93) - f(xo))

r — X r — X

et ceci tend vers m;(f'(z¢)). On en déduit donc que f; est dérivable en xy, de dérivée

;i (' (o). u

8.6 Inégalité des accroissements finis

En dépit des similitudes entre le cas des fonctions réelles et celui des fonctions a valeurs dans
un espace de Banach, le théoreme 8.4.1 ne s’étend pas a ce dernier cas.

Exemple 8.6.1. La fonction f de R dans I'espace euclidien R? définie par
f(x) = (cosx,sinx)

a, en chaque point une dérivée de norme 1, et il n’existe aucun point ¢ de R tel que
f@2r) = f£(0) = 2mf'(c).

La dérivée de f en x a pour coordonnées (— sin z, cos ). Donc || f/(z)||* = sin® z+cos? z = 1.
Et puisque f(27) = f(0), on ne peut avoir ||f(27) — f(0)|| =0 =27 f'(¢)| = 2. |
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Le théoreme fondamental sera donné par ’énoncé suivant

Théoréme 8.6.2. Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b] de R, a valeurs dans un
espace de Banach E. Si f est dérivable a droite en tout point de |a, b[ et vérifie || f)(x)|| < M
pour tout x de |a,b], on a

1£(b) = fla)| < M(b - a)

DEMONSTRATION : Soient € > 0 et a’ > a. On considere ’ensemble
T. ={x c[d,b]: ||f(x) = f(a)]| < (M +¢e)(z—d)}

et on va montrer que b € T, pour tout ¢ > 0. Ceci montrera que | f(b) — f(a')| <
(M +¢)(b— a') pour tout € > 0, donc que || f(b) — f(a')|| < M(b— a’) pour tout a’ > a et
la démonstration sera achevée en passant a la limite quand @’ tend vers a.

I1 est clair que a’ € T,. Puisque f est continue, la fonction ¢ définie par

0(x) = || f(x) = f(a)l| = (M +&)(x — a’)

est continue sur [a,b], et T = {x : 6(x) < 0} est fermé. Le compact non vide T, possede
donc un plus grand élément ¢ > o', et on a donc || f(c) — f(a)|| < (M +¢€)(c —a’). Et si
c<b,ona | fi(c)]| < M+e. La boule ouverte de E centrée en 0 et de rayon M + ¢ est donc
un voisinage de f}(c) : il en résulte qu’existe un voisinage W de ¢ dans ]a, b] tel que, pour

tout z € W\ {c}, on ait
fz) = f(o)

En particulier, WnN]e, b[# 0, et pour z € WN]e,b], on a || f(z) — f(c)]| < (M +¢&)(x — ¢).
1f (@) = £l < 1f(e) = fla)]| + If (=) = f(o)l < (M +e)(c—a') + (M +e)(x - )
— (M +)(z —d)

<M+e¢

ce qui montre que x € T, contrairement a la définition de c. Donc b = c € T.. |
On peut obtenir une version légerement plus générale du théoreme précédent. Par souci de
simplicité, nous ne la donnerons que dans le cas ou f est dérivable.

Théoréme 8.6.3. Soient f une fonction continue sur I'intervalle [a,b] de R, a valeurs dans
un espace de Banach E et g une fonction continue de [a,b] dans R. Si f et g sont dérivables
en tout point de |a,b[ et vérifient ||f'(z)|| < ¢'(x) pour tout x de |a,b[, on a

1£(b) = f(a)]l < g(b) — g(a)

DEMONSTRATION :  Soit € > 0. La fonction v : x +— g(z) + ex est continue sur [a, b,
dérivable sur ]a, b et vérifie v/(z) > ¢ > 0 pour tout z. C’est donc un homéomorphisme
de [a, b] sur [y(a),v(b)], et v~! est dérivable en tout point de ]y(a),v(b)[. On a alors, pour

S 7o ol
/ _ /7 —1 1 _ ' ’7_ Y
= 0 < | = gy
Si on applique a ¢ I'inégalité précédente, on obtient
1£(6) = fa)l] = lle(v(b)) = e(v(a)l| < ¥(b) —~(a) = g(b) — g(a) +&(b - a)

et on obtient le résultat cherché en passant a la limite quand € tend vers 0. |

<1
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Corollaire 8.6.4. Soient U un intervalle ouvert de R et f une fonction dérivable de U dans
lespace de Banach E. Si ||f'(z)|| < M pour tout x de U, la fonction f est M-lipschitzienne.

En particulier, si f est nulle sur U, f est constante.

DEMONSTRATION :  Soient a et b deux points distincts de U. Quitte & permuter a et b, on
peut supposer a < b. L’application du théoreme précédent montre alors que

17(b) = fa)| < M(b—a) = M[b—d

d’ou le résultat cherché.
Dans le cas ou f’(x) = 0 pour tout z de U, on peut prendre M = 0, et on en déduit que f
est constante. |

8.7 Primitives

Définition 8.7.1. Soient U un ouvert de R et f une fonction continue de U dans un espace
de Banach E. On dit que la fonction ¢ est une primitive de f sur E si elle est dérivable et
si sa dérivée est égale a f.

Toute primitive de la fonction continue f est nécessairement de classe Z. Si ¢ et ¢, sont
deux primitives de f, leur différence a une dérivée nulle, donc est localement constante. Il en
résulte, en particulier, que si U est un intervalle, on a unicité de la primitive de f a ’addition
pres d’une constante.

Théoreme 8.7.2. Soient U un ouvert de R et f une fonction continue de U dans un espace
de Banach E. Alors f possede une primitive.

DEMONSTRATION : 1l suffit, pour déterminer une primitive de f, de le faire sur chacune
des composantes connexes de U, qui sont des intervalles ouverts. On se ramene ainsi au cas
ou U est un intervalle ouvert. Plus précisément, si a est un point de U, il suffit de démontrer,
pour « et 3 dans U, avec a < a < 3, l'existence d’'une fonction continue sur [«, (], nulle en
a, et qui soit sur Ja, ] une primitive de f : par unicité de la primitive de f nulle en a, ces
fonctions se recollent en une primitive sur U.

Dans le cas ou E = R, il est bien connu que le probleme est résolu par I'intégrale de Riemann.
Si a € U, la fonction définie pour x € U par

o) = [ " f(0)de

est dérivable par rapport a x et on a ¢'(x) = f(x).
Si E est un espace de dimension finie n, si (ej,es2,...,e,) est une base de E, et si
(f1, f2,..., fn) sont les fonctions coordonnées de f, il suffit de définir les fonctions ¢; par

pj(r) = /w fi(t)dt
7
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pour que la fonction ¢ : x — Z?:l @;(x).e; soit dérivable, de dérivée f.
Dans le cas général, si f est continue sur [«, 3], on peut considérer, pour n entier non nul, la
fonction f,, qui coincide avec f sur chacun des points a, = a+—(6—a), (k=0,1,2,...,n),

et qui est affine sur chaque intervalle [ag_1, k], (k= 1,2,...,n). En vertu de la continuité
uniforme de f, on vérifie sans peine que, pour z € [ag_1, ak], on a

1fn (@) = f) < 1 fn(2) = folow) | + 11 (2) = flew)l| < 2supy,_ <o [If(y) — f(2)]]

donc que lim,, .« || f — fnl| = 0. Et il est clair que f,, prend ses valeurs dans le sous espace
vectoriel de dimension < n + 1 engendré par les points f(ay).

Alors, si ¢, est la primitive de f, nulle en a, il résulte du théoreme des accroissements finis
que, pour n < p et x € |a, ],

lon (@) = @p(@)l| = [l(n(2) = @p()) = (enla) = ep(@)]l < [z —alsup || fa(t) = fo(O)]

< @B -a)lf = full + 1 = fpl) =0

On en déduit que la suite ,, est une suite de Cauchy dans & ([, 3], ), qui converge vers
une fonction (. Il reste uniquement & voir que ¢ est une primitive de f sur |«, 5[. Considérons
les fonctions définies sur [«, 8] X [«, (] par :

on ()
x

fn(z)

Puisque ¢,, est de classe %!, de dérivée f,, on vérifie que ®,, est continue, et un calcul

semblable a celui qui précede montre que :

1P (2, y) = @p (@, y)| < (I[f = full +[If = fpl) = 0

La suite de Cauchy (®,) converge donc vers une fonction continue ®, qui doit vérifier

on(y)
Y

six #y

six =y

q)n(x7y) =

nécessairement ®(x,y) = plz) = oly) six # vy, et ®(x,x) = f(z). Et la continuité de
1‘ —

® entraine alors que lim, .., ®(x,z¢) = P®(xp,xp), c’est-a-dire que ¢ est une primitive de

7 m

8.8 Formule de Taylor

Si U est un ouvert de R et f une fonction de classe &' de U dans un espace de Banach E,
la dérivée f’ de f est une fonction continue de U dans F'. Si cette dérivée est elle-méme de
classe &', on dit que f est de classe &2 et on appelle dérivée seconde de f la dérivée de
f.

Plus généralement, on définit par récurrence les fonctions de classe %™, pour n entier
supérieur a 1, comme les fonctions de classe &' dont la dérivée est de classe &"~!. On
note alors f(™ () la dérivée n®™e de f en x, c’est-a-dire la dérivée (n — 1)°™° de f en .
On a alors une généralisation du théoreme des accroissements finis, qui permet une
estimation de I’accroissement d’une fonction de classe Z™ entre deux points fixés quand on
connait les dérivées successives de cette fonction.
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Théoréme 8.8.1. (Taylor) Soient U un intervalle ouvert de R et f une fonction de classe
& sur U. Si a et b sont deux points de U, on a I'inégalité :

3
I
—
—~
S

_'a)jf(j)(a) S\b—_ sup Hfm) H

’I’L. z€[a,b]

fb) =

I
o

J

DEMONSTRATION : Quitte & remplacer la fonction f par la fonction z — f(—z), on peut
supposer a < b.

On va démontrer cette formule par récurrence. Si n = 1, c’est exactement le théoreme 8.6.2.
Supposons-la démontrée pour n — 1, et posons M = SUDge[a,] Hf(") (m)H On a, alors, pour
x €la, b[, en appliquant la formule & la fonction f’ qui est de classe Z"1,

s’annule en a et posséde une dérivée ¢’ satisfaisant

- (+1) lx —al""" (n) [z —al"
g (@)l = ; e RCIE S W) <M=
(x —a)” a)"!

Et si on pose, pour a < z < b, h(z) = M , on obtient h'(x) = M(x_ o
n—1)!

donc ||¢’(z)]| < A'(z). Il résulte alors du théoreme 8.6.3 que |lg(b) —g(a)|]| < h(b) — h(a),
c’est-a-dire

n—1 i
b—a)! . b—
i—0 J: n! z€[a,b]
‘]_
qui est la formule cherchée. Ceci acheve la démonstration par récurrence. |

Théoréme 8.8.2. (Formule de Taylor-Young) SiU est un ouvert de R et f une fonction
de classe "™ de U dans un espace de Banach E, on a pour tout a € U,

1) =3 =Y 10(0) 4 (2 - a)en(a)

=

ol €, est une fonction qui tend vers 0 quand x tend vers a.

DEMONSTRATION : Si on pose
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il est clair que g est de classe & sur U, et que les dérivées gU) (a) sont nulles pour 0 < j < n.
Par continuité de ¢(™) en a, il existe pour tout € > 0 un r > 0 tel que la—r,a+r[C U et que
Hg(")(:z:)H < € pour |z — a| < r. On obtient alors, pour z €la — r,a + r[, d’apres I'inégalité
précédente,

Tr — a ‘] . Tr—aQa "
L@l = lg() = 5> E=D g || < B9l
nl yefaa)

n € n
¢ @) < Sl —a

c’est-a-dire

lorsque = tend vers a, ce qui est le résultat cherché. |
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9
FONCTIONS DIFFERENTIABLES

On cherche maintenant a étendre la notion de fonction dérivable au cas de fonctions définies
sur un domaine de dimension supérieure a 1. Puisque le quotient de 'accroissement de la
fonction par l'accroissement de la variable (dont la limite définit la dérivée) n’a plus de
sens dans ce cadre, on doit trouver une définition mieux adaptée. On va, en fait, définir les
fonctions différentiables en un point comme des fonctions qu’on peut “bien” approcher par
des fonctions affines, et on verra que cette définition, dans le cas des fonctions de variable
réelle, redonne la notion de fonction dérivable.

9.1 Notations de Landau

Définition 9.1.1. Soient X un espace topologique, a un point de X, f et g deux fonctions
de X dans R. On dira que g est o(f) quand x tend vers a — et on écrira g = o(f) — si

Ve > 0 3V voisinage de a dans X tel que Vx eV |g(z)| <el|f(z)]

On dira de méme que g est O(f) quand x tend vers a — et on écrira g = O(f) — si

dM 3V voisinage de a dans X tel que Vx €V |g(x)| < M |f(x)]

l9(2)|
|/ ()]

que g = O(f) signifie que ce quotient est borné au voisinage de a.

Dire que g = o(f) signifie que le quotient tend vers 0 quand z tend vers a. Et dire

7
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On doit faire attention a la notation g = o(f) : il est clair qu'on peut avoir g1 = o(f)
et go = o(f) sans avoir g1 = go. On devrait plutot écrire g € o(f), mais la notation est
maintenant traditionnelle.

Propositon 9.1.2. Si g = o(f), alors g = O(f).

Ceci se déduit immédiatement des définitions.

Théoréme 9.1.3. Si f, g1 et g2 sont des fonctions de X dans R et si g1 et go sont o(f)
quand x tend vers a, g1 + g2 est o( f) quand x tend vers a.

Si f, g1 et go sont des fonctions de X dans E et si g1 et go sont O(f) quand x tend vers a,
g1 + g2 est O(f) quand x tend vers a.

Ceci se déduit sans peine du fait que si |g1(z)| < g1 |f(x)| pour tout x d’un voisinage V; de
a et si|ga(z)| < go|f(x)| pour tout & d’un voisinage V5 de a, on a

(g1 + 92)(@)| < (q1 + q2) | f(2)]

pour tout x de V3 N Vs. [ |

Théoreme 9.1.4. Si fi1, fa, g1 et g2 sont des fonctions de X dans R, si g1 est o(f1) et g2

est O(f2) quand x tend vers a, alors gi1gs est o( f1f2) quand x tend vers a.

En particulier, si g1 est o(f1) et ga est o( f2), alors g1 g2 est o( f1f2).

Si f1, f2, g1 et g2 sont des fonctions de X dans R, si g1 est O(f1) et g2 est O(f2) quand z

tend vers a, alors g1g2 est O(f1f2) quand x tend vers a.

Supposons g1 = o(f1) et g2 = O(f2). Soit € > 0. Si V5 est un voisinage de a tel que |g2(z)| <
€

M | f2(x)| pour tout = de V5, il existe un voisinage Vi de a tel que |g1(z)| < i |f1(z)| pour

tout x de V7. On a alors

9192(2)| < Mo [ f1fo(@)] = € |fufol@)

pour tout = de V3 N Va. Ceci signifie que g192 = o(f1 f2).
Supposons g1 = O(f1) et go = O(f2). Alors, il existe des voisinages V; et V5 de a et des
nombres M; et Ms tels que |g;j(z)| < M, |f;(x)| pour tout z de V; (j = 1,2). On en déduit
que

9192(2)| < My Ma | f1fa2(z))

pour tout x de V3 N V5. [ |
Extension des définitions
Plus généralement, si f et g sont des fonctions de X dans des espaces de Banach F et F,

on dira que g est o(f) si la fonction ||g(.)]| : z +— ||g(x)|| est o(||f(.)]|) et on dira que g est
O(f) si la fonction [|g(.)[| : = — [lg(2)]| est O([|f()])-
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9.2 Différentiabilité

Définition 9.2.1. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E et f une
fonction de U dans F. On dit que f est différentiable en un point a de U s’il existe une
application linéaire continue T € £ (E, F) telle que

f(x) = fla) =T.(z —a) = o(z — a)
quand x tend vers a.

Autrement dit, la différentiabilité de f en a signifie qu’il existe, pour tout € > 0, un § > 0
tel que, pour x € U avec ||z —al| < 4, on ait

1f(x) = fla) =T-(z — a)| < e[z — al

Ceci signifie encore que la fonction affine continue : z — f(a)+7.(x—a) differe de la fonction
f au voisinage de a d’une fonction infiniment plus petite que la distance a a.

Remarque 9.2.2. La différentiabilité de f en a ne dépend que de la topologie des espaces
FE et F.

En fait, si on remplace les normes de E et de F' par des normes équivalentes, les applications
linéaires continues de F dans F' sont inchangées, ainsi que les applications de U dans F' qui
sont o(z — a) quand x tend vers a. |

Proposition 9.2.3. Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de F, f une
fonction de U dans F' et a un point de U. Si V' est un voisinage ouvert de a dans U et si la
restriction f|y de f a'V est différentiable en a, f est différentiable en a.

Proposition 9.2.4. Si f est différentiable en a, elle y est continue.

Puisque T est continue et que l'on a, au voisinage de a, ||f(z) — f(a) —T.(x —a)| <
¢ ||z — al|, on a nécessairement

lim f(z) = f(a)

ce qui traduit la continuité de f en a.

Théoreme 9.2.5. Si f : U — F est différentiable en a, il existe une seule application
linéaire T € L (E, F) telle que f(x) — f(a) — T.(x — a) = o(x — a).

DEMONSTRATION :  Supposons que T} et Ts posseédent cette propriété. On a alors, en notant

gj(z) = f(z) — fla) = Tj.(x —a) :
(To — T1).(x — a) = (f(z) — fla) = T1.(x — a)) — (f(z) — fla) — T2.(x — a))
= g1(x) — g2(x) = oz — a)
Il en résulte que, pour tout h € F et tout A € R, on a
NTo —Ty).h = (T — T1).(Ah) = o(N)

quand A tend vers 0 dans R, puisque, pour |A| assez petit, le point © = a + Ah appartient a
U. On a donc

[IA(T2 = Th).hl| = [A||(T2 — T7).h[| = o(})
ce qui entraine ||(To — T1).h|| = 0, c’est-a-dire (T5 — T1).h = 0. Et comme h est arbitraire
dans F, I'application Ty — 17 est nulle, c’est-a-dire T7 = T5. |
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Définition 9.2.6. Si la fonction f est différentiable en a, on appelle différentielle de f au
point a I'unique application linéaire T € £ (E, F) telle que f(x)— f(a)—T.(x—a) = o(x—a).
Notation.

On notera le plus souvent f'(a) la différentielle de f au point a. Une autre notation fréquente
pour la différentielle de f est V f(a).

Définition 9.2.7. La fonction f : U — F sera dite différentiable sur U si elle est
différentiable en chaque point de U.

La fonction f : U — F sera dite continuement différentiable sur U, ou de classe & sur U, si
elle est différentiable en chaque point de U et si I'application différentielle f' : U — < (E, F)
est continue de U dans 'espace de Banach £ (E, F).

On va examiner maintenant le lien entre dérivabilité et différentiabilité pour les fonctions
d’une variable réelle.

Théoreme 9.2.8. Soient U un ouvert de R et f une fonction de U dans un espace de
Banach F. Alors f est différentiable en un point xq de U si et seulement si elle y est
dérivable. De plus, si m € F est la dérivée de f en xg, la différentielle de f en xy est
Papplication linéaire T, : R — F définie par

T (A) = Am
DEMONSTRATION : Supposons f dérivable en xq, de dérivée

o — fim d (&) = f(@0)

T—T0 T — X9

fx) = fxo)

r — X

Alors la fonction (z) = — m tend vers 0 en zo. Et puisque l'on a

f(z) = f(xo) + (z — mo)(m + &(x))
= f(xo) + Tin(z — w0) + (z — wo)e(x) = f(w0) + Tin(x — z0) + o(x — 20)

on voit que f est différentiable en g et que sa différentielle est T,, € £ (R, F).

Inversement, si f est différentiable en zq, de différentielle T € (R, F), et si on pose
m = T(1), on a, par linéarité, pour A € R, T'(\) = AT'(1) = A.m = T},,(A). Donc, on a

f(z) = f(zo) + m.(z — x0) + (x — x0)e(x)

avec lim,_,, e(z) =0, et

x) — f(x
r — X
quand z — xg. Ceci démontre que f est dérivable en xg, de dérivée m. |
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Théoreme 9.2.9. SiT est une application linéaire continue de E dans F' et a un élément

de F, la fonction affine f : x +— T.x + a est différentiable sur E et sa différentielle est égale
a T en tout point de F.

DEMONSTRATION :  On a pour tout zg et tout z de E :
flz) = f(zo) =T (x —x0) = (Tx+a)— (T.xog+a) —T.(xr —xp) =0 =o(x — x0)

et ceci justifie le résultat annoncé. |

9.3 Opérations sur les fonctions différentiables

Théoreme 9.3.1. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f et g deux
fonctions de U dans F'. Si f et g sont diftérentiables en un point xy de U, il en est de méme
de f+g¢g. Et on a

(f +9) (o) = f'(z0) + ¢'(x0)
DEMONSTRATION : Par définition, les fonctions
e(z) = f(z) = f(wo) — f'(z0).(z — x0)

et
n(xz) = g(x) — g(xo) — ¢'(x0).(x — x0)

sont o(x — zp) quand z tend vers xy. On en déduit que

(@) +n(x) = (f + 9)(@) = (f + 9)(xo) — (f'(z0) + ¢'(20)).(x — o)

est aussi o(z — xp), ce qui signifie que f + g est différentiable en xg, de différentielle
f(zo) + g’ (w0). u

Théoreme 9.3.2. Soient F et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f une fonction
de U dans R et g une fonction de U dans F'. Si f et g sont différentiables en un point xq de
U, il en est de méme de f.g. Et on a, pour h € E

(f-9) (z0)-h = (f'(z0)-h)g(x0) + f(x0) (¢ (x0)-h)

DEMONSTRATION : Par définition, les fonctions

e(z) = f(x) — f(xo) — f'(w0).(x — x0)

et
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sont o(z — zp) quand x tend vers xg. On en déduit que

f(@).g(x) = (f(wo) + f'(w0)-(x — w0) + &(x))-(g(x0) + ¢'(z0)-(x — x0) +1())

= f(20).9(x0) + (f'(w0).(x — x0))g(z0) + f(20).(¢'(x0).(x — x0))
+ (f(zo).m(z) 4 e(x).g(xo) + f'(20).(x — x0).n(x) + £(2).9"(w0).(z — 20)
+ (f'(w0)-(x — x0)).(¢' (w0).(x — x0)) + £().n(x)

et il suffit de remarquer que chacun des six derniers termes de cette somme est o(x —x¢). Ceci
est clair pour les termes (f(zo).n(x), e(x).g(x0), f'(x0).(x —z¢).n(x), e().¢'(x0).(x — z0) et
e(x).n(z).

Puisque f/(zg) € Z(E,R),ona |f'(x0).(x — zo)| < ||f'(z0)]| . |z — 20| et, de méme, puisque
g'(x0) € Z(E, F), on a [lg'(xo)-(x = zo)|| < [lg'(zo)[| - [z — zoll, d’ot

I(f' (o). (z — 20)).(9' (0)-(x = 2o))| < | f' (@)l g’ (z0)|| - 1z = xo]|* = oz — x0)

Ceci acheve la démonstration. [ |

Théoreme 9.3.3. Soient E, F' et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E et V
un ouvert de F, f une fonction de U dans F' et g une fonction de V a valeurs dans G. Si
f(U) C V, si f est différentiable en un point xy de U et g différentiable en yo = f(xg), alors
gof est différentiable en x( et on a

(gof) (z0) = g'(yo)of' (o)

DEMONSTRATION : Par définition, les fonctions

e(x) = f(x) = f(wo) — f'(x0).(x — o) = f(x) —yo — f'(20).(x — 20)
et
n(y) = 9(y) — 9(yo) — 9" (¥0)-(y — ¥o)

sont respectivement o(x — ) quand x tend vers g et o(y — yo) quand y tend vers yy. On
en déduit que

g9of (@) = g(yo) + ¢’ (y0).(f(x) — yo) +n(f(z) — vo)
= 9(yo) + g (yo)-(f'(w0)-(x — 20) + () +n(f'(x0)-(x — 20) +&(z))
= g(y0) + 9'(y0)-(f"(0).(x — 0)) + ¢ (y0)-e(z) + n(f'(x0).(x — x0) + £(z))
Puisque [|g'(yo)-(@)[| < [lg’ (o) le(@)|| = o(x — o), que
1 (z0)-(x — wo)[| < LF' (o)l [|z — zol| = O(z — o)

donc que f'(zg).(x — xo) + e(x) = O(z — z9) et que n(y) = o(y — yo) donc que
In(f"(z0)-(z = z0) +e(@))ll _ [In(f"(20).(x = 20) +e(@))l| [f'(z0)-(z —z0) +e@)ll
[l = o = (@o)(z = xo) + (@) [l = o

quand z tend vers xg, on obtient que n(f'(xo).(x — z¢) + &(z)) = o(z — x¢), d’ou le résultat
cherché. m
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9.4 Opérations sur les fonctions de classe #*

Théoreme 9.4.1. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f et g deux
fonctions de U dans F. Si f et g sont de classe &' sur U, il en est de méme de f + g.

DEMONSTRATION : Le théoréme 9.3.1 montre que f + g est différentiable en tout point de
U. Il reste & montrer que la différentielle de f + g est continue de U dans -Z(E, F). Et ceci
résulte immédiatement de ce que (f + ¢g)' = f' + ¢’ et que la somme de deux applications
continues & valeurs dans Z(E, F) est elle-méme continue. |

Théoreme 9.4.2. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de F/, f une fonction
de U dans R et g une fonction de U dans F. Si f et g sont de classe & sur U, il en est de
méme de f.qg.

DEMONSTRATION : La fonction f.g est différentiable en tout point de U et la différentielle
de f.g est la fonction de U & valeurs dans £ (F, F') définie par

(f-9) (w0).h = (fl(l’o)-h)g(l“o) + f(370)(9/($0)-h)

On a donc, pour x et o dans U et h dans F :

(f.9) (x).h—=(f.9) (x0).h = (f'(x).h)g(x)— (f'(w0)-h) g(x0)+ f(x) (¢’ (x).h) — f(x0) (g (x0).h)
donc
1((f-9)' () = (f-9) (x0))-h|| < ||(f'(x)-h)g(x) — (f'(x0).h

~—~
)
—~
8
N—

|
+ [|(#/(@o)-h)g(@) = (f'(x0).1) g o)
+ [ @) (g (@).h) = F(@) (g (z0).h) |
+[[f (@) (g (z0)-h) — f(z0) (g (x0)-h)||

dont on déduit
[((£-9) () = (f-9) (z0) || < 1f' (@) = f'(zo)| - llg(@) || + [ f (o)l llg(2) — g(o)
+f (@) lg'(x) = g"(@o) | + [ (x) — f (o)l g (oll
et cette derniere quantité tend vers 0 quand z tend vers zy puisque f, f’, g et ¢’ sont

continues en xg. Ceci montre la continuité de (f.g)" en z. [

Théoreme 9.4.3. Soient E, F' et GG trois espaces de Banach, U un ouvert de E et V
un ouvert de F', f une fonction de U dans F' et g une fonction de V a valeurs dans G. Si
f(U) CV,sifestdeclasse &' sur U et g de classe € sur V, alors gof est de classe &'
sur U.

DEMONSTRATION :  La fonction gof est différentiable en tout point de U. Pour montrer la
continuité de (gof)’, on remarque que, puisque
(gof) (x0) = ¢'(y0)o f' (w0)
on a
(gof) (x) = v(f'(z), g'o f(2))
oll v désigne ’application bilinéaire continue (u,v) — vou de L(E,F) x £ (F,G) dans
Z(E,G). Puisque f, f' et ¢’ sont continues, il en est de méme de g’of et donc de (gof)’. W
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9.5 Le théoreme des accroissements finis

Comme pour les fonctions dérivables d’une variable réelle, le résultat fondamental du calcul
différentiel est celui qui, a partir de la connaissance des différentielles d’une fonction en
chaque point de son domaine, permet d’estimer I’accroissement de cette fonction entre deux
points fixés a l'avance. On se ramene pour cela au cas des fonctions d’une variable, en
considérant la restriction de la fonction au segment qui joint les deux points.

Théoreme 9.5.1. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert convexe de E et f
une fonction différentiable sur U. Si on a || f'(x)|| < M pour tout x de U, on a pour tout a
et tout b de U :

1£(b) = bla)|| < M |[b— al

DEMONSTRATION : Puisque U est supposé convexe, on a, pour a et b dans U et pour

t €10,1], a+t(b—a) € U. 1l en résulte que la fonction 9 : [0,1] — F définie par

U(t) = fla+t(b—a))

composée de f et de la fonction affine ¢ — a+¢(b— a) est continue sur [0, 1] et différentiable
en tout point de ]0, 1[. Sa différentielle en ¢ est I’application linéaire de R dans F' :

A= flla+t(b—a)).(Ab—a))
ce qui signifie que la dérivée de ¢ en t est ¢'(t) = f'(a +t(b—a)).(b —a). On a donc
[W" @I < I1f (a+tb—a)l b —all < M |[b—al
et il résulte alors du théoreme 8.6.2 que

1£(b) = fa)l| = (1) = 9(0)] < (1 = 0)M [|b — al| = M [[b — af

qui est le résultat cherché. |
Remarque 9.5.2.

Il résulte de la démonstration qui précede que Uinégalité || f(b) — f(a)|| < M ||b— a| est
valable deés que le segment [a,b] est tout entier contenu dans le domaine de f et que la
différentielle est majorée en norme par M sur ce segment.

Corollaire 9.5.3. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert convexe de E et f
une fonction différentiable sur U. Si on a ||f'(z)|| < M pour tout x de U, la fonction f est
M -lipschitzienne.

Ceci résulte immédiatement du théoreme précédent. |

Corollaire 9.5.4. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert connexe de E et f
une fonction différentiable sur U. Si f’ est nulle en tout point de U, alors f est constante.

DEMONSTRATION : Il résulte du corollaire précédent, avec M = 0, que f est constante sur
chaque boule ouverte contenue dans U, donc localement constante. Et si U est connexe, on
en déduit que f est constante. |
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L’hypothese de convexité de U, qui a été utilisée pour pouvoir étudier la restriction de f au
segment d’extrémités a et b, ne peut étre remplacée par la connexité de U. On a en effet
I’exemple suivant :

Exemple 9.5.5. Soient U I'ouvert de I’espace euclidien R? défini par
U={(z,y):2>0 et z*+y*>1}

et ¥ : U — R telle que ¢(x,y) = arctg Y. Alors U est connexe, la différentielle de 1) vérifie
x

| (z,y)|| < 1 pour tout (x,y) de U et ¢ n’est pas k-lipschitzienne pour k < g

DEMONSTRATION : Il est aisé de voir que U est réunion de demi-droites paralleles & I'axe
des x, qui coupent toutes la droite d’équation x = 2, et d’en déduire la connexité de U.
Par ailleurs, ¢ est la composée de la fonction arctg : R — R et du produit des fonctions

1
(r,y) — y et (z,y) — — de R? dans R. L'utilisation des théorémes 9.3.3 et 9.3.2 montre
x
alors que v est différentiable et que, pour h = (u,v) € R? on a
1 1 — —
z//(:)c,y)-h — 7)2 x (—v+y u) — TV — Yyu

2 2 2
1+<g x x T+
T

d’ou 'on déduit par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

W}/( ) h|2 < y2 + x2 ( 2 + 2) HhH2
x,y).h|” < ut+vt) = ———
Yy (2 +y2)2 | (22 + y2)2 22 1 2

donc que [[¢/(z,y)|| < (2° + %) "2 < 1.
1 1 1 1

Enfin, si a,, et b, désignent respectivement les points (—, _nt ) et (—, nt ) de U, on
n n n’n

vérifie sans peine que ||b, — a,| — 2 et que

f(bn) - f(an) = 2arctg(n + 1) -7
donc que 1 ne peut étre k-lipschitzienne sur U pour aucun k < T |

2

En dépit du contre-exemple précédent, on peut, dans certains cas, utiliser le théoreme des
accroissements finis dans des domaines non convexes, comme dans I’exemple suivant.

Théoreme 9.5.6. Soient I/ et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, a un point
de U et f une application différentiable de U \ {a} dans F. On suppose que E est de
dimension au moins 2, et que f’ posséde une limite ¢ en a. Alors f se prolonge en une
fonction différentiable sur U, et f'(a) = ¢.

DEMONSTRATION :  Soit g la fonction définie sur U\ {a} par g(z) = f(z) — ¢.z. Alors g est
différentiable sur U \ {a} et on a ¢'(x) = f'(z) — ¢. Il existe un r > 0 tel que B(a,r) C U
et que || f'(xz) — ¢|| < 1 pour tout = de B(a,r) \ {a}. Si x et y sont deux points de B(a,r)
tels que le segment [z, y] ne contienne pas a, il résulte du théoreme des accroissements finis
(remarque 9.5.2), qu’'on a

lg(z) = gl < llz =yl
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Pour z fixé dans B(a,r)\ {a}, ensemble L, = {y : ||lg(y) — g(z)| < ||z — y||}, qui est fermé
dans B(a,r) \ {a} puisque g est continue, contient donc toute la boule B(a,r) a ’exception
éventuelle de la droite passant par x et a. Mais puisque F est de dimension au moins 2,
cette droite est d’intérieur vide, ce qui montre que L, = B(a,r) \ {a}. On en déduit que
g est 1-lipschitzienne sur B(a,r) \ {a}. Il résulte alors du théoréme 4.4.1 que g se prolonge
par continuité au point a, et que la fonction prolongée est 1-lipschitzienne sur B(a,r). On
posera a = g(a) = lim,_,, g(x). Donc lim,_,, f(z) = ¢.a + «, et on prolongera f a B(a,r)
en posant f(a) = a + p.a.

Sie > 0 est donné, il existe un p < r tel que || f/(z) — ¢|| < € en tout point = de B(a, p)\ {a}.
On voit alors comme plus haut que si x et y sont deux points de B(a, p) distincts de a, on
allg(x) — g <ellz—yl|. Et en faisant tendre y vers a, on obtient

1f(z) = fla) —e.(z —a)|| = llg(z) — of < ez —al
pour tout = de B(a,r), ce qui montre que f est différentiable en a, de différentielle p. MW

9.6 Limites de fonctions différentiables

Théoreme 9.6.1. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f une
fonction de U dans F et a un point de U. On suppose que (f,) est une suite de fonctions
différentiables de U dans F', qui converge vers f en tout point de U et que la suite (f]) des
différentielles converge uniformément sur U vers une fonction ¢ : U — Z(E, F). Alors f
est différentiable sur U et f' = .

DEMONSTRATION : Soient a € U et € > 0. Il existe alors un entier N tel que, pour n > N,
5

on ait || f/(y) —e(y)|| < 7 pour tout y de U. Puisque fx est différentiable en a, il existe un

r > 0 tel que B(a,r) C U et que, pour tout = de B(a,r), on ait :

€
Ifn(z) = fn(a) = fa(a)(z = a)ll < 7 [lz - a

Alors, pour n > N, y € B(a,r) et g= f, — fn,on a:

lg" @Il = fn(w) = fn@I < £ (@) — el + 1 fx @) — o)l <
donc, en vertu du théoreme 9.5.1,

€
lg(z) = g(a)ll < 5 llz - all

pour tout z de B(a,r). On en déduit que

1fn(2) = fula) = (a).(z = a)|| < lg(x) = g(a)ll + [ fn(2) = fn(a) = fx(a).(z — a)
+fv(a) = pla)ll = — af

DN ™

donc que
€ € €
1£n(2) = fula) = p(a).(z = a)| < S llz —al + 7 |z = af + 7 ||z — all = e ||z — al]

Et si on fait tendre n vers l'infini, on obtient & la limite, pour tout x de B(a,r),

[f(z) = fa) = p(a)(x = a)[ < ez —af

ce qui montre que f est différentiable en a, de différentielle ¢, puisque € est arbitraire. W
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Corollaire 9.6.2. Si la suite (f,) de fonctions de classe &' sur U converge vers une
fonction f et si la suite des différentielles ( f)) converge uniformément sur U vers une fonction
g:U — ZL(E,F), alors f est de classe € sur U et f' = g.

DEMONSTRATION : Il suffit de remarquer que g, limite uniforme des fonctions continues
7, est continue, et d’appliquer le théoreme précédent. |

Théoréme 9.6.3. Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E, |a,b] un
intervalle réel et ® une fonction continue de U x [a,b] dans F. On suppose que pour tout
t € [a,b] la fonction x — ®(x,t) est de classe & sur U et que la fonction (z,t) — ®'(z,t) est
continue de U x [a, b] dans £ (E, F). Alors la fonction f définie sur U par f(z) = f; O(z,t)dt
est de classe ' et vérifie :

b
f’(az):/ &' (z,t) dt

DEMONSTRATION :  On remarque d’abord que f est continue : en effet, si z¢ est un point
de U et si K désigne le compact {z¢} X [a,b], il résulte du théoréeme 3.5.4 que pour tout
e > 0, on peut trouver un n > 0 tel que

A1), (o, 8) <m = B, 1) = Bao, )| < =

£

En particulier, on a [|®(x,t) — ®(xo,t)]| < b Pow tout « € B(xg,n). On en déduit que,
—a

pour = € B(xg,n),

b b
1£() — flao)] = /(ﬂ%ﬂ—¢mmwﬁ S/HM%&—M%JNﬁés

ce qui montre la continuité de f.
Le méme argument, appliqué a ®’, montre que la fonction ¢ définie par

b
go(x)z/ ' (z,t) dt

est continue de U dans -Z(E, F). et que, pour ¥y € U et € > 0, on peut trouver n > 0 tel que
B(xg,m) C U et que, pour y € B(xg,n), on ait || (y,t) — ®'(xo, )] < ﬁ. L’application,
pour ¢t fixé dans [a, b], du théoreme des accroissements finis a la fonction

g(x) = ®(x,t) — ' (x0,t).2
dont la différentielle, ¢'(z) = ®'(z,t) — ®'(z0,t), vérifie ||¢'(z)| < ﬁ pour tout x de
B(xg,n), montre que, pour tout ¢ € [a,b] et tout x € B(xg,n), on a

lg(z) = g(zo)ll = |(z, 1) — (0, 1) — (w0, 1).(x — o)|| <

| = ol

On en déduit, par intégration, que

1/ (2) = f(z0) = ¢(o)-(x — xo)|| = / (®(2,1) — ®(x0, 1) — ®'(x0, 1).(x — o)) di

g/ 19 (2, £) — B0, 1) — ¥ (20, ). — w0)| dt

< ellz — ol
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ce qui montre que f est différentiable en x, de différentielle ¢(xp). Et puisque ¢ est continue,
f est de classe %*. [ |

9.7 Fonctions a valeurs dans un espace de dimension finie

Tout au long de cette section, ’espace F' sera de dimension finie n, et (e, ea,...,€,) une
base de F'. Pour toute fonction f définie sur U a valeurs dans F', il existe des fonctions
(f1, f2,---, fn) & valeurs dans R, appelées fonctions coordonnées de f, telles que, pour tout
x de U,

flz) = ij(x)-ej

Théoréme 9.7.1. Soient U un ouvert de I’espace de Banach E et f une fonction de U dans
F. Alors f est différentiable en un point xy de U si et seulement si chacune des fonctions
coordonnées de f est différentiable en xy. De plus, pour tout h de E, le vecteur f'(xg).h de
F a pour coordonnées les f;(xo).h.

DEMONSTRATION :  Supposons que chacune des f; soit différentiable en . Alors, chacune
des fonctions €;(z) = f;(x) — fj(z0) — fj(x0).(x — x0) est o(x — 7). 1l en résulte que

n

f(@) = f(zo) — Zf;(xo).(:): —x0) = Y &;(w).e; = ox — m)

Jj=1

Donc f est différentiable en xg et

Inversement, si f est différentiable en z¢, les formes linéaires coordonnées 7; : F' — R,
définies par y = > m,(y).e; pour tout y de F', sont continues puisque F' est de dimension
finie, donc différentiables d’apres le théoréme 9.2.9, et on a f; = m;of d’ou la différentiabilité
des f; en xg et I’égalité

fi(xo) = mjo f'(20)
[ |

On a ainsi ramené 1’étude de la différentiabilité des fonctions a valeurs dans un espace de
dimension finie a celle des fonctions a valeurs réelles.
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9.8 Fonctions différentiables sur un produit

On s’intéresse maintenant a des fonctions définies sur un ouvert U du produit de deux
espaces F1 et Fy et a valeurs dans un espace de Banach F. Pour chaque y € FEs, on
peut alors considérer la fonction f,, définie sur Pouvert U, = {x € E; : (z,y) € U} par
fy(x) = f(z,y) et a valeurs dans F'.

On peut, de méme, pour x € E1, considérer la fonction f* :y — f(z,y) définie sur 'ouvert
U* ={y € Ey: (z,y) € U} de E et a valeurs dans F.

Théoreme 9.8.1. Si la fonction f définie sur 'ouvert U de E; X FEs et a valeurs dans F
est différentiable au point (x,y) de U, la fonction f, est différentiable en x et la fonction f*
est différentiable en y. De plus, pour (u,v) € E1 X Es, on a

F'(@,y).(u,v) = (fy) (@).u+ (f) (y) v

DEMONSTRATION :  Si y est un point de Es, la fonction ¢, : z — (x,y) est affine de Ey
dans E; x Ey, vérifie ¢, (U,) C U et f, = fop,. Il en résulte que f, est différentiable en y
et que

(fy)' (@) = 'z, y)o(py) (x)

ot (¢y)'().u = (u,0). Donc (f,)"(x).u = f'(z,y).(u,0).
De méme, f7 est différentiable en y et on a (f*)'(y).v = f'(z,y).(0,v). Et on conclut que

f'(@y)-(u,v) = f'(2,9)-(u,0) + f(2,9).(0,v) = (fy) (). + (f) (y)v

Définition 9.8.2. On dit qu’une fonction f définie sur un ouvert U de E; x Fy a valeurs
dans F' posséde en (x,y) une différentielle partielle par rapport a la premiere variable (resp.
par rapport a la deuxiéme variable) si la fonction f, : x +— f(x,y) (resp. la fonction
f*y— f(x,y)) est différentiable en x (resp. y).

af af

Notation 9.8.3. On désignera en général par a—(aj,y) et a—(a:,y) les différentielles
T )

partielles de f en (z,y), c’est-a-dire les différentielles en (x,y) des fonctions f, et f*

On a donc %(m,y) € L(E,F) et g—;(x,y) € L(Fy F).

Il est naturel de chercher a savoir si ’existence des différentielles partielles pour une fonction
f suffit a assurer la différentiabilité de f. Il n’en est rien, comme le montre ’exemple suivant,
ou la fonction f admet des différentielles partielles en tout point, sans méme étre continue.

Exemple 9.8.4. La fonction f: R x R — R définie par

22y
(EQ + y2

flz,y) =

sinon

{O si (z,y) = (0,0)
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posseéde en tout point de R x R des différentielles partielles, mais n’est pas différentiable en
(0,0).

DEMONSTRATION :  Pour y = 0, on a f, =0, donc f, est différentiable en tout x de R avec
une différentielle nulle. Pour y # 0, il suffit de voir que la fonction d’une variable réelle f,
est dérivable, et les regles de calcul sur les fonctions dérivables montrent que

d _ 2y(y? - 2?)
@ =

Et de méme, pour x = 0, la fonction f* est nulle, donc différentiable, et pour x # 0, on a

i T o 2$(Z‘2 _y2)
f (y)_ ($2+y2)2

11
Néanmoins, on a f(0,0) =0et f(—,—) =1 : donc
n'n

lin £, ) # £(0,0)

n—oo

et f est discontinue en (0,0), donc a fortiori non différentiable. |

Néanmoins, si on ajoute une hypothese de continuité, on peut obtenir un résultat de
différentiabilité pour la fonction f.

Théoreme 9.8.5. Soient U un ouvert de E1 X F5 et f une fonction de U dans un espace de
Banach F'. Si, pour tout point (x,y) de U, la fonction f admet des différentielles partielles
of

or ¢
respectivement, la fonction f est de classe &' sur U.

0
t E)_f’ et si ces différentielles partielles sont continues de U dans £ (E1, F) et £ (Es, F)
Y

DEMONSTRATION : D’apres la remarque 9.2.2, on peut supposer que l'espace E; x Es
est muni de la norme (u,v) — |u|| + ||v|. Soient (xg,y0) € U et € > 0. Notons

S = g(%,yo) € Z(E,,F)etT = g(xo,yo) € ZL(E,, F). Par 'hypothese de continuité
x Y

sur les différentielles partielles, il existe r > 0 tel que W = B(xq,r) X B(yo,r) C U et que,
pour (z,y) € W, on ait
of of

i - 9] -7
Hax(x,y) SH <e et Hﬁy (z,y) H <e

Alors, pour y € B(yo,r), on a < g, et en appliquant le théoréme 9.5.1 a la

of
=L -T
L to0) -1
fonction y — f(xo,y) — T.y, on obtient I'inégalité

1/ (z0,y) = fzo,50) = T-(y — wo)ll < e lly — woll

0
a—f(x, y)— S H < g, donc, en appliquant le théoréme
x

Et, de méme, pour x € B(xg,7), on a

9.5.1 a la fonction x — f(z,y) — S.x,

1f (2, y) = f(wo,y) = Si(z — wo)|| < €l — o
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Il en résulte que si (z,y) € W, on a

1f(x,y) — f(zo,90) — S-(z —x0) —T-(y — yo)|
<|f(z,y) = f(zo,y) = S.(x — xo)| + [ f(z0,¥y) — f(z0,90) — T-(y — vo)|

<ellz — ol +elly —woll =€ ll(z,y) — (0,90
ce qui montre que f est différentiable en (z¢,y0) et que la différentielle de f en (zg,yo) est
I’application linéaire de F; x E5 dans F' définie par

0 0
(@0 y0) : (u,v) = Su+Tw = a—i(xo,yo)-uﬂL a—z(xo,yo)-v

Comme (g, yo) est arbitraire dans U, on conclut que f est différentiable sur U et puisque

1(f'(z,y) = f'(z0,90))-(u, V)|
’%(z,y) - %(xo,yo)

0 0
< max (Ha—i(x,y) — a—i(wo,yo)

<

o]

) w0
)

d’ou I'on déduit la continuité de f’. Et ceci acheéve de prouver que f est de classe 1. W

full + Hg—g@,m -2 v,

0 0
) Ha_z(xvy) - 8_5@0790)

on voit que

of

0 0 0
156 = o)) < mox (|5 2.0) = B o) S -

8y (LL‘, y) - a_y('r()v ?JO)

I

9.9 Applications bilinéaires continues.

Théoreme 9.9.1. Soient E, F' et G trois espaces de Banach, et ¢ une application bilinéaire
continue de E x F dans G. Alors, ¢ est de classe &' et la différentielle de p en (x,y) est
Papplication linéaire :

o' (@,y) : (u,0) = @(@,v) + @(u,y)

DEMONSTRATION : Pour y fixé dans F, 'application x — ¢(z,y) est linéaire et continue,
donc de classe &' et de différentielle constante : u — (u,y) en vertu du théoréme
9.2.9. La fonction ¢ posseéde donc en tout point (z,y) de E x F une différentielle partielle

0
6—90(90,y) € ZL(FE,G). De plus, cette différentielle partielle est continue de E x F dans
T

Z(E,G) : eneffet, siu € E, on a

B

O
%(w’, y')u— %(x, y).u| = lleu,y') —e(uy)|l = lle(wy =)l < llell el lly" -yl
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d’ou 'on déduit :

0 0

dp Op, 4 Op

o0, , H
—(x",y) — =—(x, = su
Hax( v) =3y (09) S

< lleltlly" = yll < el 12", y") = (2, y)ll

0
ce qui montre que la fonction 6—90 est lipschitzienne de E x F dans Z(E,G).
x

On voit de méme que ¢ possede en tout point une différentielle partielle par rapport a vy,

0
que —90(90, y) est 'application v — @(z,v), et que cette différentielle partielle est continue

Iy
de E x F dans Z(F, G). Il résulte alors du théoréme 9.8.5 que ¢ est de classe &1 sur E x F'
et que

¢ (x,y).-(u,v) = @(u,y) + o(x,v)

9.10 Fonctions définies sur un espace de dimension finie.

On suppose dans cette section que 'espace E est de dimension finie, donc canoniquement
isomorphe a R™, quand on a choisi une base. En vertu de la remarque 9.2.2, on peut méme,
si on le souhaite, supposer que E est ’espace euclidien R”.

Définition 9.10.1. Soient U un ouvert de R" et f une fonction de U dans un espace
de Banach E. On dit que f posséde au point a = (a1, as,...,a,) une dérivée partielle par

rapport & la j°™° variable si la fonction

€T = f(al,ag, ey 1, T, A1y - - ,an)

définie sur un voisinage de a; dans R y possede une dérivée. On appelle alors dérivée partielle

: 0
de f par rapport a la j™° variable cette dérivée, et on la note —f(a) )
Lj
Théoreme 9.10.2. Si f est différentiable en un point a de 'ouvert U de R™, elle y admet
des dérivées partielles par rapport a chaque variable.

0 :
Et on a %fj(a) = f'(a).e;.

DEMONSTRATION :  Soit j € {1,2,...,n}. On identifie R® & R"~1 x R par

(T1, T2, ..., Ty) — ((:131,3:2, NN S B N ,a:n),a:j)

Il résulte alors du théoreme 9.8.1 que la fonction d’une variable réelle définie au voisinage de
a; Yt f(ai,a2,...,a;-1,t,aj41,...,ay,) est différentiable en a;, c’est-a-dire dérivable,
et ceci montre l'existence de la dérivée partielle de f en a par rapport a la ™€ variable.

Enfin, la différentielle de 1; est la composée de f’(a) et de la différentielle de I’application
affine t — (a1,a2,...,a,-1,t,a41,...,a,), c'est-a-dire 'application linéaire A — X.f(a).e;,
d’ou le résultat annoncé. |
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Corollaire 9.10.3. Si f est différentiable en un point a de 'ouvert U de R™, on a, pour
tout vecteur u de R™ de coordonnées (uy,ug,...,uy,) :

U_Zu]&z:] a)

DEMONSTRATION :  Puisque u = >_"

j=1 uje;, on a

U—Zujf Z“Jax

Dans la plupart des cas, on démontre la différentiabilité dune fonction au moyen du théoreme
suivant, qui assure méme que la fonction est continuement différentiable.

Théoreme 9.10.4. Soient U un ouvert de R™ et f une application de U dans un espace de
Banach F'. Si, en chaque point de U, la fonction f admet des dérivées partielles par rapport
a chaque variable et si ces dérivées partielles sont des fonctions continues de U dans F', alors
f est de classe & sur U.

De plus, la diftérentielle de f en a est I'application de R™ dans F' définie par

(uy,ug, ..., Uy E uj.
ax]

DEMONSTRATION :  On va démontrer ce résultat par récurrence sur n. Si n = 1, ceci résulte
du théoreme 9.2.8 : f est différentiable en tout point de U, et la différentielle de f en x est

d
Papplication f'(x): X\ — )\.é(az), d’ont on déduit que

af
dx

D)~ T ay)

—0

1/ (@) — I (o)l —'

quand z tend vers xg, ce qui traduit la continuité de 'application f': U — ZL(R, F).

Si I’énoncé est vrai pour p < n, et si U C R"™!, on identifie R*T! & R x R.

L’hypothese de récurrence montre alors que, pour x* € R"™ et t* € R, les fonctions
f& U ={t: (z*,t) €U} = F et fio : U = {z: (x,t*) € U} — F sont de classe
&1, Et puisque les dérivées partielles de f sont continues sur U, on voit aisément que les

0 0
différentielles partielles a—f U — LR F) et af U — Z(R,F) sont continues. Il
x
résulte alors du théoreme 9.8.5 que f est de classe &1 sur U. |
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9.11 Matrice jacobienne

On suppose maintenant que F et F' sont de dimensions finies n et p respectivement, et qu’on
a choisi des bases (e1, es,...,€,) pour E et (a1, as,...,a,) pour F. On identifiera donc E a
R™ et f a RP.

Si U est un ouvert de F, et f une fonction de U dans F' différentiable en un point z,
'application linéaire f’(x¢) appartient & £ (E, F) = £ (R",RP). 1l existe donc une matrice
a p lignes et n colonnes qui représente cette application linéaire.

Définition 9.11.1. Si U est un ouvert de R™ et f une application de U dans RP,
différentiable en xo € U on appelle matrice jacobienne de f en xg la matrice de I'application
linéaire f'(xq).

On notera le plus souvent J¢(zg) cette matrice jacobienne.

Théoreme 9.11.2. Si U est un ouvert de R™ et f une application de U dans RP,
différentiable en xo € U, et si (f1, fa,. .., fp) sont les fonctions coordonnées de f, la matrice
jacobienne de f en xq s’écrit :

on on on
O0r, Oxs Oz,
Ji(xo) = | Oy Oxy =~ Oxy,
ofy 9y ofp
Oxry Oxs ~~~ Oxp

DEMQNSTRATION : Il résulte de ce qui précede que la dérivée partielle de f par rapport
a la j°¢ variable en z¢ vaut f’(zo).e;, dont les coordonnées sont les (f/(xo).€j)1<i<p. Et
puisque la matrice jacobienne de f en xg a pour termes les (f/(x0).€;j)i<p j<n, O0 Voit que
le terme de la i®™ ligne et 5™ colonne de J;(xo) vaut 8—1(900). |
Lj
Théoreme 9.11.3. Soient U un ouvert de R™, V un ouvert de RP, f une application de
U dans RP et g une application de V dans R?. Si f(U) C V, si f est différentiable en z et
g enyo = f(xg), on a
Jgor(z0) = Jg(y0)-J5(20)

DEMONSTRATION :  Ceci résulte immédiatement du théoréme 9.3.3 puisque la matrice de la
composée de deux applications linéaires est le produit des matrices de ces deux applications
linéaires. u

Définition 9.11.4. Si U est un ouvert de R" et f une application de U dans R",
différentiable en o € U, on appelle déterminant jacobien de f en xzg le déterminant de
lapplication linéaire f’(x), c’est-a~dire le déterminant de la matrice jacobienne de f en x.

Notation 9.11.5. SiU est un ouvert de R" et f une application de U dans R", différentiable

en xg € U, de fonctions coordonnées (f1, fo, ..., fn), le déterminant jacobien de f sera noté
le plus souvent |J¢| (o) ou D¢(xg) ou

D(f17f27 .- 7fn)

D(xy,x9,...,25)
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Théoreme 9.11.6. Soient U et V deux ouverts de R", f une application de U dans R™ et g
une application de V dans R™. Si f(U) C V, si f est différentiable en ¢ et g en yo = f(xg),
le déterminant jacobien de gof en xq est le produit du déterminant jacobien de f en xg et
de celui de g en yg.

DEMONSTRATION :  Ceci résulte du théoreme 9.11.3 et du fait que le déterminant du produit
de deux matrices est le produit des déterminants de ces matrices. |
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10

DIFFERENTIELLES DU SECOND
ORDRE

10.1 Différentielle seconde

Si f est une fonction de classe %' définie sur un ouvert U de 'espace de Banach E &
valeurs dans ’espace de Banach F, la différentielle de f est une application continue de U
dans I'espace de Banach -Z(E, F). On peut alors étudier la différentiabilité de I’application
f:U— Z(EF).
En particulier, si £ et F sont de dimensions finies respectives n et p, £ (E,F) est de
dimension finie np.

Définition 10.1.1. On dit que la fonction f : U — F est de classe %2 si elle est de classe
&1 et si la différentielle est elle-méme de classe ' de U dans £ (E, F).

Comme il n’est pas tres commode de considérer des applications a valeurs dans un espace
d’applications, on utilise habituellement, & la place de £ (E, < (E, F)), un espace qui lui
est isométrique. On notera Z5(E; F) I'espace des applications bilinéaires de E dans F, que
nous avons noté £ (FE, E; F) dans la section 6.5, muni de la norme

IT[| = sup{[|T(z, y)|| : =] <1, [lyll < 1}

pour laquelle il est complet.
Si S est une application linéaire de F dans -Z(E, F'), on vérifie que I’application

T: (z,y) = (Sa)(y)

est bilinéaire continue de E dans F', que

[zll<t \llyll<t [zll<1

IT[| = sup{[|(S-z) ()]l : =[] < 1, flyll <1} = sup ( sup H(S-ﬂf)(y)H) = sup [|S.zf| = ||5]]

et que, inversement, si T € Z5(F; F), lapplication S : x — T'(x,.) prend ses valeurs dans
ZL(E, F) et est linéaire.

Il en résulte que les espaces Z(E, L (E, F)) et £5(E; F) sont isométriques, et on identifiera
toute application linéaire continue de E dans -Z’(F, F') & une application bilinéaire continue
de F dans F.
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Définition 10.1.2. Si f est une application de classe &? définie sur un ouvert U de E et
a valeurs dans F, on appellera différentielle seconde de f en un point z¢ I’élément f"(x¢)
de Z£5(E; F) qui est la différentielle en xg de f' : U — L (E, F).

Remarque 10.1.3. On a donc, pour x voisin de x( et h fixé dans FE,

fi(x) = f'(wo) + () (20).(x — 20) + 0o(x — 0)

d’ou
f(x).h = f'(xo).h+ f"(x0).(x — 20, h) + o(x — 30)

Il en résulte que la fonction g : x — f'(x).h vérifie

g'(x).k = f"(x)(k,h)

En répétant ce qui a été fait ci-dessus, on peut définir par récurrence, pour tout entier n > 2,
les fonctions de classe ™ d’un ouvert U de E & valeurs dans F' comme les fonctions de
classe &' de U dans F dont la différentielle est de classe #"~1 de U dans Z(E, F).
Et on définit alors la différentielle d’ordre n de f en un point a comme une application
n-linéaire de E dans F. Néanmoins, nous ne ferons pas, dans la suite de ce cours, d’étude
plus approfondie des fonctions de classe Z".

10.2 Opérations sur les fonctions de classe %>

Théoreme 10.2.1. Soient F et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f et g deux
fonctions de U dans F. Si f et g sont de classe &2 sur U, il en est de méme de f + g. Et
on a, pour tout x de U,

(f +9)" (@) = f"(x) + ¢"(x)

DEMONSTRATION : Par définition, les fonctions f’ et ¢’ sont de classe %! de U dans
ZL(E,F). Leur somme est donc de classe &1 de U dans -Z(E, F'), de différentielle f” + g”.
Et puisque f’ + ¢’ est la différentielle de f + g, on obtient le résultat cherché. |

Théoreme 10.2.2. Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de FE, f une
fonction de U dans R et g une fonction de U dans F. Si f et g sont de classe €2 sur U, il
en est de méme de f.g.

DEMONSTRATION :  Puisque f’ et ¢’ sont de classe &' de U dans £ (E,R) et £ (E, F)
respectivement, la fonction ¢ de U dans Z(E, F) définie par

p(x).h = (f'(x).h).g(x) + f(x).(g'(x).h)

est de classe &'. Et puisque ¢ est la différentielle de f.g, on en conclut que f.g est de classe

&~ u
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Théoreme 10.2.3. Soient E, F' et GG trois espaces de Banach, U un ouvert de ¥ et V un
ouvert de F, f une fonction de classe &2 de U dans F' et g une fonction de classe €2 de
V' a valeurs dans G. Si f(U) C V, alors gof est de classe &>.

DEMONSTRATION :  On a

(o) (2) = g'(f())of (2)
L’application ~ : (S,T) +— ToS de L (E,F) x L (F,G) dans £ (F;G) est bilinéaire et
continue. Il résulte alors du théoréme 9.9.1 que v est de classe #*'. Puisque f, f' et ¢’
sont de classe &' sur U, on en déduit que g’of est de classe &' puis que 'application
(gof) & — v(f'(x), g of (7)) est de classe &, ce qui signifie que gof est de classe 2. W

10.3 Dérivées partielles secondes

On suppose dans cette section que E est de dimension finie n, et qu’on a choisi une base
(e1,€2,...,e,) de E, donc que E est canoniquement isomorphe & R™. Si U est un ouvert de
R™ et f une application de classe &2 de U dans un espace de Banach F, la différentielle

0
[’ est de classe &' de U dans £ (E, F), et les dérivées partielles %(m) = f'(x).e; sont
J

des applications de classe Z' de U dans F. Elles possédent donc elles-mémes des dérivées
partielles par rapport a chaque variable, qui sont des fonctions continues de U dans F.

2
8:1? j aZL’ k
of 0% f

variable de ———. Et dans le cas ou j = k, cette dérivée partielle sera notée ——.
oxy ox ;

Notation 10.3.1. On désignera par la dérivée partielle par rapport a la jéme

On a démontré qu'une fonction est de classe %! si et seulement si elle posseéde des dérivées
partielles en tout point et si ces dérivées partielles sont continues. Dans le cas du second
ordre, on a une condition analogue.

Théoreme 10.3.2. Soient U un ouvert de R™ et f une fonction de U dans un espace de
Banach F'. Si, en chaque point de U, f posséde des dérivées partielles premieres et secondes
continues, alors f est de classe 2.

. . .0 .
DEMONSTRATION : Pour chaque j dans {1,2,...,n}, la fonction (‘9_f posseéde, par hy-
Lj

0? of 1
—— pour tout k. Donc —— est de classe &
Oxy, Ox; O0x;

pour tout j. Alors, pour x € U, la différentielle de f en x est I’application linéaire

pothese, des dérivées partielles continues

(hi,hay ... hy) — Zh-a—f(x)

j=1

ce qu’on peut écrire sous la forme
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si m; est la j°™ forme linéaire coordonnée. On voit donc que f’ est de classe &, c’est-a-dire
que f est de classe %2. [ |

Proposition 10.3.3. Soient U un ouvert de R™ et f une fonction de classe ? de U dans
un espace de Banach F. Si x est un point de U, u et v deux vecteurs de R™ de coordonnées

respectives (uy, ug, ..., u,) et (v1,va,...,vy,), ON a
(@) Zzuwk ()
=1 k=1 890 8Ik

DEMONSTRATION :  On a vu, par la remarque 10.1.3, que si 'on pose g(x) = f'(x).v, on a
f"(z).(u,v) = ¢'(x).u. Alors, par le corollaire 9.10.3,

d’ou 'on déduit que

f(2).(u,v) = “_Z“Jaw ZZ U kax 8xk< z)

ce qui est le résultat cherché. |

10.4 Le théoreme de symétrie de Schwarz

Lemme 10.4.1. Soit f une fonction de classe &' définie sur un voisinage ouvert U de

(0,0) dans R? & valeurs dans un espace de Banach F. On suppose que 9z posséede en tout
x

point de U une dérivée partielle par rapport a y, et que cette derniére est continue en (0, 0).

0
Alors 8_f posséde en (0,0) une dérivée partielle par rapport a x et on a
Yy

5 () 00 =5 (52) 00

DEMONSTRATION :  Par définition, la différentielle f” de f est continue. Si (e, e2) est la base

. of af of
2 —J . / ~J _ / —J
canonique de R“, on a . (x,y) = f'(x,y).eq et ” (z,y) = f'(x,y).e2. Donc les fonctions "

0 0

et (9_f sont continues de U dans F'. Notons « le vecteur de F' défini par o = 8_ 8f) (0,0),
Yy x

et f* la fonction de U dans F' définie par f*(z,y) = f(x,y) — zya. Alors f* est de classe

of* 3} * 0 (0
&1 etona a"; (x,y):a—i(a:,y) ay, donca—(a‘];)(x y)zﬁ_y(ﬁ_:];) (z,y) —
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o [(0f*
Soit € > 0. Il existe, puisque 90 ( 8f ) est continue et nulle en (0,0), un r > 0 tel que
Yy x

(z,y) e U
lz| <ret |y <r = 0 (Of"
8_y or (I7y)—06

Choisissons alors g et yo dans | — r,7[. On considére la quantité
A = f*(xo,y0) + 7(0,0) = f*(20,0) — f(0,0)
Si g désigne la fonction de | — 7, r[ dans F' définie par
g9(x) = f(x,90) — f*(2,0),

il est clair que A = g(xg)—g(0), et on déduit du théoreme des accroissements finis (théoréeme
8.6.2), appliqué a la fonction g que

<e

1Al < |ol . sup [lg"(2)]

lz|<|zol
Par ailleurs, on a

of* af*
¢@) = 2w 0) ~ X (a0

et une nouvelle application du théoreme des accroissements finis (théoreme 8.6.2) a la
*

fonction h : y — pe (z,y) donne
lg" (@)1l = [1h(yo) = h(O)]| < lyo| . sup W (y)]
ly|<lyol
: / a 8f s !/ /
et puisque h/(y) = oy \ oz (xz,y) — «, on obtient ||A/(y)|| < e, donc ||¢’(z)|| < €|yo| et

finalement
|A]] < ezoyol

Si on considere maintenant la fonction ¢ définie sur | — r, 7| par £(y) = f*(xo,y) — f*(0,y),
on a encore A = {(yo) — ¢(0), donc

1€(y0) = £(0)[| = IA]l < & |zoyol

pour —r < xg < r et —r < yg < r. Pour tout z( fixé, la fonction ¢ est de classe %! sur

| =77, et
ofr ofr of of

O(y) = - 0,y) = = — —=(0,y) —

T ar, o £(y) = 400
/ . Yo) —
_ _ 2 — = = <
9L 0,00 = 5L 0.0) = | = 1) = i, |0 =EO | <y
L of of Y
Et comme ¢ est arbitraire, on en conclut que 8—($, 0) — 8_(0’ 0) — ax = o(z), c’est-a-dire
Y Y

que == possede en (0,0) une dérivée partielle par rapport a x égale a a. |

dy
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Corollaire 10.4.2. Soient U un voisinage ouvert de (0,0) dans R? et f une application de

of

0
classe &2 de U dans un espace de Banach F. Alors les dérivées partielles s et 90 sont

T )
de classe €' de U dans F et on a

5 (o) 00 =5, (5) 00

Corollaire 10.4.3. Soient U un ouvert de R™ et f une fonction de classe &2 de U dans
un espace de Banach F'. Alors, pour tout a € U on a

0% f 0% f
a) = a
8Ij 8Ik a’L‘k 8]3]'
DEMONSTRATION : Désignons par (e, es,...,e,) la base canonique de R™. Soit g la

fonction définie au voisinage de (0,0) dans R? par
g(s,t) = f(a+ se; +teg)
Il est clair que

dg
0s

_of | 99 of |
L (s,t) = oz (atsej+ten) et Thst) = 52 (at se +tey)

donc que

o (dg Y 0 (dg 0% f
ot (88) (0,0) = Oxy, Ox; (a) et ds (0t> (0,0) = Oz 0z j (a)

et le résultat cherché découle immédiatement du corollaire précédent. |

Définition 10.4.4. Soient U un ouvert de R" et f une fonction de classe &2 de U dans
R. Alors, pour tout a € U, on appelle matrice hessienne de f en a la matrice des dérivées
partielles secondes de f en a :

82 f 82 f o2 f

6—1%(@) 0x1 0o @ Oz Oy, (a
O°f a ﬁ(a) 782]0 a
Hf(a) = | Oz10z2 ax% T Oz 0z
T
0z, Oz, Ox9 Oz, o oz

Il résulte de ce qui précede que la matrice hessienne de f en a est symétrique. L’énoncé
suivant donne le lien entre la différentielle seconde et la matrice hessienne.

Théoréme 10.4.5. Soient U un ouvert de R™ et f une fonction de classe %2 de U dans

R. Si H est la matrice hessienne de f en a, on a pour tout u = (uj,us,...,u,) et tout
v = (v1,v2,...,0,) de R™,
Ch
i U2
ffa).(u,v) =(uy wug ... u,)H
Un,
DEMONSTRATION : C’est ’expression matricielle de la Proposition 10.3.3. |
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Théoréme 10.4.6. (Schwarz) Soient U un ouvert de l’espace de Banach E et f une
application de classe &2 de U dans un espace de Banach F. Alors, pour tout a de U,
Papplication bilinéaire f"(a) est symétrique, c’est-a-dire que, pour h et k dans E on a

f'(a).(h, k) = " (a).(k, )
DEMONSTRATION : L’application de R? dans F définie par
p:(z,y)—a+z.h+yk

est affine et continue. et V = ¢~1(U) est un ouvert qui contient (0,0). Il en résulte que
g = fop est de classe &2 sur un voisinage ouvert V de (0,0). Alors, on a

0 0
—g(x,y) = f'(a+ z.h +y.k).h et —g(ac,y) = f'la+z.h+y.k).k
or oy
donc, d’apres la remarque 10.1.3,
d (0g "
— | = = h+y.k).(hk
5 (52) @) = @t e ) 8
et de méme, en intervertissant x et y,
0 (0g "
— [ == = h+y.k).(k b
5 (52) @ = @t e ) (o)
I1 résulte alors du corollaire 10.4.2, appliqué a g, que f”(a).(h,k) = f"(a).(k, h). |

10.5 Formule de Taylor

On va maintenant donner 1’équivalent, pour les fonctions définies sur un ouvert d’un espace
de Banach, des formules de Taylor qu’on a données aux théoremes 8.8.1 et 8.8.2. Par souci
de simplicité, nous nous restreindrons a 1’ordre 2, puisque nous n’aurons pas besoin, par la
suite, de 'utiliser a un ordre supérieur.

Théoreme 10.5.1. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert convexe de F, a
et b deux points de U. On a alors

[76) = (@) + (@)= )| < 5 5up 1" (@)-b = 0. = a)]

DEMONSTRATION : Posons h = b — a. Alors, on peut définir une fonction g d’une variable
réelle par g(t) = f(a + t.h) sur Uintervalle ouvert J = {t : a + t.h € U} qui contient [0, 1].
Puisque I'application ¢ +— a + t.h est affine, donc de classe &2 de J dans E, la fonction g
est de classe &2 de J dans F, et on peut appliquer le théoreme 8.8.1, ce qui donne

(1) = 9(0) ~ g O)] < 5 sup g (D]

Et le calcul des dérivées de g donne (voir la remarque 10.1.3)
g ()= f'(a+th).h
g"(t) = f"(a+t.h).(h,h)
d’ou découle le résultat annoncé, puisque a + th € U pour 0 < t < 1. |
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Théoreme 10.5.2. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de F, a un point
de U. On a alors

fla+h) = f(a)+ f(a).h+ %f”(a)-(h, h) + o([|h[|*)

quand h tend vers 0.

DEMONSTRATION :  Soit € > 0. Par continuité de f”, il existe un r > 0 tel que B(a,r) C U
et que || f"(x) — f"(a)|| < & pour x € B(a,r). Si ¢ désigne la fonction de U dans F définie
par

(@) = f(z) — f'(a).(z —a) — - f"(a).(z — a,z — a)

2
on voit aisément que ¢ est de classe %2, que
1 1
¢'(@)-h = ['(x)-h = f(a)-h = 5 f"(a)-(h, (z = a)) = 5 f"(a).(z = a, h)

= f'(z).h — f'(a).h = f"(a).(h, z — a)
d’apres le théoreme de symétrie de Schwarz, et enfin que
¢"(x).(h, k) = f"(2).(h, k) — f"(a).(h, k)

d’ou [|¢" ()|l = |lf"(x) = f"(a)|| <& pour z € B(a,r).
On déduit alors du théoreme 10.5.1 que, pour ||| <7,

le(a+h) —¢(a) = ¢'(a).n] < 5 sup " (2).(h, h)|| < g IR

xz€B(a,r)

N | =

et puisque ¢(a) = f(a) et ¢'(a) =0, on a

pla+h) —p(a) = ¢'(a).h = fla+h) — f'(a).h— %f”(a)(h, h) — f(a)

donc
|fta+0) = 1@ = £@n = 3 @nn)| < 5 1l
c'est a dire f(a+ h) — f(a) — f'(a).h — %f”(a)(h, h) = o(||h|). |
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10.6 Fonctions convexes

Rappelons qu’une fonction f a valeurs réelles définie sur une partie convexe C' d’un espace
vectoriel est dite convexe si, pour tout point a et tout point b de C, et tout ¢ € [0, 1], on a

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y)

Il est aisé de vérifier que ceci est équivalent a la convexité du surgraphe de f c’est-a-dire de
I’ensemble

Ef={(z,t) e CxR:t> f(x)}

Lemme 10.6.1. Une fonction f définie sur un intervalle J de R est convexe si et seulement
si, pour toute fonction affine ¢ : J — R, qui coincide avec f en deux points x et y, on a
f < 0 sur l'intervalle d’extrémités x et y.

DEMONSTRATION :  Si f est convexe, il en est de méme de f—/; et il résulte immédiatement
de la définition d’une fonction convexe que {t : g(t) < 0} est un intervalle si g est convexe.
Donc [z,y] C {t: f(t) — () < 0}.

Inversement, si x et y appartiennent a J et si £ est la fonction affine qui coincide avec f en
x et en y, 'ensemble {z : f(z) < /{(2)} contient [z,y]. Et si z =tx + (1 —t)y pour 0 <t <1,
il appartient a l'intervalle d’extrémités = et y : on a donc alors f(z) < #(z). Et puisque
Uz) =tl(z)+(1—t)l(y) =tf(x)+ (1 —1t)f(y), on obtient I'inégalité qui prouve la convexité
de f. |

Théoreme 10.6.2. Soient U un ouvert convexe d’un espace de Banach, f et g deux
fonctions convexes de U dans R, A un réel positif. Alors f+g, sup(f, g) et \f sont convexes.

De plus, si ¢ : R — R est croissante et convexe, pof est convexe.

DEMONSTRATION :  On a, pour x et y dans U et t € [0,1] ,
(f + )tz + (1= t)y) < (tF@) + (1= 0F @) + (t9@) + (1 - )g())
<Uf+g)(x)+ QA=) (f+9)(y)

ANtz + (1= t)y) < tAf(x) + (1= )Af(y)
Et si on désigne par h la fonction sup(f, g),

[tz + (1 =t)y) <tf(x) + (1) f(y) < th(z) + (1 - 1)h(y)

) gtz + (1 —t)y) <tf(z) + (1 —)f(y) < th(z) + (1 —t)h(y)
donc
h(te + (1 = t)y) = sup(f(tz + (1 — t)y), g(tz + (1 — t)y) < th(z) + (1 —t)h(y)
Enfin,
p(fltz + (1 =1)y) < e(tf(z) + 1 =) f(y) < tpof(x) + (1 = t)pef(y)
ce qui achéve la démonstration. u
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Lemme 10.6.3. Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a,b] de R, de classe &? sur
la, b], nulle en a et b. Alors, pour tout x €|a, b, il existe ¢ €]a, b tel que

DEMONSTRATION :  On consideére la fonction g définie sur [a,b] par

o) = 50 - - a1

La fonction g est continue sur [a,b] et de classe %2 sur ]a, b[. De plus, elle s’annule en a,
en x et en b. On déduit alors du théoreme de Rolle (théoréme 8.3.2) qu’existent 2’ et y tels
que a < ' <z <y <betqueg'(2') =4 (y) = 0. Une nouvelle application du théoreme
de Rolle donne l'existence d'un ¢ tel que ' < ¢ <y’ et g”(c) = 0. et puisque

f(z)
(x —a)(b—x)

0=g"(c)=f"(c) +2

on obtient le résultat cherché. [ |

Théoréme 10.6.4. Soient J un intervalle ouvert de R et f une fonction de classe €* de J
dans R telle que f’ soit dérivable sur J. Alors f est convexe si et seulement si f” est positive
sur J.

DEMONSTRATION :  Supposons d’abord que f” soit positive sur J. Si £ est une fonction
affine, qui coincide avec f en x et y, il existe, pour x < z < y, d’apres le lemme 10.6.3 un ¢
tel que

F(2) — £(z) = 5z~ )y — )(f ~ £)(e) = —5(z — 2)(y — () < 0

Donc f(z) < l(z) pour z < z < y.

Inversement, si f est convexe, il existe pour tout x de J un § > 0 tel que |x — §,z + 6[C J.
Et si on définit la fonction g sur | — 6, 6] par g(h) = f(z + h) + f(z — h), la fonction g est
de classe &' et vérifie,si0 < h < 4 :

g(h) —g(0) = f(z+h) + f(x —h) = 2f(z) = 0

puisque f est convexe. Par la formule des accroissements finis (théoreme 8.4.1), on trouve
un ¢y, €|0, h[ tel que g(h) — g(0) = hg'(cp), d’out

f'(x +cn) = ['(x)

o) = (0) = (1 e+ 1) = f'(a = ) = ey (LL52) p Lzl = 7))
donc
1 1 . f/(x—{—c )—f/(:L') fl(ZL‘—C )—f/(lli) g(h)—g(O)
o) = 2 ’11—’0 ( Zh * —hCh ) T 0 2hey, 20
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Théoreme 10.6.5. Si U est un ouvert convexe d’un espace de Banach F, et f une fonction
de classe &2 de U dans R, la fonction f est convexe si et seulement si f"(z).(h,h) > 0 pour
tout x de U et tout h de E.

DEMONSTRATION : Si f est convexe de U dans R, a € U et h € E, la fonction
g =t f(a+th) est convexe sur l'intervalle ouvert J = {t : a+th € U}, qui contient 0. Et
puisque ¢”(0) = f”(a).(h,h), on obtient f”(a).(h,h) > 0.

Inversement, si f”(x).(h,h) > 0 pourz € U et h € E, on pose, pour x et y dans U et t € [0; 1],
p(t) = f(tz + (1 — t)y). On a alors ©”(t) = f"(tz + (1 - 1)y).((y — 2), (y — x)) = 0, ce qui
montre que ¢ est convexe, et puisque l'on a, pour 0 < t < 1, p(t) < tp(0) + (1 —t)p(l) =
tf(z)+ (1 —1)f(y), on voit que f est convexe. |

Corollaire 10.6.6. Si U est un ouvert convexe de R", et f une fonction de classe &2 de
U dans R, la fonction f est convexe si et seulement si la matrice hessienne Hy(x) de f est
positive en chaque point x de U .

DEMONSTRATION : Ceci résulte immédiatement du théoréme précédent, compte tenu du
théoreme 10.4.5. [ ]
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11

FONCTIONS IMPLICITES ET
INVERSION LOCALE

11.1 Difféomorphismes

Définition 11.1.1. Soient E et I’ deux espaces de Banach, U un ouvert de E et F un
ouvert de F. Une fonction f : U — V est appelée difféomorphisme de U sur V si elle est
bijective de U sur V, de classe &1 et si f=1 est de classe &' de V sur U.

Puisque toute application de classe %! est continue, il est clair qu'un difféomorphisme est
toujours un homéomorphisme. De plus, si on note g = f~!, sia € U et b = f(a), on a,
d’apres le théoreme 9.3.3,

g (b)of'(a)=1Idg et  f(a)og'(b) = Idp

Il en résulte que, en chaque point de U, la différentielle de f est un isomorphisme linéaire
de F sur F.

En particulier, les espaces E et F' sont isomorphes. Et de facon encore plus précise, si F est
de dimension finie n, il en est de méme de F'.

Contrairement & ce qui se produit en dimension 1, ol une fonction de classe &' sur un
intervalle est nécessairement strictement monotone, donc injective des que la dérivée est
partout non nulle, il ne suffit pas, en général, que la différentielle d’une fonction f : U — F
de classe %! soit en chaque point un isomorphisme de E sur F pour que f soit injective.

Exemple 11.1.2. La fonction f : R? — R? définie par
fz,y) = (¥ cosy,e” siny)

est de classe &' et posséde en chaque point une différentielle inversible, mais n’est pas
injective.

DEMONSTRATION : La matrice jacobienne de f est

g, — e’cosy —ersiny
F7 \efsiny e%cosy
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dont les termes sont tous continus. Donc f est de classe &'. De plus, le déterminant de J [
vaut

Dy = e**(cos’y +sin’y) = e** > 0

ce qui montre que f’(z,y) est un isomorphisme de R? sur R? pour tout (z,y). Et puisque
f(0,27) = f(0,0), f n’est pas injective. |

Néanmoins, on peut prouver un résultat un peu plus faible.

Théoréme 11.1.3. (Théoréme d’inversion locale) Soient E et F' deux espaces de Banach,
U un ouvert de E, f une application de classe &' de U dans F et a un point de U. Si f'(a)
est un isomorphisme de E sur F, il existe un voisinage ouvert U’ de a tel que V' = f(U")
soit ouvert dans F et que la restriction de f a U’ soit un difféomorphisme de U’ sur V.

DEMONSTRATION @ Soit ¢ € Z(F, E) I'inverse de f’(a). Alors I'application g définie sur
U et & valeurs dans E par g(z) = @of(x) — z est de classe &' et vérifie

g (x) = pof'(x) — Idg

donc, en particulier, g’a) = 0. Et puisque ¢’ est continue, il existe un r > 0 tel que

1
B(a,r) C U et que ||¢'(z)] < 5 pour tout € B(a,r). Il résulte alors du théoreme des

accroissements finis que
1
lg(@) = g(z)l < 5 |z = 2]

pour tous z et &’ de B(a,r). Alors, sur B(a, r), ¢of est la somme de I'identité et de la fonction
1

§—lipschitzienne g. On conclut, par le théoreme 6.6.1, que wof est un homéomorphisme
de B(a,r) sur un ouvert W de E, donc que f = ¢ 'o(@of) est un homéomorphisme de
U’ = B(a,r) sur Vouvert V' = o= 1 (W) = f'(a)(W) de F.

Soit e > 0. Il existe, par continuité de ¢’, un p < r tel que ||¢’(z)|| < & pour tout = de
B(a, p). Alors, comme précédemment, il résulte du théoréme des accroissements finis que g
est e-lipschitzienne sur B(a, p) et le théoreme 6.6.1 entraine que (pof)™! = flop™! est,
sur le voisinage ouvert W, = gof(B(a, p)) du point b = ¢of(a), la somme de I'identité et

d’une fonction -lipschitzienne, c’est-a-dire, en particulier, que, pour y € W,,,

l(ef) ") = (y+ )| < 7= lly = bl

d’ott 'on déduit que (pof)~! est différentiable en b, de différentielle Idg. Alors f~1 =
(pof)~Lop est différentiable en f(a), de différentielle ¢ = f/(a)~".

L application x — o f'(z) est continue de U dans Z(E), et pof’(x) est inversible en chaque
point de U’. Par le théoréme 6.4.10, on voit que I'application x +— (@of’(x))~! est continue
de U’ dans -Z(F), donc que z — f'(z)™! = (¢of’(x)) Lop est continue de U’ dans Z(F, E).
Le raisonnement précédent montre alors que pour tout point x de U’, f~! est différentiable
en f(x) de différentielle f'(z)~!. Donc f~! est de classe &' de W sur U’. |
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Remarque 11.1.4. En vertu du théoréme de Banach (théoréme 6.4.11), il suffit de vérifier
que la différentielle f'(a) est bijective de E sur F' pour assurer que f'(a) est un isomorphisme
de E sur F'.

Corollaire 11.1.5. Soient F et F' deux espaces de Banach, et f une application de classe
&1 d’un ouvert U de E dans F'. Si, en chaque point x de U, f'(z) est inversible, I'application
f est ouverte.

DEMONSTRATION : Il faut prouver que pour tout ouvert U’ de U, f(U’) est une partie
ouverte de F, ¢’est-a~dire un voisinage de chacun de ses points. Siy € f(U’), il existe z € U’
tel que y = f(z). Alors le théoreme 11.1.3 montre que f est un homéomorphisme d’un
voisinage de z contenu dans U’ sur un ouvert contenant f(x) = y; et ceci montre que f(U’)
est un voisinage de y. |

Corollaire 11.1.6. Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E et f une
application injective de classe %' de U dans F. Si f'(x) est inversible pour tout point = de
U,V = f(U) est ouvert dans F et f est un difféomorphisme de U sur V.

Le fait que V soit ouvert découle du corollaire précédent. De plus, pour tout y de V, il
existe un unique = de U tel que y = f(x), et il résulte du théoreme 11.1.3 que f est un
difféomorphisme d’un voisinage de x sur un voisinage de y, donc que f~! est de classe &
sur un voisinage de y ; et puisque y est arbitraire, f~! est de classe %! de V sur U. |

Cas de la dimension finie.

Si E est de dimension finie n, F' doit étre aussi de dimension finie n pour qu’une application
linéaire inversible de E sur F' puisse exister. Dans ce cas, au moyen du choix de bases, on
identifiera E et F' a R™. Et la condition que f’(z) soit inversible s’exprime par 'inversibilité
de la matrice jacobienne J¢(z), c’est-a-dire la non-nullité du déterminant jacobien Dy(a).
On obtient donc dans ce cas les théoremes suivants :

Théoréme 11.1.7. Soient U un ouvert de R™ et f une application de classe &' de U
dans R™. Si, pour un point a de U, le déterminant jacobien Dy(a) est différent de 0, f est
un difféomorphisme d’un voisinage de a dans U sur un voisinage de f(a) dans R™.

Théoréme 11.1.8. Soient U un ouvert de R" et f une application de classe &' de U dans
R™. Si le déterminant jacobien Dy ne s’annule pas sur U, I’application f est ouverte.

Théoréme 11.1.9. Soient U un ouvert de R™ et f une application injective de classe &'
de U dans R". Si le déterminant jacobien Dy ne s’annule pas sur U, I'application f est un
difféomorphisme de U sur un ouvert V de R™.

Corollaire 11.1.10. Soient U un ouvert de R™, v une fonction de classe %' de U dans
R™P_ u* un point de U et v* = 1(u*). On suppose que la matrice jacobienne Jy, de 1 est
de rang n au point u*. Alors, quitte a modifier 'ordre des coordonnées dans R"*?, on peut
trouver un voisinage U’ de u* dans U, un voisinage V' de (vj,v3,...,v}) et une fonction ¢
de classe &1 de V dans RP tels que 1)(U’) coincide avec le graphe de ¢, c’est-a-dire que

(T1, @2, ..., Tnyp) €YU —

(x1,22,...,2,) €V €t (Tpi1,Tpt2,. .. Tnip) = @(T1,T2,...,Zp)
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DEMONSTRATION :  Puisque la matrice jacobienne Jy(u*) est de rang n, on peut supposer,
quitte & modifier 'ordre des coordonnées de R™*P que la matrice (n x n) formée des
n premieres lignes de Jy(u*) est inversible. Si (91,9, ...,%¥n1,) désignent les fonctions
D(¢17¢27”'7¢n)
D(zy,x9,...,2,
L’application du théoreme 11.1.7 & la fonction f : u — (¢1(u),v2(u),...,1¥,(u)) montre
alors que f est un &' difféomorphisme d’un voisinage U’ de u* dans U sur un voisinage V
de f(u*). Et pour tout point (z1,s,...,x,) de V, le point wof (21, a,...,2,) possede
(z1,22,...,%,) comme n premieres coordonnées. Il suffit alors de définir p(x1,x2,...,z,)
par

coordonnées de 1, le déterminant jacobien ne s’annule pas en u*.

(¢n+1of_l($1,$2, e ,l‘n),wn+20f_1(l'1,l'2, .. .,il;'n), e ,wn+pof_1($1,$2, Ce ,Jjn)>

pour obtenir le résultat cherché. |

11.2 Second ordre

On s’intéresse maintenant au cas ot la fonction f est de classe &2, et on veut montrer que
la fonction réciproque f~! est de classe %2.

Lemme 11.2.1. Soient E et F deux espaces de Banach isomorphes. Alors I'ensemble
G(E,F) ={ve L(EF): vest inversible } est un ouvert de £ (E, F) et I'application
Inv:vw— v~ ! est de classe €1 de G(E,F) dans £ (F, E).

DEMONSTRATION :  Soit ¢ un isomorphisme de E sur F. Alors v € Z(E, F) est inversible
si et seulement si vop~! appartient & I’ensemble ouvert & (E) des éléments inversibles de
ZL(FE). Et puisque@gﬂvogolH < [lo|l ||¢~||, Vapplication linéaire @ : v + vop ™' est continue
de Z(E, F) dans £ (E). Il en résulte que & (E, F) = ®~1(Z(F)) est ouvert dans £ (E, F).
On voit de méme que I'application ®, : u — ¢ lou est linéaire continue de -#(F) dans
ZL(F E).

De plus, puisque v = (vop 1)op, on a alors

-1

v = o(vop™t) 7t

ce qui montre que Inv = ®,0Jo®, ol J est Iapplication u — w1 de Z(F) dans Z(F).
Puisque les applications linéaires continues sont de classe #!, il suffit donc de montrer que
J est de classe &'

Soit donc u € Z(E). Pour w € £ (E) assez petit, on a u +w € Z(E) et

~1
(u+w)™ ! = (u([d—ku*low)) = (Id +u tow) tou™?

et puisque

(Id +u tow) ! = i(—l)j (ulow>j
=0

J
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on a

oo

H(Id—}—u_low)_l —Id+ u_lowH = Z(—l)j (u_low>j < Z Hu_loij
=2 j=2

Jj=

On en déduit que
(u+w) ' —ut +u owou™t = O(J|Jw|?)

ce qui montre que 'application J est différentiable sur & (E) et que la différentielle J’ vaut :

J (u).w = —u" owou™?
On a donc
(' () = J'(u).w|| = ||u_10wou_1 — v fowor ™! |
= [[(u™ oworu™" — uTtowor ™) 4 (u Towor ™! — v Lowor )|

< lurowo(u™ = v H) || 4 [|(u™! = v Howor ™|

< JJu™ il flu™ = o=+ o™ = o7 [ Hlwl Jo™

c’est-a-dire
17 (v) = T @)l < (lu™ | + [lo= ) [lu™ =]

qui tend vers 0 quand v tend vers u puisque J est continue sur & (F). On en déduit la
continuité de u — Inv’(u), c’est-a-dire que J est de classe &, et aussi Inv. |

Théoreme 11.2.2. Soient FE et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E et f une
fonction de classe %2 de U dans F. Si, pour un point a de U, la différentielle f'(a) est un
élément inversible de £ (E, F), il existe un voisinage ouvert U’ de a et un voisinage ouvert
V' de b= f(a) tels que f soit un &*-difféomorphisme de U’ sur V' et que f~1 soit de classe
&2 de V' sur U'.

DEMONSTRATION : L’existence de U’ et V' a été prouvée par le théoréme 11.1.3, ainsi que
le fait que g = f~! est de classe &1, et que, en y = f(z) € V', la différentielle de g vaut
f'(z)~t. Ce qui reste & prouver est que ¢’ est elle-méme de classe &' de V' dans Z(F, E).
Puisque ¢'(y) = (fof ~*(y)) ™!, il suffit donc de montrer que les applications g : y — f~1(y)
de V' dans U, f' : 2 — f'(z) de U’ dans Z(E,F) et Inv : v — v~ ! de Z(E, F) dans
Z(F,E) sont de classe #.

Le théoréme 11.1.3 donne que g est de classe %! et f’ est de classe %' par hypothese
puisque f est de classe Z2. Enfin 'application Inv est de classe &' par le lemme 11.2.1.
Ceci acheve la démonstration. |
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11.3 Fonctions implicites

Etant donné une relation de la forme f(z,y) = 0 entre deux variables x et y, on cherche
souvent a “tirer” 1'une des variables en fonction de l'autre. En particulier, si f est une
fonction de classe %!, on peut chercher & exprimer une variable en fonction de classe
&' de l'autre. Il n’y a néanmoins aucun espoir d’avoir en général une solution globale au
probleme, comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 11.3.1. Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = 2% +y* — 1.

Pour |x| > 1, il n’y a aucune valeur de y qui satisfasse ’équation f(xz,y) = 0, et pour |z| < 1,
il y en a deux. Une fonction ¢ vérifiant f(z,p(x)) = 0 ne peut donc étre définie que sur
[—1, 1], et n’est pas unique. De fait, il est aisé de voir qu’il existe deux solutions continues, la

fonction x — /1 — 22 et la fonction x — —+/ 1 — 22. De plus, aucune de ces deux solutions
n’est dérivable ni en —1 ni en 1.

On va néanmoins donner un théoreme qui permet de “tirer” localement y en fonction
différentiable de .

Théoréme 11.3.2. (Théoréme des fonctions implicites) Soient E et F' deux espaces de
Banach, U un ouvert de E x F et f une fonction de classe %' de U dans F. Si, pour

0
un point (xg,yo) de U, on a f(xg,y0) = 0 et si la différentielle partielle ——(xo,yo) est un

y
élément inversible de Z(F), il existe un voisinage V de xg, un voisinage W de 1, et une
fonction ¢ de classe €' de V dans W tels que V. x W C U, que yo = ¢(x¢) et que, pour
(z,y) €V X W,

flz,y) =0 <= y=p(z)

Si, de plus, la fonction f est de classe &2, il en est de méme de .

DEMONSTRATION :  Soit ¥ D'application & valeurs dans E x F définie sur U par

V(z,y) = (z, f(x,y))

On a alors ¥(zg,y9) = (z0,0) et la différentielle de ¥ en (xq,yo) vaut

W' (20, y0)-(u,v) = (Ua %(l’oayo)-u + g—i(fﬁoayo)-v)

0 0
c’est-a-dire, en notant A = 8—f(x0,y0) € X(E,F)et B= a—f(xo,yo) € L (F),
x Y
U'(zo,y0)-(u,v) = (u, Au + B.v)
olt B est inversible dans -Z(F), et puisque 'équation

(u',v") = (u, Au + B.v)

se résout en

(u,v) = (v/, B~ (v — A))
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on voit que W'(xq,yo) est inversible dans £ (F x F). On déduit alors du théoréme 11.1.3
qu’il existe un voisinage U’ de (zo,yo) dans U et un voisinage U” de (z(,0) dans E x F
tels que ¥ soit un difféomorphisme de U’ sur U”. On peut donc trouver un voisinage V de
xo et un voisinage W de yo tels que Vo x W C U’. Alors ¥(Vy x W) est ouvert et, pour
(x,y) € Vo x W, on a

fla,y) =0 <= ¥(z,y) = (,0) <= (z,y) =¥ '(z,0)
Désignons par ¢ la fonction définie par
U (2,0) = (2, ¢())
qui est de classe %' sur I'ouvert
V={z:(x,0) € ¥(Vp x W)}.

Puisque, pour z € V, on a (z,¢(z)) € Vo x W, on obtient que V' C Vj et que ¢(z) € W. On
en conclut que pour (z,y) € V x W, on a

flz,y) =0 <= y= ()

Si la fonction f est de classe &2, il en est de méme de VU, et donc aussi de =1 sur U”
d’apres le théoréme 11.2.2. On en déduit alors que ¢ est de classe &2 sur V.

Ceci acheve la démonstration du théoréme.
[ |

Théoreme 11.3.3. Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de £ X F' et f une
fonction de classe &' de U dans F. Si, pour un point (zg,%o) de U, on a f(xo,v0) = 0 et si

0
la différentielle partielle —f(xo, Yyo) est un élément inversible de £ (F), la fonction implicite

dy

¢ définie au voisinage de (xq,yo) par le théoréme précédent a pour différentielle en x :

o 1
<P/(900) = - (8—5(1‘0,3/0)) Oa—i(xoayo)

DEMONSTRATION : On a, pour z voisin de zg, f(z,¢(z)) = 0. Il en résulte, puisque
Papplication g : x — f(z,p(x)) est constante au voisinage de zy qu'on a ¢'(xg) = 0,

donc :
o (@ p(a)) + (0 p(o)og! () = 0

et en particulier, pour x = xg,
of / of
dy (20, Yo)ow' (T0) = Oz (zo, o)

d’ou résulte immédiatement la formule annoncée. [ |
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Cas de la dimension finie.

Dans le cas ou E et F' sont de dimension finie, donc respectivement isomorphes a R” et RP,
on obtient en particulier les énoncés suivants :

Théoréme 11.3.4. Soient U un ouvert de R™*P et f une fonction de classe &' de U dans

RP. Si f(x7,23,...,7,,,) =0 et si le déterminant jacobien
D(flan?“‘ﬂfp)
D(xp41,Tps2, . Tnip)
ne s’annule pas en (7,23,...,%, ), il existe un voisinage V' de (z7,23,...,x;) dans R",
un voisinage W de (x},,1,%} o, .., 25, ,) dans R? et une fonction ¢ de classe &' de V

dans W telle que, sur V- x W, l'ensemble {z = (z1,22,...,Tptp) € VX W : f(z) =0}
coincide avec le graphe de .

Théoréme 11.3.5. Si U est un ouvert de R"™! et f une fonction de classe %' de

.0 — .
U dans R, si P fﬂ(f{,x;,...,xzﬂ) # 0, il existe un voisinage V de (z7,z5,...,2})
n
et une fonction ¢ de classe ' de V dans R satisfaisant @(x},z5,...,25) = k.4,
flxy, e, .. 20, (21, 22,...,2,)) =0 et, pour j =1,2,...,n,
of
oo ) 8—@3(%;.%‘;,,:17;)
87('%1,3;27.,:1;”’):_ 8f . .
J —(z7,25,...,2})
a-’1771—‘,—1

Corollaire 11.3.6. Soient U un ouvert de R"™P et f une fonction de classe &' de U
dans RP. Si, en un point z* = (z7,z3, ... ,x7*1+p) de U, la matrice jacobienne Jy de f est

de rang p, il existe un voisinage U’ de x* dans U, un ouvert V de R™ et une application 1
de classe &' de V dans U’ telle que le rang de )’ soit égal a n en tout point de V et que
»(V)=U"n{z: f(x) =0}

DEMONSTRATION :  Puisque la matrice jacobienne J¢(z*) est de rang p, il existe une matrice
carrée inversible d’ordre p extraite de Jy(z*). Quitte a changer l'ordre des coordonnées, on
supposera que la matrice carrée formée des p dernieres colonnes de J¢(z*) est inversible.
Alors, le déterminant de cette matrice (p X p) est non nul, ¢’est-a-dire que, au point z*,

D(f17f27"'7fp)

#0
D(xn—l—la Tn+2,--- v':l:n-‘rp)
Il résulte donc du théoreme précédent qu’existent des voisinages respectifs V et W de
(x},25,...,25) et (x5, 1,25 0,...,25,,) et une fonction ¢ de classe &' de V dans R?

dont le graphe coincide avec ’ensemble (V' x W) N f~1(0).
On pose alors U' =V x W et, pour (z1,22,...,2,) €V,

W(x1, 29, ..., 2n) = (T1, 22, ..., Tpn, (1,22, ..., 2Ty))
Il est clair, avec ces définitions, que 1 est de classe & et que (V) est le graphe de o,
c’est-a-dire (V x W) N f~1(0).
De plus, la matrice carrée (n x n) formée des n premieres lignes de la matrice jacobienne Jy,

de v est la matrice identité. Ceci entraine que Jy; est de rang au moins n. Et comme 1) est
définie sur un ouvert de R", ce rang est au plus égal a n.

Ceci signifie qu’au voisinage de z* ’ensemble f~1(0) posséde une paramétrisation de classe
¢! par un ouvert de R™.
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12
OPTIMISATION

Le but de ce chapitre est de résoudre des probléemes du genre suivant : étant donné un ouvert
U d’un espace de Banach, une fonction différentiable f de U dans R et une partie X de
U, trouver le maximum (resp. le minimum) de f sur X, c’est-a-dire trouver un point a de
X tel que f(z) < f(a) (resp. f(a) < f(z)) pour tout point x de X et la valeur de f en
a. Bien entendu, la recherche des minimums de f sur X est équivalente a la recherche des
maximums de —f sur X.

On dira que a est un maximum strict de f sur X sion a f(z) < f(a) pour tout point x # a
de X, un minimum strict de f sur X si on a f(z) > f(a) pour tout point = # a de X.

On dira enfin que f atteint en a € X un maximum local (resp. un minimum local) sur X, s’il
existe un voisinage ouvert V de a tel que la restriction a V' de f atteigne en a son maximum
(resp. son minimum) sur X N'V.

On parlera d’extremum pour désigner indifféremment un maximum ou un minimum.

12.1 Extremums sur un ouvert

Théoreme 12.1.1. Soient FE un espace de Banach, U un ouvert de E et f une fonction
diftférentiable de U dans R. Si f atteint en a un maximum ou un minimum local, la
différentielle de f s’annule en a.

DEMONSTRATION :  Quitte & remplacer ouvert U par un voisinage ouvert de a, on peut
supposer que f possede en a un extremum. Et quitte a remplacer f par —f, on supposera
que f ateint en a son maximum sur U.

Alors, pour tout vecteur h de E, la fonction dérivable g; définie sur le voisinage ouvert
Wy :={t:a+theU} de0 dans R par

gn(t) = fla+th)

d
vérifie g, (t) < gn(0) pour tout ¢t de Wy, donc, d’apres le théoreme 8.3.1, on a Egh(O) =0,
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d
et puisque %gh(O) = f’(a).h, on obtient f’(a).h = 0. Comme ceci est valable pour tout
h € E, on conclut que f’(a) = 0. |
Définition 12.1.2. Soient U un ouvert de l’espace de Banach E et f une fonction

différentiable de U dans R. On appelle point critique de f, tout point ou la différentielle de
f s’annule.

Tout point ou f atteint un extremum local est donc un point critique. En général, la
réciproque n’est pas vraie. La condition que a est un point critique est seulement une
condition nécessaire pour que f atteigne en a un extremum local. On a néanmoins ’énoncé
suivant :

Théoreme 12.1.3. Si U est un ouvert convexe d’un espace de Banach E et f une fonction
convexe différentiable de U dans R, et si a est un point critique de f, la fonction f atteint
en a son minimum.

DEMONSTRATION :  Supposons le contraire. Il existe alors un point b € U tel que f(b) <
f(a). Alors, pour 0 <t < 1, le point tb + (1 — t)a appartient a U et on a

fo+ (1 =t)a) <tf(b) + (1 —1)f(a) = fa) +(f(b) = f(a))

Il en résulte que la fonction g définie sur un intervalle ouvert J contenant [0,1] par
g(t) = f(tb+ (1 — t)a) vérifie

9(t) < 9(0) +t(f(b) — f(a))

donc, pour ¢t > 0,

: t) —g(0)
g ()= lim === < f(b) = fla) <0
et f'(a).(b—a) = ¢’(0) <0, contrairement a ’hypothése que a est un point critique. |

Application 12.1.4. Etant donné trois points a, b, ¢ non alignés du plan euclidien R?,
déterminer le minimum de la somme des distances d’un point aux trois points a, b et c.

La fonction & minimiser est la fonction
frz=llz—al+ |z =0l + |z -

La fonction f tend vers +o0o quand ||z|| tend vers I'infini. L’ensemble des points x de R? o
f(z) < f(a) est donc compact, et f atteint son minimum en un point de R2.
On vérifie aisément la convexité de la fonction = — ||z — al|. En effet,

[tz + (1 = t)2' —al| = [[t(x — a) + (1 = £)(2’ - a)|
<tz —a)l+ 1 = t)(2" — a)| =tz —all + (L = 1) 2" — al

Il en est de méme des fonctions x +— ||z — b|| et = — ||z — ¢||. Donc f est convexe.
De plus, la fonction g, : 2 — ||z — a|® est de classe Z. En effet, on a :

lz+u—al)’=(@+u—az+u—a)=(x—azx—a)+2x—au)+ (u,u)

= llz —all* + (2(z — a),u) + |[ull® = ]z — al|* + (2(x — a),u) + o |u])
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ce qui montre que g, est différentiable et que sa différentielle en x est la forme linéaire :
u — (2(x — a),u). Et puisque le dual de I'espace euclidien R? est isométrique & son dual
(voir le théoreme 7.2.7), on a ||g,(z) — g, (y)|| = ||2(z —a) — 2(z' — a)|| = 2|z — 2'||, d’ou
résulte la continuité de g/,. Donc la fonction f, : z +— ||z — al| = \/g.(z) est de classe &
sur {z : go(z) > 0} = R?\ {a}, et on a, pour = # a,

r—a

fl(a)u = )

lz—al"

Il en résulte que la fonction convexe f est de classe %' sur R?\ {a,b,c} et que, pour
x ¢ {a,b,c},
r—a r—0 xr—c

P == fe=ol T o=

Sl y a un point = de R? ou f’(x) = 0, la fonction f y atteint son minimum. Et dans le cas

contraire, la fonction f atteint son minimum en 'un des points a, b ou c¢. Dans le premier
Tr—a r—0b Tr—c

, et sont chacun de norme 1 et de somme
|z —all” |z =0l — [lz—c|

cas, les trois vecteurs

2
nulle. Il en résulte aisément qu’il forment deux-a-deux des angles de T Le point x ou f

atteint son minimum doit donc étre situé sur un arc de cercle passant par a et b et centré

— 2w
en ¢’ tel que 'angle ac’b ait pour mesure 3 ainsi que sur un arc de cercle passant par a

— i
et ¢ et centré en b’ tel que angle ab/c ait pour mesure 3 Il n’est pas difficile de vérifier

™
qu’un tel point existe des que chacun des angles du triangle abc est inférieur a — ; dans le

cas contraire, le minimum est obtenu pour celui des sommets du triangle ou ’angle dépasse
27

3
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12.2 Extremums liés

On s’intéresse maintenant au cas ou ’ensemble X sur lequel on cherche I'extremum est défini
comme ’ensemble des solutions d’une équation () = 0, avec ¢ une fonction de classe %!
définie sur U a valeurs dans un espace de Banach F. On se limitera, par simplicité, au cas
ol F' est de dimension finie.

Théoreme 12.2.1. Soient U un ouvert de I’'espace de Banach E, f une fonction de classe
&' de U dans R et ¢ une fonction de classe &' de U dans RP, de fonctions coordonnées
(p1,92,...,9p). Si la fonction f admet en un point a un extremum local sur I’ensemble
X ={z € U : p(x) =0} et si la différentielle ¢'(a) est surjective, il existe des scalaires
(A1, A2,..., Ap) tels que

HOED P

DEMONSTRATION : Soit (e1,es,...,e,) la base canonique de RP. Il existe, puisque
¢'(a)(F) = RP, des vecteurs (uj,us,...,u,) de E tels que ¢'(a).u; = ej. On désignera
par V' le sous-espace vectoriel de E engendré par les (u;).

On désignera alors par {2 'ensemble des (x, (t1,t2,...,tp)) € EXRP tels que x+2§:1 tiu; €
U et par ® la fonction : {2 — RP définie par

p
@(1‘, <t17t27 v 7{:]9)) = gO(iL’ + thuﬂ)
=1

Alors (a,0) € Q et ®(a,0) = p(a) = 0 puisque a € X. On a alors

0P
%WWZW@W:%

0P
L’application E(a,()) € ZL(RP,RP) est donc lidentité. Et le théoreme des fonctions

implicites permet alors d’affirmer ’existence, sur un voisinage ouvert W de a, d’'une fonction
¢ de classe &1 a valeurs dans RP, nulle en a, telle que ®(z,9(x)) = 0, c’est-a-dire
r+) i ¢i(z)u; € X = ®=1(0), si (1,2, ...,1,) désignent les fonctions coordonnées de 1.
Et en dénotant par W la fonction de W dans V' définie par W(z) = 3. ¢;(x).uj, ceci signifie
que, pour x € W, z + ¥(z) € X.

Et si a est un maximum local de f sur X, on aura, pour tout z assez voisin de a dans W :

f(z+¥(x)) < f(a) = fla+ ¥(a))
puisque x + ¥(x) € X, ce qui signifie que a est un maximum local de la fonction
g:x— f(x+¥Y(z)); et de méme si a est un minimum local de f sur X, a est un minimum

local de g sur W. Il en résulte que si a est un extremum local de f sur X, a est un point
critique de g. Et on a, pour h € F,

0=g'(a).h = f'(a).(h + Z(zp;(a).h)w)
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c’est-a-dire

Alors, le théoreme 11.3.3 donne

Y (a).h = — (%—f(a,ﬂ)) og;{; (a,0).h

et comme on a vu que (a,0) = Idge, on obtient

ot
Yi(a).h = —¢i(a).h

d’ou

Alors, si on pose A\; = f’(a).u;, on obtient
P
@) = Aje(a)
j=1

ce qui est la formule cherchée. |
L’hypothese de surjectivité de ¢’(a) dans le théoréme ci-dessus ne peut étre omise, comme
le montre 'exemple qui suit.

Exemple 12.2.2. Soient f et ¢ les fonctions de R? dans R définies par

flx,y) ==

o(z,y) =y* — 2°

Alors la fonction f atteint sur X = ¢~1(0) son minimum en (0,0), mais il n’existe aucun
scalaire tel que f'(0,0) = A\¢’(0,0).

DEMONSTRATION :  Puisque l'on a, sur X : 2% = y? > 0, on a nécessairement f(z,y) =
x > 0. Donc f atteint en (0,0) son minimum sur X.
of

0 0
Néanmoins, on a 8_(5(0’0) = 8—(5(0,0) =0, donc ¢'(0,0) =0, et Fr 1, d’ou f/(0,0) # 0.

Définition 12.2.3. Les coefficients \; qui apparaissent dans I’énoncé 12.2.1 sont appelés
multiplicateurs de Lagrange

Application 12.2.4. Soient «, (3 et ~ trois nombres réels. Déterminer le maximum sur la
sphére euclidienne S de R? de la fonction

fi(@y,2) = ax+ By +vz
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Posons ¢p(x,y,2) = 2% + y? + 22 — 1. La fonction ¢ est de classe ! et S = ¢~1(0). Et on

a
Op B
%(%yaz) =2z
dp
—_ = 2
3y (z,y,2) =2y
Dy
_— = 2
P (z,y,2) = 22

En particulier, la différentielle de ¢ ne s’annule qu’en (0,0,0), qui n’appartient pas & S.
Donc ¢'(z,y, 2)(R3) = R pour tout point (z,y,2) de S.

Puisque f est linéaire, elle est de classe %'. En particulier, elle est continue, et atteint
sur le compact S son maximum et son minimum. Et si f atteint au point (z,y,z) de S
un extremum, il existe un multiplicateur de Lagrange A tel que f'(z,y,2) = A¢'(z,y, 2),
c’est-a-dire

((Of 0
g DY) S A=A =2
af 0
af o op
\@(%?J,Z)—W—)\gx—”\z

d’ou 'on tire
ax + By + vz = 2\(2? + % + 2?)
et puisque z2 + y? + 22 = 1, 2\ = ax + By + vz. Enfin on tire aussi

«a

r=—

2\

yzﬁ

2\

r= L

2\

donc

a? + B2 + 42

2\ = =
ar + By + vz o

cest-a-dire [2)\| = (o + 32 ++2)1/2. On conclut & Iexistence de deux points de S oti f peut
atteindre un extremum :

o p Y )
(@2 + B2+ )12’ (a2 + B2 +2)1/2 (a2 + 32 + 42)1/2
valeur (a? + 3% + +2)1/2

- le point (

ou f prend la

o g gl
(a2 +62 _*_72)1/2’ (Oé2 _|_ﬁ2 +,-y2)1/2’ (0[2 + 62 _|_,-y2)1/2
valeur — (a2 + B2 +~2)1/?
le premier est donc le point ou f atteint son maximum, et le second, le point ou f atteint
son minimum.

- le point (—

) ou f prend la
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12.3 Conditions du second ordre

Théoreme 12.3.1. Soient U un ouvert de I’espace de Banach E et f une fonction de classe
&2 de U dans R. Si f atteint en un point a un minimum local (resp. un maximum local),
on a, pour tout h de E : f"(a).(h,h) > 0 (resp. f"(a).(h,h) <0).

DEMONSTRATION : Supposons que f atteigne en ¢ un minimum local. On sait déja que a
est un point critique de f. Soit h € E. On a, pour t réel assez voisin de 0, f(a+t.h) > f(a).
D’apres la formule de Taylor (théoreme 8.8.2), appliquée a la fonction g : t — f(a + t.h)),
on a

o) = 9(0) +19'0) + "(0) + ofs?)
donc, puisque ¢'(0) = f'(a).h et ¢"(0) = f"(a).(h,h),
0< t%(f(a +th) - f(a)) = %(%f”(a).(h, B) + (%)) = f"(a).(h, ) + o(1)

ce qui donne, en passant a la limite quand ¢ tend vers 0 : f"(a).(h,h) > 0.

Dans le cas d’'un maximum local, on se ramene au cas précédent en remplacant f par —f. W
Définition 12.3.2. Soient U un ouvert de l’espace de Banach E et f une fonction de
classe &2 de U dans R. On appelle col ou point-selle un point critique a de f tel que f

prend, dans tout voisinage de a, des valeurs strictement supérieures a f(a) et des valeurs
strictement inférieures a f(a).

Il résulte du théoreme précédent qu’en un point ou la forme quadratique h — f"(a).(h,h)
prend sur F des valeurs strictement positives et des valeurs strictement négatives, f ne
possede ni maximum local ni minimum local. Un tel point est donc un col.

Néanmoins, I'exemple de la fonction f : (z,y) — 22 — y* de R? dans R, qui possede en

. . . . . 2 0 o . C
(0,0) un point critique ou la matrice hessienne H = ( 0 0) est positive, mais qui vérifie
f(0,y) < 0 pour tout y # 0, montre qu’on peut avoir un col sans que la condition précédente
soit vérifiée.
Conditions suffisantes.

A Texception du cas des fonctions convexes, qui atteignent leur minimum en tout point cri-
tique, les conditions que nous avons obtenues jusqu’a présent sont des conditions nécessaires
mais pas suffisantes. Nous allons chercher maintenant des conditions suffisantes pour qu'un
point critique de f soit un maximum ou un minimum de f. Ces conditions porteront sur la
différentielle seconde de f, que nous sommes donc conduits & supposer de classe &2.

Théoreme 12.3.3. Soient U un ouvert de I’espace de Banach E et f une fonction de classe
&2 de U dans R. Si a est un point critique de f et s’il existe un § > 0 tel que

f"(a).(h,h) > & ||h)*
pour tout h de FE, la fonction f atteint en a un minimum local strict.

DEMONSTRATION : Puisque f” est continue, il existe un r > 0 tel que la boule B(a, r) soit

)
contenue dans U et que || f"(x) — f"(a)] < 2
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1
La fonction g : x — f(x) — §f”(a).(x —a,x — a)) vérifie alors

g'(x).h = f'(x).h = f"(a)((x - a), h),

d'ou ¢'(a) = f'(a) = 0 et ¢"(z).(h,k) = f"(x).(h,k) — f"(a).(h,k). On en déduit que

lg"z)|| < 2’ donc, en vertu de la formule de Taylor (théoreme 10.5.1),

() = (0) /(@) (o~ @) < 5 sup " (@) ({20 — ), 0 — )
<tlzo—alf s o' @)

z€B(a,r)

pour zg € B(a,r), c’est-a-dire

1 @) (0 — a), (20 — )| < o — al

(o) = fla) - 5

ou encore
1 " o 2 Y 2
f@o) 2 f(a) + 5 f"(a)-((zo — a), (xo — a)) = 7 llzo — all” = f(a) + 7 [lz0 — af

ce qui montre que f(zg) > f(a) pour tout point zy de B(a,r) distinct de a : f atteint donc
en ¢ un minimum local strict. ]

On pouvait aussi remarquer que la fonction f est strictement convexe sur B(a,r), donc est
minimum au seul point a ou elle est critique.

Remarque 12.3.4. La condition ci-dessus entraine que l’espace E est isomorphe a un
espace hilbertien réel.

DEMONSTRATION :  On a, en effet,
SR < £7(a).(h,h) < || (a)|] |1

Alors lapplication (h,k) — (h,k) = f"(a).(h,k) est bilinéaire symétrique et vérifie
(h,h) > & ||h||* > 0 pour h # 0. C’est donc un produit scalaire et la norme préhilbertienne
-]l associée vérifie

S|IA* < IRlI” < [1F7(a)]] - |1A]?

ce qui montre que les normes ||.|| et ||.|| sont équivalentes, et E est complet pour la norme
préhilbertienne ||.|||, puisqu’il 'est pour la norme initiale ||.||. [
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Dans le cas ou E est de dimension finie, on a 1’énoncé suivant :

Théoreme 12.3.5. Soient U un ouvert de l’espace de dimension finie E et f une fonction
de classe ©* de U dans R. Si a est un point critique de f et si f"(a).(h,h) > 0 pour tout
h non nul de E, la fonction f atteint en a un minimum local strict.

DEMONSTRATION : Soit S la sphere unité de E, qui est compacte. Puisque ’application

q:hw— f’(a).(h,h) est continue de E dans R, elle atteint sur S sa borne inférieure J, qui

est strictement positive puisque ¢ est strictement positive sur S. Alors, pour h # 0 on a
1

——.h € S donc

il

1 1 1

Hh||2f (a)'(h7 h) =f (CL)'(m-h, Wh) >0

cest-a-dire f”(a).(h,h) > 8|k, inégalité qui est encore valable pour h = 0. Le résultat
découle alors du théoreme précédent. |
Corollaire 12.3.6. Soient U un ouvert de I’espace R™ et f une fonction de classe &2 de

U dans R. Si a est un point critique de f et si la matrice hessienne H(a) est définie positive,
la fonction f atteint en a un minimum local strict.

DEMONSTRATION : Il résulte du théoreme 10.4.5 que, si (hi,hs,...,h,) sont les coor-
données du vecteur h de R"”,

hq

h

f(a).(h,h) = (h1 ho ... hy)Hp(a)| 2
B,

quantité qui est strictement positive pour h # 0, par I'hypothese que Hy(a) est définie

positive. Et ceci acheve la démonstration, compte tenu du théoreme précédent. |

Lemme 12.3.7. Soit A = (a; ;) une matrice symétrique réelle (n x n). Alors A est définie

positive si et seulement si, pour tout p = 1,2,...,n le déterminant
i1 ai2 .. Q1p
A — a1 a2 ... Aa2p
p =
p,1 Ap2 ... dpp

est strictement positif

DEMONSTRATION :  Désignons par (eq, e, ..., €e,) la base canonique de R™. Si A est définie
positive, il en est de méme de sa restriction A, a ’espace engendré par (eq, es, ..., €,). On est
donc ramené a montrer que le déterminant de A est strictement positif. Et puisqu’il existe,
si A est définie positive, une base orthonormée formée de vecteurs propres, le déterminant
de A est égal au produit des valeurs propres, qui sont toutes réelles et strictement positives.
Donc det(A) > 0. Et ceci montre la positivité des A,,.

Inversement, si les A, sont tous strictement positifs, on construit par récurrence une suite
(ap) de vecteurs de R™ et une suite (p;) de réels telles que :

. . . « s . ) . A o i p—l o
i) a, — e;, est combinaison linéaire des a; pour j <p:ap, =e, — > i) oy ja;
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ii) les a; sont deux-a-deux orthogonaux pour le produit scalaire défini par A. :
tajAay = 0 pour j # k.
111) p; = tajAaj > 0.

On pose a; = e;y. Et si les a; sont déterminés pour j < p, on pose

p—1
ap = €p — § :O‘p,jaj
i=1

On doit alors avoir

f— t . f— t . R—— 't . . = t . — . .
0 ="ajAa, = "a;Ae, E apiajAa; = "ajAe, — ap jp;

i<p
ta; A
. ajAe, . . .
c’est-a-dire ap ; = . On doit alors montrer que p, > 0 pour poursuivre la construction.
Pj
Mais la matrice T}, de (ai,az,...,a,) dans la base (e1,e2,...,e,) est triangulaire : elle

comporte des 1 sur la diagonale et des 0 au-dessous de la diagonale. Le produit scalaire
sur R? associé a A s’exprime donc dans la nouvelle base par A; ='T,A,T,. Et puisque les
vecteurs a; sont deux-a-deux orthogonaux, cette matrice A}, s’écrit :

A/: 0 P2 0
0 0 ... pp

d’ou 'on déduit

ﬁ p; = det(A;)) = det('T,).det(A,).det(T,) = det(Ap).det(Tp)2

j=1
Et comme det(T},) =1 et que det(A,) = A,, on obtient :
Ap
= >0
Pp Ap—l

Ceci acheve la construction par récurrence.
Et puisque la matrice A/, est une matrice diagonale a termes strictement positifs, elle est
définie positive, et la matrice A = A,, = ¥(T,,) "t A (T,) ! est elle aussi définie positive. W

Corollaire 12.3.8. Soient U un ouvert de 'espace R™ et f une fonction de classe %2 de
U dans R. Si a est un point critique de f et si les déterminants

0% f 0% f 0% f
Ox? 0x1 0xo dz1 0z
0% f 0%f 0%f
A, = | Oz Oz 03 Oz Oy
0% f 0% f 0% f
Oxy 0xp, Oz 0xp 8_1'229

sont strictement positifs pour 1 < p < n, la fonction f atteint en a un minimum local strict.

DEMONSTRATION :  Ceci résulte immédiatement du lemme 12.3.7 et du corollaire 12.3.6. W
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En particulier, si n = 2, les conditions précédentes deviennent

92 92 92 92 2
a—x]%(a) >0 et a—xéj(a).a—;é(a) - (—5331 éfm (a)) >0

Application 12.3.9. Déterminer les extremums locaux de la fonction définie sur R? par :
fla,y) =2 +y* =y’ +2 — 29> — 62 + 3y
Les dérivées partielles premieres de f valent :

of 3

= =42 +22 -6

e (z,y) x° + 2z

of

—(z,y) =4y — 3y* — 4y + 3

dy (,y) =4y” = 3y" —dy +

Les points critiques de f vérifient donc 423 + 2z = 6 et 4y — 3y? — 4y + 3 = 0. Comme
la dérivée de la fonction p : x — 423 + 22 vaut 1222 + 2 > 0, la fonction p est strictement
croissante, donc prend la valeur 6 au plus une fois ; et comme on a clairement p(1) = 6, tout

point critique de f posseéde une abscisse égale a 1. De plus 4y> —3y? —4y+3 = (y?>—1)(4y—3).
3
On en déduit I'existence de trois points critiques : (1,—1), (1, 4_1) et (1,1).

Les dérivées partielles secondes de f valent :

( 02
%(m,y) = 1222 42
0% f
awy(ﬂf,y)=0
82
a—yﬁ(w,y) =12y> — 6y — 4
\

on en déduit que

Hy(1,-1) = (104 104)
Hy(1,1) = (104 (2))

3 14 O7

donc que f atteint un minimum local en (1,—1), ou elle vaut —7, et en (1,1), ou elle vaut

que

et que

—3, puisque Hy est définie positive en ces points, et que (1, Z) est un col pour f.
Il est aisé de vérifier que
—y® + 2% — 2% — 62 + 3y = o(z* +y*)

quand |[[(z,y)|| — oo, donc de voir que lim| |- f(z,y) = +o00. Il en résulte que
I'ensemble {(z,y) : f(z,y) < 0} est un compact, sur lequel f atteint son minimum. Donc f
atteint son minimum en un point de R%. Ce point est alors I'un des points critiques trouvés
plus haut. C’est donc le point (1, —1), ou f vaut —7, qui est le point de minimum global de
f sur R2.
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13
FONCTIONS HOLOMORPHES

Avant de définir la notion de fonction holomorphe, nous allons faire quelques rappels sur
la notion d’intégrale curviligne et la notion de série entiere. Pour la plupart, les résultats
énoncés sont supposés connus et ne seront pas redémontrés.

Dans toute la suite, on notera D(z,7) (resp. D(z,7)) le disque ouvert (resp. fermé) de centre
z et de rayon r du plan complexe C. On notera également D(r) (resp. D(r)) le disque ouvert
(resp. fermé) de centre 0 et de rayon 7.

13.1 Formes différentielles

Définition 13.1.1. Une forme différentielle sur 'ouvert U de C est une application continue
w de U dans I'espace Z&(C,C) des applications R-linéaires de C dans C.

Si f est une fonction de classe &', on note df l’application qui a z € U associe
f'(z) € Z&(C,C). Une forme différentielle w est dite exacte s’il existe une fonction f
de classe &, appelée alors primitive de w, telle que w = df.

Si on note x, y, 2, z, les fonctions qui a z = x + 1y associent respectivement sa partie réelle,
sa partie imaginaire, lui-méme et son conjugué, et si w est une forme différentielle, on a, en
notant P et @ les fonctions continues P : z — w(z).1 et Q : z — w(2).1,

w:Pd:U—FQdy:P;Zde—FP—;ZQd‘
En particulier, si f est de classe &
af of 1.0f .0f 1.0f .0f
I = gpdot 5y =505 ~ i) =155 Tig) %

On convient donc de noter

of 1.0f Of of 1.0f  .Of
2. 2 oy Y oz alan Ty
etonadf—afdz+gf
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Théoreme 13.1.2. Deux primitives d’'une méme forme exacte sur un ouvert connexe U
difféerent d’une constante.

Si df; = dfy = w, on a d(f1 — f2) = 0. On en déduit que f est localement constante, donc
constante si U est connexe.

Définition 13.1.3. Une forme différentielle sur U est dite fermée si, au voisinage de chaque
point de U, elle posséde une primitive.

13.2 Intégrales curvilignes

Définition 13.2.1. On appelle lacet un arc v : [a,b] — C tel que y(a) = y(b), c’est-a-dire
dont l’'origine coincide avec I'extrémité.

Définition 13.2.2. Si w = Pdx + Qdy est une forme différentielle sur I'ouvert U, et
v = (y1,7%) : [a,b] — U un arc de classe &' par morceaux, I'intégrale curviligne de w le
long de 7y est définie comme

[ o= [ Poatri®) + Qaaerie) a

en notant v'(t) = (v} (t),75(t)) la dérivée a droite de v, qui existe pour tout t de [a, b|.

Théoréme 13.2.3. (Invariance par changement de parametre) Soient U un ouvert de
C, w une forme différentielle sur U, 7 : [a,b] — U un arc de classe &' par morceaux,
¢ : [a, B8] — [a, b] une fonction de classe &' par morceaux et v = 7yoyp.

Sip(a) =aet p(B) =bona
[
71 Y

[ o]+

Théoréme 13.2.4. Si U est un ouvert de C, f une fonction de classe %' sur U, et
7y : la,b] — U un arc de classe &' par morceaux, on a

Sip(a) =bet p(f) =aon a

/ df = for(b) — for(a)

En particulier, si v est un lacet, on a fv df =0.

Théoreme 13.2.5. La forme différentielle w sur U est exacte si et seulement si son intégrale
le long de tout lacet de U est nulle.

DEMONSTRATION : 1l suffit de trouver une primitive de w sur chacune des composantes
connexes de U, puisque celles-ci sont connexes, et méme connexes par arcs.
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Si U’ est une composante connexe de U, et si a € U’, il existe pour tout z de U’ un arc
de classe %! par morceaux joignant a & z. Si y; et 2 sont deux tels arcs : [0,1] — U, on
définit un lacet v : [—1,1] — U en posant :

(et sit>0
(1) = {11(—15) sit<0

/w—/ w:/w:()
Y2 Y1 Y

ce qui montre que l'intégrale de w le long d’un arc joignant a a z ne dépend que de z. On
notera F'(z) la valeur de cette intégrale.

Si z est fixé, et si le disque D(z,r) de centre z et de rayon r est inclus dans U’, on obtient,
pour tout w tel que |w| < r un arc joignant a & z + w en “mettant bout a bout” un arc
joignant a a z et l'arc affine : ¢ +— z + tw de [0, 1] dans U’. Il en résulte que

On a alors

Alw)=F(z+w)—F(z) —w(z)w= /0 [w(z + tw) — w(z)].wdt

donc, par continuité de w, que A(w) = o(w), ce qui montre que F' est différentiable en z, de
différentielle w(z). On conclut que F est de classe &' et que dF = w. |

Théoreme 13.2.6. Soient D un disque ouvert de C et w = pdx + qdy une forme différen-
tielle sur D. On suppose que, pour tout rectangle R de sommets z, z + p, z+ p +i0, z +i0
contenu dans D, I'intégrale de w le long du bord OR de R est nulle. Alors w est exacte.

DEMONSTRATION : Soit a = a + i3 le centre du disque. Si z = x + iy est un point de
D, on considere le rectangle R, & cotés paralléles aux axes dont [a, z] est une diagonale. Le
rectangle R est alors inclus dans D. Si on désigne par 77 et v5 les arcs affines par morceaux
joignant a a z et d’images respectives [a, a + iy|] U [a + iy, 2] et [a,z + 5] U [x + if, 2], on

voit que
/w—/ wz:l:/ w=20
7 Y2 OR
Fi(z) ::/ w:/ w=: Fy(2)
Y1 Y2

Alors, pour h réel assez petit, on voit que

donc que

Fi(z+h) — Fi(2) = /Olw(z+th).hdt = h/olp(z-l-th) dt

OF OF:
d’ou 'on déduit que 8_1 = p. On voit de méme que 6_2 = q. Et puisque F} = F3, et que
€L Y

p et ¢ sont continues, F} est de classe &' et on a w = pdx + qdy = dF}. |
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13.3 Formes différentielles fermées

Théoreme 13.3.1. Soient U un ouvert de C et w une forme différentielle fermée sur U. Si
R est un rectangle compact contenu dans U, I'intégrale |, opw est nulle

DEMONSTRATION : Chaque point 2z de R posséde un voisinage ouvert V, contenu dans
U sur lequel w est exacte. D’apres le théoreme 3.2.1, il existe un nombre p > 0 tel

que pour tout w de R le disque D(w,p) soit inclus dans l'un des ouverts (V).cr;

diam(R)

il existe alors un entier n tel que < p. Et si I'on subdivise le rectangle R

en les n? rectangles R; homothétiques a R, d’intérieurs deux-a-deux disjoints, obtenus

en divisant en n parties égales les cotés de R, on voit que chacun d’entre eux est de
diam(R)

diametre , donc contenu dans un disque de rayon p sur lequel w est exacte.

R

On a donc faR» w = 0. De plus, chacun des cotés des R; qui n’appartient pas au bord
J

de R apparait comme ¢élément du bord de deux rectangles adjacents R; et R;, avec des
orientations opposées. Il en résulte que

J#= 2 2=

1<j<n?
n

Corollaire 13.3.2. Si D est un disque ouvert de C et w une forme différentielle fermée
sur D, alors w est exacte.

Ceci résulte immédiatement des deux théoremes précédents.

Corollaire 13.3.3. Siw est une forme différentielle sur I'ouvert U de C, alors w est fermée
si et seulement si I'intégrale de w le long du bord de tout rectangle compact R contenu dans
U est nulle.

DEMONSTRATION : Si w est fermée, son intégrale le long de OR est nulle par le théoréme
13.3.1. Inversement, si 'intégrale de w le long du bord de tout rectangle compact contenu
dans U est nulle, il résulte du théoreme 13.2.6 que w est exacte sur tout disque ouvert D
contenu dans U, donc fermée sur U. |

Proposition 13.3.4. Soient R un rectangle compact de C et w une forme différentielle
continue suur R et fermée sur I'intérieur de R. Alors I'intégrale de w le long du bord de R
est nulle.

DEMONSTRATION : Notons a le centre de R. Pour ¢ €]0,1[, 'image R; du rectangle R
par I’homothétie de centre a et de rapport t est contenue dans l'intérieur de R ; on a donc
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f oR, W = 0 d’apres le théoreme 13.3.1. Et on déduit aisément de la continuité uniforme de
w sur le compact R que [,,w = limy_; faRt w=0. ]

Corollaire 13.3.5. Si w est une forme différentielle sur I'ouvert U de C, a un point de U
et si w est fermée sur U \ {a}, alors w est fermée sur U.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer que I'intégrale de w le long du bord de tout rectangle
compact R contenu dans U est nulle. Si a n’appartient pas a R, ceci résulte du théoreme
13.3.1, puisque alors R est inclus dans U \ {a}. Si a appartient au bord de R, ceci résulte
du théoreme précédent.

Enfin, si a est intérieur a R, on peut partager R en deux rectangles adjacents Ry et Ry par
une parallele a un coté menée par le point a.

R

Il résulte de ce qui précede que f oR, W = f OR, W = 0, et on a alors
/ w = / w + / w=20
OR OR; OR>
]

Lemme 13.3.6. Soient U un ouvert de C, vy et v, deux arcs de classe &' par morceaux
définis sur [a, b] et a valeurs U, ayant mémes extrémités, et w une forme différentielle fermée
sur U. On suppose que
71 =0l < inf d(70(t),U°)
t€(a,b]

Alors f% w= [ w.

DEMONSTRATION @ Soit § := infycpq p) d(70(t), U€). Pour tout ¢ dans [a, b], le disque ouvert
Dy := D(y(t),0) est inclus dans U (par définition de J), et contient le point 71 (¢). Notons
J¢ Varc affine défini sur [0, 1], joignant vo(¢) & y1(t) : s — sy1(t) + (1 — $)v0(t), et posons,

pour t € [a, b],
d(t) :/ w+/ w—/ w
Yo|[a,t] Jt Y1[a,t]

Comme 7y et y; ont mémes extrémités, on a clairement ®(a) = 0 et ®(b) = oW T, @
Puisque 7o(t) et 71(t) appartiennent a 'ouvert Dy, il existe un € > 0 tel que pour tout
s de [a,b] tel que [s—t| < € on ait yo(s) € D; et y1(s) € D;. Pour un tel s, le lacet
obtenu en mettant “bout-a-bout” les arcs o1, Js, 11|[t,s] ‘Tetourné” et Jy “retourné” est
contenu entierement dans D;. D’apres le corollaire 13.3.2, w est exacte sur D;. Il en résulte

que fﬁ w = 0. Et puisque

q)(s)—q)(t):/ w+/w—/ w—/w:/w:O
Yo|[t,s] Js Y1[t,s] Jt B8
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on voit que ®(s) = @(¢t) si |s — t| < ¢, c’est-a-dire que P est localement constante sur [a, b]. Et
comme [a, b] est connexe, ® est constante sur [a, b]. Donc f% w—f% w=®0b)=P(a)=0. W

Lemme 13.3.7. Soient 7 : [a,b] — C un arc continu et p > 0. I existe alors un arc
1 ¢ [a,b] — C de classe %' par morceaux ayant mémes extrémités que 7y et tel que

v1 =~ < p-

DEMONSTRATION : La fonction ~ est uniformément continue sur [a,b]. Il existe donc un

entier m tel que
b—a

s —t] < [v(s) =) < p/2

On posera alors t; = a+ i(b— a) pour 0 < j < m. Si~; est la fonction : [a,b] — C telle que
m

7 (t;) = (t;) pour 0 < j < m et qui est affine sur chaque [t;,t;4+1], 71 a mémes extrémités
que v. De plus, sit; <t <tjq,

I (t) = 7(®)] < I (t) —v(E)] + r(ty) — (1)) < % (1) — 78]+ Iy (E) — A(8)]
<p/2+p/2=0p
Donc [[y1 — [l < p. u

Théoréme 13.3.8. Soient U un ouvert de C, w une forme fermée sur U et 7y : [a,b] — U un
arc continu. Il existe un nombre A € C, qu’on notera fv w, tel que, pour tout arc vy, de classe

& par morceaux vérifiant v2(a) = y(a), v2(b) = v(b) et ||v2 — || < infrepep) d(v(t),UC) on
ait f,h w = A.

DEMONSTRATION : On a 0 := inficqy d(7(t),U°) > 0. Il existe, d’apres le lemme
précédent, un arc y; de classe &' par morceaux, ayant mémes extrémités que ~y et

satisfaisant ||y1 — || < 3 et on pose A := f% w. Si 4f est un autre arc de classe &

par morceaux ayant mémes extrémités que ~y et satisfaisant ||[v§ — | <
tout ¢ € [a, b],

—, on aura pour
37

4]

Ao (6, U%) 2 d((0),U%) = b (8) = 2] 2 6~ oy — ol > 6 - 3 =23
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) .
et 77—l < i =l + =l < 25, done [ w = fwi‘ w, d’apres le lemme 13.3.6.

Si maintenant v, est un arc de classe %! par morceaux ayant mémes extrémités que v et

satisfaisant |2 — 7| < d, on peut trouver d’apres le lemme précédent un arc 77, de classe
J 1
&' par morceaux et satisfaisant ||y; — || < p := min 3 5((5 — |72 —]]) ). On aura alors

w= [, w=A infielyd(7(t),U) 2 d=pet |z =2l < [z =l +lIv =7l <d—p.

On en déduit, par le lemme 13.3.6, que fw w= fv* w=A. |

Théoreme 13.3.9. Soient U un ouvert de C, w une forme différentielle fermée sur U,
et vo deux arcs continus : [a,b] — U ayant mémes extrémités et satisfaisant ||y — v|| <

lnfte[a’b] d( y(t), 1/ C). AIOI”S
/ W = /w
Yo Y

DEMONSTRATION @ Soit ¢ := infy¢(q ) d(y(t), U). Il existe un arc v* : [a,b] — U de classe
@' par morceaux, ayant mémes extrémités que vy et 7o, et satisfaisant |[v* — ol < p =

.0
min(3, 8 — o = lD)-
On montre, comme dans le théoreme précédent, que inf,cf, 5 d(70(t), U¢) > 6—|lvo — 7| > p
et que ||[v* — |l < p, donc que f% w= fv* w, et aussi que

7" = < IV =l + 1o =l <p+ (@ =lrn—7l) <d= teil[%fb] d((t),U°)

donc que fww = fw* w. [ |

13.4 Ouverts simplement connexes

Définition 13.4.1. Soit U un ouvert de C. Deux arcs vy et v1 : [a,b] — U sont dits
homotopes s’ils ont méme origine et méme extrémité et s’il existe une application continue
h, appelée homotopie, de [a,b] x [0,1] dans U telle que

Vt € [a,b] h(t,0) =~o(t) et h(t,1) =y(t)
Vs €[0,1] h(a,s) =o(a) =71(a) et h(b, s)=0(b) =(b)
On vérifie que ceci définit une relation d’équivalence sur les arcs : [a,b] — U.

Définition 13.4.2. Un ouvert U de C est dit simplement connexe s’il est connexe et si
deux arcs a valeurs dans U de mémes extrémités sont toujours homotopes dans U.

Proposition 13.4.3. Un ouvert convexe de C est simplement connexe.

DEMONSTRATION : On sait déja qu’une partie convexe est connexe. Si yg et 1 sont deux
arcs de mémes extrémités, et si on pose, pour 0 <t <leta<s<b,

h(t,s) = sy1(t) + (1 — s)y0(t)

on vérifie sans peine que h est une homotopie entre g et ~1. |
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Théoreme 13.4.4. Un ouvert V' homéomorphe a un ouvert simplement connexe U est
lui-méme simplement connexe.

DEMONSTRATION :  Si ¢ est un homéomorphisme de U sur V, V est connexe. De plus, si
Yo et v sont deux arcs de V de mémes extrémités, o~ toyy et ¢ loy; sont deux arcs de U
de mémes extrémités : il existe alors une homotopie h entre ¢~ loyy et ¢~ tory;. Il suffit alors
de remarquer que @oh est I’homotopie cherchée. |

Théoréme 13.4.5. Soient U un ouvert de C, w une forme fermée sur U, vy et v, deux arcs

de U homotopes. Alors
/ /
Yo Y1

DEMONSTRATION :  Soit A : [a,b] X [0,1] — U une homotopie entre vy et 7;. On notera
a=o(a), B =(b) et vs 'arc t — h(t, s). Puisque le compact K = h([a,b] x [0, 1]) est inclus
dans U, le nombre ¢ := inf,c i d(z, U°) est strictement positif. Puisque A est uniformément
continue, il existe alors un € > 0 tel que

max(|t —t'|,[s —§'|) <e = |h(t,s)—h(t', s <d
donc en particulier pour t = t/,

s—s'l<e = |vs—wll<d< tinfb d(7s(¢), U°)

€la,

Il résulte alors du théoreme 13.3.9 que f%w = fw w, ce qui montre que la fonction
QS f% w est localement constante sur [0, 1], donc constante. Ceci prouve 1'égalité
©(0) = ¢(1). u
Théoreme 13.4.6. Si U est un ouvert simplement connexe de C, toute forme fermée w
sur U est exacte.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer que, pour tout lacet « : [a,b] — U, f7 w = 0. Or, si
o est le lacet constant : ¢ — y(a), v est homotope & ~y. Donc

/wz/wz() [ ]
Y Yo

13.5 Séries entieéres

Théoréme 13.5.1. Soit S(z) = Y .- a,2z" une série entiere. Il existe un nombre
R € [0,4+o0], appelé rayon de convergence de la série entiere, tel que la série converge
normalement sur tout disque D(0,7) ot r < R, et diverge pour tout z tel que |z| > R.

La somme de la série est donc une fonction continue sur le disque (ouvert) de convergence.

Théoréme 13.5.2.  Si R est le rayon de convergence de la série entiére S(z) =~ anz",

la série dérivée S’(z) = Yo" ((n + 1)a,4+12™ a un rayon de convergence égal & R. De plus,
pour |z| < R, on a

S'(2) = lim S(z+w) — 5@)

w—0 w
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DEMONSTRATION :  Soit r tel que |z| <r < R. Si|w|<p=r—|z],ona|z+w| <r, et

n—1
lan(z +w)" — apz"| = |a,w| Z(z 4 w)d Zm I
§=0
n—1
< |an||w| Z rir" ™I = n|ay,| |w| Pt
j=0

et puisque r est inférieur au rayon de convergence de S’, cette série est convergente. Il en
résulte que la série de terme général

an(z +w)"” — apz"

up(w) = w

converge normalement sur D(p). Sa somme y est donc continue, et on a

Z : ) S(z 4+ w) — S(z)

! _ _ § _

S <Z) N et Un(O) N wﬂlé,nvzluaéo oy un(w) N wﬂl(l)r,rl});éo w

d’ou le résultat cherché. [ |

Définition 13.5.3. Une fonction f sur un ouvert U de C est dite analytique si, pour tout
z de U, il existe un r > 0 et une série entiere S(w) = Y -~ ,a,w™ de rayon de convergence
au moins égal a r tels que D(z,7) C U et que, pour |w| < r on ait f(z+w) = S(w).

Ceci entraine qu’une fonction analytique est nécessairement continue.

Théoréme 13.5.4. (Théoréme des zéros isolés) Soient U un ouvert de C, f une fonction
analytique sur U, z un point de U tel que f(z) = 0. Alors, ou bien f est nulle en tout point
d’un voisinage de z, ou bien il existe un voisinage de z sur lequel f ne s’annule qu’en z.

DEMONSTRATION : Il existe un 7 > 0 tel que D(z,7) C U et une série S(w) =Y~ a,w"
telle que, pour |w| < r on ait f(z + w) = S(w). Si les (a,) sont tous nuls, f est nulle
sur D(z,r). Sinon, il existe un p tel que a, # 0 et que a, = 0 pour n < p. La série
S1(w) = >"07 o apypw™ converge pour tout w non nul tel que |w| < r. Elle a donc un rayon
de convergence au moins r. De plus S1(0) = a, # 0, et par continuité, il existe p €]0, r| tel
que Sy(w) # 0 si |w| < p. Il en résulte que si 0 < |w| < p on a

f(z+w) = wPSi(w) #0

Donc f ne s’annule pas sur D(z,p) \ {z}. |

Théoreme 13.5.5. Si U est un ouvert connexe de C et f une fonction analytique sur U,
non identiquement nulle, l'ensemble F = f~1(0) est fermé discret.

DEMONSTRATION : L’ensemble F est fermé puisque f est continue. De plus, ’ensemble
W des points au voisinage desquels f est identiquement nulle est ouvert. Et si a € U est
adhérent a W, a appartient a F et f s’annule en des points arbitrairement voisins de a.
D’apres le théoreme précédent, a appartient alors a W. Donc W est ouvert et fermé, et
comme W = U puisque f n’est pas identiquement nulle, W est vide. Il résulte alors du
théoreme précédent que tout point de F' est isolé, donc que F’ est discret. |
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Théoréme 13.5.6. Si f et g sont deux fonctions analytiques sur un ouvert connexe U de
C et si le produit fg est nul, I'une au moins des deux fonctions est nulle.

DEMONSTRATION : Supposons que f ne soit pas identiquement nulle. Il existe alors un
a € U tel que f(a) # 0. Et puisque f est continue, il existe un voisinage V' de a sur lequel
f ne s’annule pas. Alors g est identiquement nulle sur V', donc identiquement nulle sur U
d’apres ce qui précede. |

13.6 Fonctions holomorphes

Définition 13.6.1. Soient U un ouvert de C et f une fonction de U dans C. On dit que
f(z) = f(a)
z—a
dans U \ {a}. Cette limite est alors appelée la dérivée de f en a.

f est holomorphe en un point a de U si la limite de existe quand z tend vers a

On dit que f est holomorphe sur U si elle est holomorphe en tout point de U.

On appelle fonction entiere une fonction holomorphe sur C.
Il est clair qu’une fonction holomorphe est continue.

Théoreme 13.6.2. Une fonction f sur l'ouvert U de C est holomorphe en a si et seulement

si elle est différentiable en a et si ?(a) = ig—f(a). Alors df = f'(a)dz
Y T
DEMONSTRATION :  Si f est holomorphe en a, avec dérivée f'(a), on a au voisinage de a
2)— fla
FE =T _ ) 1 o(1)

donc
f(z) = f(a) = f'(a).(z — a) + o(z — a)

ce qui montre que f est différentiable, que g(a) = f'(a) et g(a) = if’(a). Donc

or oy

0 0 0 1,0 0 0 1.0 0
@ = ik, S = 35 - 5 = @, e Fw = 5+ iThw o
Donc df = f'(a) dz
Inversement, si f est différentiable en a avec g‘;j( ) = z%( ), c’est-a-dire %( a) =0, on a,
pour w = u + v
0 0 0 0

d@)w =G @t @ = F @ wriv =T
T farw—f@ of, 1

TS - 2 ) = —(flatw) — f(@) — df(a)w) — 0
c’est-a-dire que f est holomorphe en a, de dérivée %(a). |
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Théoréme 13.6.3. Si f est analytique sur U, f est holomorphe et sa dérivée f’ est
analytique.

DEMONSTRATION : Soit z € U. Il existe un r > 0 et une série enticre S(w) telle que

f(z+w) = S(w) si Jw| < r. D’apres le théoreme 13.5.2, la série dérivée vérifie

, . S(wH+h)=Sw) . flzt+w+h)— f(z+w)
S e h

ce qui montre que f est holomorphe en z + w, de dérivée S’'(w). La dérivée f’ est donc, au
voisinage de z, la somme d’une série entiere, ce qui entraine qu’elle est analytique. ]

On démontre comme les énoncés analogues pour les fonctions dérivables d’une variable réelle
les énoncés suivants :

Théoreme 13.6.4. Soient f et g deux fonctions holomorphes sur U. Alors f+ g et fg dont

holomorphes, ainsi que = si g ne s’annule pas.
g

Théoreme 13.6.5. Soient U et V deux ouverts de C, f holomorphe sur U a valeurs dans
V' et g holomorphe sur V. Alors gof est holomorphe. Si de plus f est un homéomorphisme
de U sur V et si f' ne s’annule pas, f~' est holomorphe sur V.

13.7 Exponentielle

Définition 13.7.1. La fonction exponentielle est définie pour z € C par

oo
e = E
n=0

Théoreme 13.7.2. La fonction exponentielle est entiére, partout non nulle et vérifie

n

| N

!

3

Vz,w e C etV =¢* ¥
V2eC e =e?
Ve=x+iyeC |e*]=¢€"

Z’I’L
DEMONSTRATION : La série entiere ) | — aun rayon de convergence infini, donc converge

pour tout z € C. Sa somme est holomorphe sur C, donc entiere. Soient z et w dans C.
n

z wP
Puisque les séries de terme général ( —') et ( —') convergent absolument, on a
n! p!

£ (3 5) (e

m=0 n+p=m
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d’on e % .e* = e = 1, ce qui montre que e* # 0. De plus
oo T o0 _
— N Zn .
e~ = _— = — = e
Z n! Z n!
n=0 n=0

Enfin

z‘Q z._

o
I
|

)
IS
_|_
W
|

)
[\]
8
|

e Fo et = e = (o)
et puisque e est le carré du nombre réel /2, e est positif. On en déduit que e est le
module de e*.

Théoréme 13.7.3. La fonction exponentielle est surjective de C sur C*. Il existe un nombre
réel w tel que
e =e" <= dIneZ z—w=>2nin

On appelle logarithme du nombre complexe w tout nombre complexe z tel que e* = w.

. e 2" e
DEMONSTRATION : La série dérivée de E(z) = ZZO:O—' est F(z). La dérivée de la
n!
fonction exponentielle est donc égale a la fonction exponentielle. Pour = réel, la fonction
x — e est donc dérivable, a dérivée strictement positive. C’est donc un homéomorphisme
sur son image. Puisque, pour x > 0, on a ¢ > 1+ x, on a lim,_,;€e* = +oo. Et
lim, ,_e® =lim, .1 1/€e® = 0. Donc 'exponentielle est un homéomorphisme de R sur

10, 4+o0l.

Soit maintenant ¢ la fonction de R dans C définie par ¢(y) = €. On a |p(y)| = 1 et
o(y+v') = p(y)p(y’). Puisque ¢ est continue, Sy = ¢(R) est une partie connexe du cercle
unité S. On a

Rl =1=24 3 1 G =1+ S gy

qui est la somme d'une série alternée dont le terme général décroit vers 0 en valeur
absolue. La somme a donc le signe du premier terme, c’est-a-dire est négative. Il en résulte,
par un argument de connexité, qu’existe un nombre réel 6§ compris entre 0 et 2 tel que
Re(e(0)) = 0, c’est-a-dire ¢(0) =i ou ¢(#) = —i. Donc ¢(20) = —1 et puisque ’ensemble

{Re(p(y)) : y € R} est connexe, il est égal a [—1,1]. De plus puisque ¢(—y) = ¢(y), on a
So=S.
w ,
Donc, si w € C*, il existe x tel que e* = |w| et y tel que ¢(y) = W ; alors e* W = w), ce
w

qui montre la surjectivité de ’exponentielle.
Enfin, si on pose 7 = inf{t > 0 : ¢(t) = —1}, on a €™ = —1 puisque ¢ est continue. Pour
0<t<monap(t)# —1,et aussi p(t) # 1 car on aurait sinon (7 —t) = —1, contrairement

au fait que 0 < 7 —t < 7. On en déduit que Im(p(t)) ne s’annule pas, donc est de signe
C\4

Sme(y) < (D"y™"
— T X @t

constant puisque |0, 7| est connexe. Et puisque
puisque |0, 7| puisq @t 1)

— 1 quand y
n=0

tend vers 0, Im(e(y)) > 0 pour 0 <y < 7.

Ceci montre que ¢(7/2)? = p(r) = —1 et Sm(p(n/2)) > 0, donc que ¢(7/2) = i. Et puisque

0(21) = ()2 =1 on a p(2n7) = 1™ = 1. Et si s € R vérifie p(s) = 1, il existe un entier

140



Chapitre 13 : Fonctions holomorphes

n € Z tel que —m < s —2nmw < 7; alors p(s — 2nw) = p(s) = 1, et la seule valeur de y sur
[—7, 7] ol p(y) =1 est 0. Donc s — 2nm = 0.

Finalement, si e* = e, on a e*~" =1, donc Re(z —w) =0, et si z —w = iy, p(y) = 1, d’ou
Yy = 2nm, pour un n € Z. [ |

13.8 Indice par rapport a un lacet
On va donner une définition précise de ce qu’est intuitivement le nombre de tours que fait
un lacet autour d’un point.

Définition 13.8.1. Soient v un lacet de classe %' par morceaux dans C et w un point
n’appartenant pas a l'image de . L’indice de w par rapport a -y est

1 dz
I = —
W(w) 21w /7 Z—w

Théoréme 13.8.2. Si v est un lacet : [a,b] — C de classe &' par morceaux, I'indice I,
est une fonction localement constante sur C \ ~([a, b]) a valeurs entiéres, et nulle en dehors
du disque D(zg, R) si celui-ci contient I'image I" de ~.

DEMONSTRATION : Puisque l'indice est égal &
1% ~(t)dt
2im J, () —w
I, est fonction continue de w sur le complémentaire de I'. Pour prouver qu’elle est localement

constante, il suffit de prouver qu’elle est a valeurs entieres. Pour cela, fixons w et définissons,
pour s € [a, b],

s ~/(t) dt

90(3) = efa FE—w

La fonction ¢ est continue et vaut 1 en a. De plus, la fonction s — (SO)L est dérivable
v(s) —w
a droite sur [a, b[ et sa dérivée a droite vaut
o' (8)(v(s) —w) — p(s)Y(s (s ~'(s
(B0~ ) () o) [ A gy
(v(s) —w) (v(s) —w)? [v(s) —w
donc est nulle sur [a, b]. Ceci montre que (gp)i est constante, donc que
v(s) —w
p)  pla) 1

) —w @) —w  Aa)—w
ou encore ¢(b) = e2™~(®) = 1. Ceci montre donc que I, (w) € Z.
Et si I' € D(z0, R), on a pour |w — zp| > R
1 [P W)
I < — ———dt
[ (w)] < 27T/a |lw— 20| — R
ce qui montre que si |w — zg| est assez grand, on aura |I,(w)| < 1 donc I,(w) = 0. Et

puisque C \ D(z, R) est connexe, la fonction localement constante I, y est constante, donc
nulle. ]
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Théoréme 13.8.3. Si~ est le cercle de centre z et de rayon r parcouru dans le sens direct,
I, vaut 1 dans le disque D(z,7), et 0 hors du disque D(z,r).

DEMONSTRATION : Il résulte du théoréme précédent que I, est nul hors de 15(2, 7). Puisque
I, est constante sur 'ouvert connexe D(z, ), il suffit de le calculer en z. On peut paramétrer
le cercle par y(t) = z + re' pour t € [0, 27]. Alors

2w F alt

ire
I = — ————dt=1
1(2) 22'77/0 (z +reit) — 2

ce qui acheve la démonstration. |

13.9 Holomorphie et analyticité

Théoreme 13.9.1. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue de U dans C. Les
quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

i) [ est holomorphe.
it)  f est analytique.
it1)  La forme différentielle w = f(z) dz est fermée.

w)  Pour tout disque compact D(a,r) contenu dans U et tout w dans D(a,r), on a
la formule de Cauchy

flw) = 1 f(z)dz

N % C(a,r) Z—w
ot C(a,r) désigne le lacet t — a + re®t sur [0, 27].

On va prouver i) = iv) = ii) = i) et i) = iii) = i). Pour cela, on prouve d’abord deux
lemmes.

Lemme 13.9.2. Soit ¢ une fonction continue de [0, 2] dans C. Si on pose

2mrn

1 27 )
an = / ©(0) e dp
0
la série S(w) = Y07 a,w™ a un rayon de convergence au moins égal 4 r, et on a, pour

lw| <,
1 2T o(9)ir et
[ e g
2z'7r/0 ret —q (w)

DEMONSTRATION :  Puisque la série Y, 2™ a un rayon de convergence égal a 1, elle converge
normalement sur tout disque compact de centre 0 et de rayon < 1. On a dong, si |w| < r,
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_ 0
w 1 ret
) = On

, . o W
convergence normale sur [0, 27| de la série ) ;" —e nf vers (1 —
r

r e re? —w’

en déduit puisque ¢ est bornée :

1 27 0 i0 p 1 27 n )
—/ pO)re” ‘gre df = lim Z—/ 0(0) 2 e~ gy
2 Jo rev—w p—00 £ 27 Jo rm
P
:ph_)rgozanwn
n=0

Ceci prouve la convergence de la série S(w) pour tout w de D(r). Le rayon de convergence
de S est donc au moins r et on a

1 [ w(O)r et? B
/O PO 19— S(w) n

o reif —qw

Lemme 13.9.3. Soient U un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur U. Alors la
forme f(z)dz est fermée sur U.

DEMONSTRATION : Soit Ry un rectangle compact inclus dans U. Il faut démontrer que
I5 Ry (z) dz = 0. On va sinon construire une suite (Ry) de rectangles emboités, deux-a-deux
homothétiques et de diametre tendant vers 0, dont 'intersection comporte un point unique
ou f n’est pas holomorphe.

Pour cela, on définit un 6 > 0 et on construit par récurrence une suite décroissante (Ry) de

1
rectangles telle que diam(Ry) < §diam(Rk_1) et que

(2)dz| > 6(diam(Ry))? (%)

ORy,

Supposons construite la suite (Ry). Alors Uintersection de (Rjx) est un singleton {b} et f
devrait étre holomorphe en b. Pour € > 0 il devrait exister un n > 0 et un A € C tels que

£ (2) = f(b) = Mz = b)| < e[z — D]

dés que |z—b] < n. Il existe donc un entier k tel que diam(Ry) < n, et puisque
b € Ry, le rectangle Ry est contenu dans le disque D(b,n). Il en résulte que, si 'on pose
g(z) = f(2) = f(b)—A(z—b), on a |g(2)| < e.diam(Ry) en tout point de ORy, et on remarque
que

g(2)dz = f(2)dz —d (f(b)(z —b) + %(z - b)2)

d’ou résulte que

(2)dz = /E)R g(z)dz

ORy,

et puisque la longueur du bord de Ry est inférieure a 4.diam(Ry), cette derniere intégrale
est inférieure en module & 4e(diam(R}))?, ce qui contredit I’hypothése de récurrence si ¢ a
été choisi inférieur a /4.
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Il reste donc seulement & faire la construction des (Ry). Puisqu’on suppose que

f(z)dz#0,

ORy

on pose

- |on, 62

N (dmm(Ro)) >0

Supposons construit Rj_; satisfaisant (). On considere les 4 rectangles (Ry j)i<j<a ho-
mothétiques a Rj_1, d’intérieurs deux-a-deux disjoints et recouvrant Rj_1, obtenus en di-
visant en 2 parties égales les cotés de Ry_1 ; et on va montrer que I'un d’entre eux peut étre

1
pris comme Ry. On a diam(Ry, ;) = idiam(Rk_l) et

2)dz =
[ ge=2 [ e

puisque les intégrales sur les cotés des (Ry ;) qui sont intérieurs a Ry se détruisent deux-
a-deux (elles apparaissent comme intégrales sur le bord de deux rectangles adjacents, avec
des orientations opposées).

S R
Vot

S aucun des 4 rectangles Ry ; ne convenait pour étre pris comme Ry, on aurait

S/ z)dz <Z/ dz
ORk_1 ORy,;

< 46.diam(Ry 1)? = 6.diam(Rg_1)*

S.diam(Ry_1)*

et cette contradiction acheve la construction par récurence. |
Nous démontrons maintenant le théoreme 13.9.1.
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i) = iv) Supposons donc f holomorphe sur U, D(a,r) C U, et notons v le cercle de
centre a et de rayon r orienté dans le sens direct. L’indice I,(w) vaut donc 1 en tout point
f(z) = f(w)
z—w
est holomorphe sur U \ {w} et continue en w puisque f y est holomorphe. Donc la forme
w = g(z) dz est fermée sur U \ {w}, en vertu du lemme 13.9.3 et sur U en vertu du lemme
13.3.5. Comme U contient un disque ouvert de centre a et de rayon v’ > r, w est exacte sur

D(a,r’") et on a
I Y O ) R A ()
0—/Vw_ vz—wdz /Vz—wdz

w de D(a,r). La fonction g : z +— , quotient de deux fonctions holomorphes

Donc

iv) = ii)  Supposons que D(a,r) C U, et posons p(#) = f(a +re?) et

1 o —nif
ap = w(f)e de
0

2mrn

Il résulte du lemme 13.9.2 que la série entiere S,.(z) = > a,2™ a un rayon de convergence
au moins égal a r et que, pour w € D(a,T)

2 ret? 2)dz
Stw-a) =5 [ A Sy [k _ )

C 2m a—w+re? 2w o, z2—w

ce qui montre qu’au voisinage de a, f se développe en série entiere, c’est-a-dire que f est
analytique. De plus, si D(a,7) C D(a,r') et D(a,r') C U, on a Sy(2) = f(a + z) = Sy (2)
pour |z| < r, ce qui entraine que S, et S, coincident. En particulier, le rayon de convergence
de S, est supérieur a tout r’ tel que D(a, r") C U ; il est donc au moins égal a la distance de
a au complémentaire de U.

i1) = 1) Ceci a été démontré au théoreme 13.5.2.
i) = iii)  Ceci est exactement le lemme 13.9.3.

iii) = 1) Soient a € U et r tel que D(a,r) C U. La forme fermée f(z) dz est exacte sur le

disque D(a,r), donc y posséde une primitive I, qui est de classe & et vérifie dF = f(2) dz,

OF
c’est-a-dire — = i——. Donc F est holomorphe sur D(a,r), donc analytique puisque nous

Jy ox
avons déja prouvé I'équivalence de 7) et 7). Il en résulte que sa dérivée F’' = f est analytique,
donc holomorphe sur D(a, ). Ceci montre que f est holomorphe en tout point de U. |
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13.10 Inégalités de Cauchy

Théoreme 13.10.1. Soient f une fonction holomorphe sur I'ouvert U de C, a un point de

f"(a)

n!

U et p la distance de a au complémentaire de U. Alors la série entiére y - 2" a un

rayon de convergence au moins égal a p et a pour somme f(a+ z) si |z| < p.

DEMONSTRATION : La fonction f est analytique, et on a vu dans la démonstration du

théoreme 13.9.1 qu'il existe une série entiere, nécessairement unique, S(z) = > a,z" de

rayon de convergence > p, telle que S(z) = f(z + a) si |z| < p. D’apres le théoréme 13.5.2,

on a S'(z) = f'(z+ a) si |z| < p, donc par récurrence S (2) = (2 + a) si |2| < p. Et
f"(a)

puisque S (0) = nla,, on a a, = - |
n!

Théoreéme 13.10.2. Soient U un ouvert de C, f holomorphe sur U et D(a,r) un disque
compact contenu dans U. Si le développement de f en série entiére au voisinage de a est
S pan(z —a)", on a, pour n € N

1 2m

Ay =
2mrn

DEMONSTRATION : Ceci résulte immédiatement de la démonstration du théoreme 13.9.1.
[ |

Théoréme 13.10.3. (Inégalités de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe au voisinage

du disque compact D(a,r) et bornée par M sur ce disque. Alors les coefficients (a,) du
développement en série entiére de f en a vérifient

lan| < Mr™"
DEMONSTRATION :  Ceci résulte du théoréme précédent, puisque
2m
, - 2T M
6 —inf
a+re?’|. e df <
| lrtasre?] et ap < S

Théoréme 13.10.4. (Liouville) Soit f une fonction entiére bornée. Alors f est constante.

f(a + Tei@) e—in@ do

DEMONSTRATION :  Soient (ay,) les coefficients du développement de f en série entieére en
0. Si f est bornée par M, on a pour tout » > 0, en vertu des inégalités de Cauchy

lan| < Mr™"

ce qui entraine a,, = 0 pour tout n > 1. La série entiere est donc constante, et coincide avec

f sur C. |

Théoréme 13.10.5. (d’Alembert) Soit p = Z;.lzo a; X7 un polynéme non constant a

coefficients complexes. Alors p a au moins une racine dans C.
DEMONSTRATION :  Si p ne s’annulait pas sur C, la fonction f = 1/p serait entiere. De plus,

|aal |2*

puisque |p(z)| > pour |z| assez grand, on aurait lim,|_.., 1/p(z) = 0, ce qui montre

que f serait bornée, donc constante par le théoreme de Liouville, et contredit ’hypothese
que p n’est pas constant. [ |
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13.11 Limites de fonctions holomorphes

Théoréme 13.11.1. Soit U un ouvert de C. Si (f,,) est une suite de fonctions holomorphes
sur U qui converge uniformément sur U vers une fonction f, la fonction f est holomorphe.

DEMONSTRATION :  On voit d’abord que f est continue, comme limite uniforme de fonctions
continues. Pour montrer que f est holomorphe, il suffit de montrer que la forme f(z)dz est
fermée, et, pour cela de montrer que, pour tout rectangle compact R contenu dans U, on a
Jor f(2)dz =0.

Puisque R est convexe, il est simplement connexe, et puisque la forme f,(2)dz est fermée,
on a [y, fn(z)dz = 0. Et puisque

f(z)dz

OR

< 4.diam(R) ||f — fnll

(2)dz— [ fulz)dz
OR

f
OR
on conclut que | [, f(z) dz| = 0. |

Théoreme 13.11.2. Soient U un ouvert de C, I un intervalle compact de R, et ¢ une
fonction continue sur U x I telle que, pour tout t € I, la fonction z — ¢(z,t) soit holomorphe.
Alors la fonction

2o 1) = [ elatde
I
est holomorphe sur U.

DEMONSTRATION :  Puisque I est compact et ¢ continue sur U x I, f est continue sur U.
Pour montrer qu’elle est holomorphe, il suffit de montrer que, pour tout rectangle compact
R contenu dans U, on a [, f(z)dz = 0. Or

- (Z)d22/1</8R90(2,t) dz) dt

et puisque, pour tout ¢ la fonction z — ¢(z,t) est holomorphe, I'intégrale [, ¢(z,t) dz = 0.
On en conclut que [, f(z)dz = 0. |

13.12 Logarithme d’une fonction

Théoreme 13.12.1. Soient U un ouvert simplement connexe de C et f une fonction
holomorphe sur U qui ne s’annule pas sur U. 1l existe alors une détermination du logarithme
de f, c’est-a-dire une fonction holomorphe g sur U telle que

f(z) =e9%)  pour tout z de C

/
DEMONSTRATION :  La fonction f’ est holomorphe sur U, donc aussi A = ~. Donc la forme

différentielle h(z) dz est fermée, et exacte puisque U est simplement connexe. Si a est un
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point de U, et o € C tel que e = f(a), il existe une primitive g de la forme h(z) dz qui vaut
a en a. Alors g est holomorphe et la fonction holomorphe ¢ définie par ¢(z) = f(z)e™9(*)

vérifie p(a) = f(a)e ™ =1 et

¢'(z) = e 9 (f(2) = f(2).

Donc ¢ est constante, et partout égale & 1, ce qui signifie que f(z) = e9(*). |
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14
LE THEOREME DES RESIDUS

14.1 Singularités isolées

Théoreme 14.1.1. Soient U un ouvert de C, a un point de U et f une fonction holomorphe
sur U \ {a}. Trois cas mutuellement exclusifs peuvent se présenter :

e ou bien f est bornée au voisinage de a, et f se prolonge en une fonction holomorphe f
sur U. On dit alors que a est un point régulier de f

e ou bien |f(z)| tend vers I'infini quand z tend vers a, et il existe un entier k > 1 et une
9(2)
(z—a)*

fonction g holomorphe sur U tels que f(z) = sur U \ {a}. On dit alors que a est

un pole de f.

e ou bien, pour tout voisinage V de a dans U, f(V \ {a}) est dense dans C. On dit alors
que a est un point singulier essentiel de f.

DEMONSTRATION : Si f est bornée au voisinage de a, la fonction g définie sur U par

o(z) = {F- ) sizfa

0 siz=ua

est continue sur U et holomorphe sur U\ {a}. Il résulte donc du lemme 13.9.3 et du théoreme
13.9.1 que g est analytique sur U. Il existe donc une série entiere S(w) = > a,w™ telle que
g(z) = S(z — a) pour |z — a| assez petit. On a ag = ¢g(0) = 0. Donc, pour z assez voisin de
aona f(z) => " ant1(z —a)™, ce qui montre qu’en prolongeant f en a par f(a) = a,
la fonction f est holomorphe sur U.

Silim,_, |f(2)| = 400, il existe un disque D(a, ) contenu dans U tel que |f(z)| > 1 en tout
point de D(a,r)\ {a}. La fonction h = 1/ f est alors holomorphe et bornée sur D(a,r)\ {a},
donc se prolonge en une fonction & holomorphe sur D(a,r) et nulle en a. Il existe alors une
série entiere S(w) = Y a,w™ de rayon de convergence au moins 7 telle que, pour z € D(a,r)

h(z) = Z an(z —a)”
n=0
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Et puisque h ne s’annule pas, la série S n’est pas identiquement nulle. Il existe donc un plus
petit entier p tel que a, # 0. et si on pose, pour z € D(a,r),

h(2) = 3 apenlz — 0"

on a hi(a) # 0 et h(z) = (z — a)Phi(z). Par continuité de hq, il existe ' < r tel que hy
ne s’annule pas sur D(a,r’). Alors g = 1/hy est holomorphe sur D(a,r’) et on a, pour
0<l|z—al <7,
_9(2)
f(Z) - (Z o CL)p
donc g = (z — a)P f(z) est holomorphe sur (U \ {a})U D(a,r") =U.
Enfin, si f n’est pas dans le troisieme cas, il existe un disque D(w, p) qui est disjoint de

f(V\ {a}), pour un voisinage V' de a. Alors la fonction g(z) = est bornée par 1/p

1
f(z) —w
sur V'\ {a}, et se prolonge en une fonction holomorphe g sur V. Si g(a) = b # 0, on voit que
lim,_,, f(z) = w+1/b, et a est un point régulier. Si g(a) = 0, lim,_, |f(z)] = o0, et a est
un pole de f. |

Théoreme 14.1.2. Soient U un ouvert de C, a un point de U, f une fonction holomorphe
sur U \ {a}. Si a est un péle de f, il existe un unique polynéme P nul en 0, et une fonction
g holomorphe sur U tels que, sur U \ {a},

£(z) = 9(z) + P(-—)

Le degré de P est appelé I'ordre du pole, et P la partie principale de f en a.

DEMONSTRATION : D’aprés le théoréme précédent, il existe une fonction holomorphe g;
z
91 )k Alors, si D(a,r) C U, si

(z—a)

S(w) = > a,w™ est le développement de g; en série entiere en a, et si on note

sur U et un entier k tels que g1(a) # 0 et que f(z) =

k
P(X)=> a_;X’
j=1

9(z) =) anir(z—a)"

on a . )
g1(z
P = =
o2)+ P—=2) = 22 = 1)
pour 0 < |z —al| <.
1
Si @ était un autre polynoéme avec les mémes propriétés, la fonction z — (P — Q)(——)

serait bornée au voisinage de a, c’est-a-dire que le polynome P — () serait borné au voisinage
de l'infini, ce qui n’est possible que si P — @ est une constante. Et comme P(0) = Q(0) = 0,
cette constante serait nulle. |
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14.2 Fonctions méromorphes

Définition 14.2.1. Soit U un ouvert de C. On appelle fonction méromorphe sur U un
couple (f,E) ou E est une partie fermée discréte de U, et f une fonction holomorphe sur
U \ E pour laquelle tout point de E est un point régulier ou un péle.

On convient d’identifier deux fonctions méromorphes (f, E) et (f1,F1) qui ont méme
restriction a U \ (E U Ey).

Théoréme 14.2.2. Soient U un ouvert de C et f une fonction méromorphe sur U. Alors
les poles de f' sont ceux de f. De plus, si a est un pole de f d’ordre k, a est un péle d’ordre

k41 de f'.

DEMONSTRATION :  Soit F un ensemble fermé discret de U tel que f soit holomorphe sur
U\ E. Alors f’ est holomorphe sur U \ E. Et si a € FE est un pole d’ordre k de f, il existe
g, holomorphe sur un voisinage V' de a, non nulle en a, telle que, sur V' \ {a},

oo 9
f( ) - (Z . a)’“
Alors, sur V' \ {a}, on a
) - o) G =@ ) (= a)g/() k() | hC)
(z —a)?k (z —a)k+t1 (z —a)k+t1
ce qui montre que a est un pole d’ordre k + 1 puisque h(a) = —kg(a) # 0. |

Théoreme 14.2.3. Soient U un ouvert de C, f; et fo des fonctions méromorphes sur
U. Alors, f1 + f2 et fi.fs sont méromorphes sur U. De plus, si U est connexe et fo non

identiquement nulle, L st méromorphe sur U.

f2

DEMONSTRATION :  Si Fj et Ey sont discrets fermés dans U et si f; est holomorphe sur
U\ Ej pour j =1, 2, 'ensemble E = E; U E; est discret fermé, et sur U\ E, f1 + f2 et fi.fo
sont holomorphes. Pour tout a de E existent deux entiers k; et ko tels que (z — a)*' f et
(z—a)*2 f, soient bornées au voisinage de a. Alors (z —a)*1+F2(f1 + fo) et (z—a)*1HF2(f1.f2)
sont bornées au voisinage de a, ce qui montre que a est un point régulier ou un pole pour
f1+ f2 et f1.fa. Ces deux fonctions sont donc méromorphes.

Si U est connexe et fy non identiquement nulle, 'ensemble Z des zéros de f, est discret
fermé dans U \ Fsy. Et puisque chaque point a de Ey est pour fo un point régulier ou un
pole, a ne peut étre point d’accumulation de Z. Donc E} = F5 U Z est discret fermé et fo
ne s’annule pas sur U \ Fj. Il en résulte que 1/fs est holomorphe sur U \ F) et admet en
chaque point de F) une limite finie ou infinie. Donc 1/fs est méromorphe sur U, de méme

1
queﬁ:fl.— ]

P fa

Corollaire 14.2.4. Sur un ouvert connexe, les fonctions méromorphes forment un corps.
Définition 14.2.5. Soient U un ouvert de C, f une fonction méromorphe sur U et a un

dans la

pole de f. On appelle résidu de f en a et on note Res(f,a) le coefficient de
z—a
partie principale de f en a.

Théoreme 14.2.6. Soient U un ouvert connexe de C, a € U, f et g deux fonctions
holomorphes sur U. On suppose que g(a) = 0 et ¢’(a) # 0. Alors a est un point régulier de

151



Chapitre 14 : Le théoréme des résidus

la fonction méromorphe / si f(a) = 0 et un péle simple (c’est-a-dire d’ordre 1), de résidu
g

f(a)

g'(a)

DEMONSTRATION : Puisque ¢'(a) # 0, g n’est pas identiquement nulle. Donc f est
g

si f(a) # 0.

méromorphe. De plus, la fonction g¢1(z) = M, prolongée par gi(a) = ¢'(a) est
z—a
holomorphe et non nulle au voisinage de a. La fonction i, qui est holomorphe au voisinage
9
de a s’écrit donc s fa)
a
— =5+ (2 —a)h(z)
g g'(a)

ou h est holomorphe au voisinage de a. On en déduit :

1 S 1 @
g(z2)  z—a gi(z) z—a g¢g(a) +h(2)

ce qui prouve le résultat cherché. |

14.3 Le théoreme des résidus

Théoreme 14.3.1. Soient U un ouvert de C, f une fonction méromorphe sur U, v un
lacet dans U homotope dans U a un lacet constant et ne passant par aucun pole de f. Alors,
si A désigne I’ensemble des poles de f, on a

5= [ 14z = 3" Res(f.a)t, (a)

A%
acA

la somme ci-dessus ne comportant qu’un nombre fini de termes non nuls.

DEMONSTRATION :  Soit h : [a,b] X [0,1] — U une homotopie dans U entre v et un lacet
constant vy. Pour tout w hors du compact X = h([a,b] x [0,1]), v est homotope par h & g
dans C\ {w}. Il en résulte que

L(w) = Ly (w) = 0

Et comme A est discret fermé, A N X est discret compact, donc fini. Il en résulte que
Res(f,a)l,(a) est nul sauf pour un nombre fini de a € A.

Soit P, la partie principale de f en a. On pose R = ) . 4~ x Pa. Alors f— R est méromorphe
et n’a pas de pole sur X. Il existe donc une fonction holomorphe g sur un voisinage ouvert
V de X dont la restriction & V' \ 4 est f — R. Et comme v est homotope a 7y dans V, on a

/Wg(z)dz:/%g(z)dz:o
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De plus, pour k£ > 2, on a

@fizawf:d@l—k)(i—aw—l)

d’ou résulte que

Fo(z)dz = (Pa(z) - M) dz

est une forme exacte sur U \ {a} et que f,y F,(z)dz = 0. On en déduit que

1 / f(2)dz L g(2)dz + L / R(z)dz = L R(z) dz

2 2 ), 2 2m J,
1 1 d
= Z T/FG(Z)CZZ‘i_ Z Res(f,a)T/ z
a€ANX Sy a€ANX M Jyz—a
— Y Res(f,a)l,(a)
a€ANX
ce qui acheve la preuve. |

En particulier, si U est simplement connexe, la condition d’homotopie est automatiquement
vérifiée. Usuellement, on applique ce théoreme en prenant pour v un lacet simple, c’est-a-
dire sans point double. Nous admettrons sans démonstration le résultat suivant, qui est clair
dans les cas usuels ou y est constitué d’arcs de cercle et de segments de droite :

Théoréme 14.3.2. (Jordan) Si v est un lacet simple dans C, d’image L, I'ouvert C\ L
possede deux composantes connexes. L’une d’entre elles est bornée dans C et 'indice par
rapport a vy y vaut 1 ou —1 (suivant l'orientation de ). L’autre est non bornée et I'indice y
est nul.

On en déduit le résultat suivant.

Théoreme 14.3.3. Soient U un ouvert simplement connexe de C, f une fonction méro-
morphe sur U, v un lacet simple dans U orienté dans le sens positif et ne passant par aucun
pole de f. Alors, si B est ’ensemble des péles de f contenus dans la composante connexe
bornée, on a

%/Wf(z) dz = ZRes(f,a)

a€EB
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14.4 Calculs d’intégrales

Exemple 14.4.1. Calcul, pour t > 0, de
+oo gtz .
|55
On considere, pour R > 2, le lacet simple vg formé par le demi-cercle supérieur de centre

0 et le diametre horizontal. La composante connexe bornée est ici le demi-disque supérieur,
itz

qui contient deux des quatre poles de la fonction f(z) = , les points ¢+ 1 et ¢ — 1. Les

2t +4

ot(i—1)

résidus se calculent par la méthode du théoreme 14.2.6 et valent respectivement m
i

ot(—i—1)
et m On a donc :
1 et [(i+1)et  (i—1)e
ﬂ/ fz)dz == [ Grf G-
YR
d’ou

—t

/f(z)dZ:We (sint + cost)
TR 4

R ’ R

Si on parametre le demi-cercle par v(t) = Re®, pour 0 < s < 7, l'intégrale le long du
demi-cercle vaut : ,
™ ez'tRelS )
——iRe"” d
/0 R4 edis _}_4@ §

et, puisque |e*f*®

S‘ < 1, se majore en module par
/7r Rds 7R
o R*—4 RY—14

qui tend vers 0 quand R — oo. L’intégrale sur le diametre vaut /

+R eit:r:

. Par passage a

la limite quand R — oo, on obtient

+oo eitm dx ﬂ.e—t '
per R (sint + cost)

— 00
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Exemple 14.4.2. Calcul de

/OO log de
0 (ZU‘{‘ 1)3

Sur la bande V. = {2z = x +iy : 0 < y < 27}, 'application exponentielle est un
homéomorphisme holomorphe sur son image U = {z : z ¢ R*}. L’application réciproque
est une détermination continue du logarithme, que nous noterons ici log. Puisque V est
convexe, il est simplement annexe, et U, qui lui est homéomorphe, ’est aussi. Alors, sur
U, la fonction f(z) = %
cercle de rayon 1/n centré a l’origine et situé dans le demi-plan {z : e z < 0}, des segments
de droite horizontaux d’ordonnée 1/n et —1/n entre les abscisses 0 et n, et de 'arc de cecle
centré en 0 et de rayon r = y/ n? 4+ 1/n? joignant les points n +i/n et n —i/n dans V.

est méromorphe. On considere le lacet v, composé du demi-

ah

Le seul pole de f est —1. En utilisant le développement de Taylor du logarithme en —1, on
trouve

Res(f,—1) = (logz)”(—l)

log(2)

N

) (1) =1—ir

I
—~

Par ailleurs, on a log z = log |z| + if avec 0 < 6 < 27, d’ou [log z|*> < log?(|z|) + 472. Donc
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la fonction f se majore en module sur le demi-cercle de rayon 1/n par

()] < doE ) i

(1- 5)3

et sur le cercle de rayon r par

(log® r) + 42
|f(2)] < B

Les contributions des arcs de cercle a I'intégrale sont donc majorées respectivement par

7 (log® n) + 472

"oy

et
(log? r) + 4m?

2
mr r—1)

et tendent vers 0 quand n tend vers l'infini. Les intégrales sur les deux segments de

> log?x
droite tendent respectivement vers / & 5 dz pour celui qui est d’ordonnée positive

o (z+1)
. /OO (log x + 2im)?
e _—
0 (z+1)3
En passant a la limite quand n — oo, on obtient donc

o) 1 2 0 1 2 2
/ 9B L g - / (log @ + 2im)” Z;T) dx = 2ir(1 — ir)

dx pour celui qui est d’ordonnée négative.

donc, puisque (logx)? — (logx + 2i7w)? = —4iwlogx + 472,

dr = 272 + 2iw

/°° —4imlog x + 4m?
0 (z+1)°

d’ou
/°° log = 1
i
o (x+1)3 2

Théoréme 14.4.3. (H. Delange) Soit f une fonction réelle sur R, de classe &>, bornée
sur R par 1, ainsi que toutes ses dérivées, et telle que f'(0) = 1. Alors f est la fonction sinus.

DEMONSTRATION :  Si on pose, pour z € C,

Fe) =3 2 Fm0)
n=0
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cette série entiere a un rayon de convergence infini, et sa somme est une fonction entiere.

La formule de Taylor-Lagrange (théoréeme 8.8.1) montre que F'(z) = f(z) pour tout z € R.
Alors, puisque F' est analytique, on a

|F(z +iy)| =

> %f<n><x>|

n=0

<§:M‘f(n)(x)’<§:w<elyl
= ol T =l T

[. Alors la fonction

1 .
On pose cosz = 5(6” +e "*) et on prend a €] — —,

!
o 3

__ F@)
9(2) = (z —a)?cosz

est méromorphe sur C. Si K, est le carré de sommets +n7w +inw et si on prend comme lacet
le bord de K, les poles de g intérieurs a K, sont a et les points /2 + k7, avec —n < k < n.

F(a
Un calcul simple montre que le résidu au pole double a vaut —( (a)
da *cosa

) et la méthode de

14.2.6 montre que le résidu en /2 + km vaut

pr1 F(m/2+km)
(/2 4 km — a)?

Res(f, g + k) = (—1)

Donc
1

. g9(z)dz = i(f(a)) + _i (—1)F+1 (;;(;ii—; ]iﬁ(z)Q

=—n

Puisque

cos(z + iy)|” = cos® x ch? y + sin? zsh? y = sh® y + cos® ©

lyl
e
on vérifie que |cos(z + iy)| > — sur 0K, d’ou

/8 o

Et, en passant a la limite quand n — oo

<3 8nm 0
~(nm—al)?

d f<a>):+§(_1)k f(m/2+ k)

%(cosa (7/2 + km — a)?

En particulier, la fonction sinus vérifie les conditions imposées a f. On en déduit, en posant

a =0, que
- d B +oo sin(7r/2—|— kﬂ') _ = 1
1= - t5(0) = Z(—l)km =2 (/2 + k)2

— 00 — o0
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Alors

+oo o ok - .
0=1-r0)=Y " ((73/)2];(]6;2);1@ )

et puisque 1 — (—=1)*f(7/2 + km) > 0 pour tout k, on doit avoir
VEeZ (-1)ff(n/2+kn)=1

On en tire, pour a €] — /2, 7/2],

d , f(a) _+°° 1 _d ,sina
%(COSCL) B Z (/2 +kn —a)?2 %(COSG>

-

ce qui entraine f(a) = sina + Acosa, avec A constant. Donc, pour a = 7/2, on doit avoir

f(a) = 1 et f'(a) = —X\. Mais comme f est bornée par 1, f atteint son maximum en a,
et A = 0. On a donc f(x) = sinz, sur | — 7/2,7/2[, et en tout point de R puisque f est
analytique. ]

14.5 Dérivée logarithmique

Théoréme 14.5.1. Soit U un ouvert de C. IS1' la fonction holomorphe f sur U n’est nulle
identiquement au voisinage d’aucun point, — est méromorphe et a pour poles les zéros de
f, avec comme résidus les ordres de ces zéros.

DEMONSTRATION : Puisque f/ et f’ sont holomorphes, et que f n’est identiquement nulle
au voisinage d’aucun point, — est méromorphe et n’a de poles qu’aux zéros de f. Si f

s’annule en a, il existe un entier k, I'ordre de a, et une fonction holomorphe g non nulle en
a telle que f(z) = (z —a)*g(2). On a alors

f'(2) = (z = )" (2) + k(z — a) " 1g(2)

donc . ,
f'iz) _ k42
= +
f(z)  z—a  g(z)
: o ' . . g
ce qui montre que a est pole simple de 7 et que le résidu en a vaut k, puisque = est
g
holomorphe au voisinage de a. |

Corollaire 14.5.2. Si f est holomorphe sur I'ouvert U, D(a, r) un disque compact contenu
dans U et A € C qui n’appartient pas a I'image par f du cercle C(a,r) de centre a et de
rayon r, la valeur \ est prise par f sur D(a,r) si et seulement si

1 f'(z)dz
2im /C(a,r) f(Z) —A 7& 0
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DEMONSTRATION : En effet I'intégrale ci-dessus est la somme des résidus des poles de
f'(z)
f(z) = A

avec leur multiplicité. |

contenus dans D(a,r), c’est-a-dire le nombre de zéros de f — A comptés chacun

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Théoreme 14.5.3. Si la fonction méromorphe f n’est identiquement nulle au voisinage
/

d’aucun point de 'ouvert U, h = = est méromorphe sur U et admet pour poles les zéros et

les poles de f. En un zéro de f d’ordre k, le résidu de h vaut k, et en un péle d’ordre k de
f, le résidu de h vaut —k.

DEMONSTRATION :  Puisque f et f’ sont méromorphes, et que f ne s’annule identiquement
au voisinage d’aucun point, h est méromorphe. Les poles de h sont nécessairement des zéros
de f ou des poles de f’, c’est-a-dire des poles de f. En un tel point a, il existe un entier k € Z
et une fonction g, holomorphe et non nulle sur un voisinage de a, tels que f(z) = (z—a)*g(z2).
On a alors comme précédemment :

e _ kL g

h(z) =
fz)  z—a  g(2)
: q'(2) . . L
et puisque ) est holomorphe au voisinage de a, on obtient que a est un poéle simple de
Y
h et que le résidu en a vaut k. |

Théoreme 14.5.4. Soient U un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe non
constante sur U. Alors f est ouverte, c’est-a-dire que I'image de tout ouvert de U est un
ouvert de C.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer que si D(a,r) C U, il existe un disque de centre
f(a) dans I'image de D(a,r). Puisque f n’est pas constante et que U est connexe, la fonction
z +— f(z)— f(a) ne s’annule qu’en @ sur un disque D(a, p), pour un p < r. Si C(a, p) est alors
le cercle de centre a et de rayon p, I'image par f de C(a,p) est un compact ne contenant
pas f(a). Il existe donc un § > 0 tel que D(f(a),d) N f(C(a,p)) = 0.

Soit alors w € D(f(a),d). Notons - le lacet circulaire t— a+pe', pourt € [0,2n]. Puisque
~ ne passe par aucun zéro de la fonction z — f(z) — w, 1 1ntegrale

m/ e

situés dans le disque D(a, p), c’est-a-dire la somme

f'(z)
f(z) —w
des multiplicités des zéros de f(z) —w situés dans D(a,p). C’est aussi l'indice de w par
rapport au lacet foy, qui est constant sur chaque composante connexe de C\ foy([0,27]) =
C\ f(C(a,p)), donc en particulier sur D(f(a),d).

Il en résulte que si w € D(f(a),d) on a N(w) = N(a) > 0, donc que I'équation f(z) = w a
au moins une racine dans D(a, p). [

est la somme des résidus de

Plus précisément, si a est un zéro d’ordre n, on a N(a) = n. Quitte a réduire p (et donc J) on
peut supposer que f’ ne s’annule pas dans D(a, p) \ {a}, et donc que les racines de ’équation
f(z) = w pour w € D(f(a),d) \ {f(a)} sont toutes simples. Alors, puisque N(w) = n, on
voit que ’équation f(z) = w a exactement n racines simples distinctes dans D(a, p).

On démontre de fagon semblable le résultat suivant :
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Théoréme 14.5.5. Si f est une fonction méromorphe sur I'ouvert connexe U, si v est
un lacet simple orienté positivement dans U, limitant une composante connexe bornée A
contenue dans U et si v ne passe par aucun zéro ni aucun pole de f, I'intégrale

L)
2ir ), 1) @

est le nombre de zéros de f dans A diminué du nombre de poles dans A.

Définition 14.5.6. Une fonction holomorphe sur un ouvert U est dite univalente si elle
est injective.

Théoreme 14.5.7. Si f est une fonction holomorphe univalente sur 'ouvert U, f est un
homéomorphisme de U sur f(U) et f~! est holomorphe.

DEMONSTRATION : En effet, f est bijective, continue et ouverte de U sur f(U), donc est
un homéomorphisme. De plus f’ ne peut s’annuler sur U. En effet, si f'(a) =0, on a vu que
I’équation f(z) = w a, pour w voisin de a, un nombre de racines supérieur ou égal a 2, ce
qui contredit I'univalence de f.

Donc f~! est holomorphe, d’apres le théoréme 13.6.5. |
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15
ENSEMBLES DENOMBRABLES

Le but de ce chapitre est de rappeler les principaux résultats concernant les ensembles
dénombrables qui sont utilisés dans ce cours. Ils sont essentiellement donnés ici a titre de
référence.

15.1 L’ensemble des entiers

On suppose connu ’ensemble N des entiers. C’est un ensemble totalement ordonné infini,
possédant un plus petit élément, 0, et dans lequel tout élément n vérifie que {p € N:p < n}
est fini. Une de ses propriétés fondamentales est la suivante :

Proposition 15.1.1. Toute partie non vide de N possede un plus petit élément.

En particulier, pour tout élément n de N, ’ensemble {p : p > n} est non vide et possede
un plus petit élément noté n + 1, le successeur de n. On en déduit aisément le principe de
récurrence.

Principe 15.1.2. (Récurrence) Si A est une partie de N contenant 0 et telle que
necA = n+lecd

alors A = N.

DEMONSTRATION :  Si A # N, I'ensemble N\ A est une partie non vide de N, et possede
donc un plus petit élément m. Puisque 0 € A, ’ensemble {p : p < m} est fini et non vide,
donc possede un plus grand élément n. On a alors nécessairement n+1 = m. Puisque n < m,
onan€ A, et puisquen € A=n+1¢€ A, on am € A, contrairement a la définition de
m. |

Exemple 15.1.3. Si f est une application strictement croissante de N dansN, on a f(n) > n
pour tout entier n.
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DEMONSTRATION : Soit A = {n : f(n) > n}. On a f(0) > 0, donc 0 € A. Et si n € A,
c’est-a-dire f(n) > n, on a
fln+1)> f(n) =2n

donc f(n+ 1) > n et enfin f(n+ 1) > n+ 1, c’est-a-dire n + 1 € A. On en conclut que
A =N, donc que f(n) > n pour tout n. |

15.2 Dénombrabilité

Définition 15.2.1. Un ensemble E est dit dénombrable s’il est en bijection avec une partie
de I'ensemble N des entiers.

Il est clairement équivalent de définir un ensemble E' comme dénombrable s’il existe une
injection de E dans N. En effet, si j est une injection de E dans N, j est une bijection de F
sur j(F) C N.

Théoreme 15.2.2. Si F est dénombrable et infini, il est en bijection avec N.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer qu’une partie A infinie de N est en bijection avec
N. On définit pour cela par récurrence pour tout entier n un entier a,, € A par

ap = min(A)

ap+1 =min{m € A:m > a,}

Puisque A est infini, 'ensemble {m € A : m > a,} est non vide pour tout n et U'entier a, i
bien défini. Alors la fonction f de N dans A définie par f(n) = a,, est strictement croissante,
donc injective. De plus, si f n’était pas surjective, 'ensemble A\ f(N) possederait un plus
petit élément b > ag, et puisque f(b) > b, 'ensemble non vide {n : f(n) > b} possederait un
plus petit élément p > 0. Alors on aurait p =g+ 1, a; < b et

min{a € A:a > aq} =ag41 =ap > b

bien que b € {a € A :a > a,}. Cette contradiction acheve la démonstration. |

Théoréme 15.2.3. Un ensemble non vide E est dénombrable si et seulement s’il existe une
surjection de N sur E.

DEMONSTRATION : Supposons d’abord qu’il existe une surjection g de N sur E. Alors,
pour tout z € E, 'ensemble g~1(z) est une partie non vide de N, donc posséde un plus petit
élément f(z). Alors la fonction f : E — N est clairement injective puisque si f(xz) = f(y),
onazx=g(f(x)) =g(f(y)) =y. Et ceci montre que E est dénombrable.

Inversement, si F est non vide et dénombrable, on peut choisir une injection j de E dans N
et un élément z* de E. Alors la fonction g définie sur N par

_ [T (n) sinej(E)
g(n)—{x* sin¢j(E)

est une surjection de N sur FE. ]
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Corollaire 15.2.4. Soient E et F deux ensembles, et f une surjection de E sur F'. Si E
est un ensemble dénombrable, F' est dénombrable.

DEMONSTRATION : Si E est vide, F aussi est vide, donc dénombrable. Sinon il existe une
surjection g de N sur E, et fog est alors une surjection de N sur F'. |

Théoréme 15.2.5. L’ensemble N x N est dénombrable.

DEMONSTRATION : L’application ¢ de N x N dans N définie par

o(n, k)= (2n+1).28F -1
est une bijection puisque tout nombre entier non nul se décompose de facon unique en
produit d’un nombre impair et d’une puissance de 2. |

Corollaire 15.2.6. Le produit de deux ensembles dénombrables est dénombrable.

DEMONSTRATION :  Soient E et F' deux ensembles dénombrables, f et g des surjections de
N sur E et F respectivement. Alors 'application f x g définie sur N x N par

(f xg)(n, k) = (f(n),g(k))

est surjective sur E x F'; ce qui montre que E X F' est dénombrable puisque N x N I'est. H

Corollaire 15.2.7. L’ensemble 7 des entiers relatifs et I’ensemble Q des rationnels sont
dénombrables.

DEMONSTRATION :  La fonction f définie sur Z par

2n sin>0
f(n)_{—Qn—l sin<0

est bijective de Z sur N. Donc Z est dénombrable.
L’ensemble N* des entiers strictement positifs est une partie de N donc est dénombrable,

n
ainsi que le produit Z x N* et I'image de ce dernier par ’application (n, p) — —. Ceci montre
p
que ’ensemble Q est dénombrable. |
Théoréme 15.2.8. Pour tout entier k > 1, I'ensemble N¥ est dénombrable.

DEMONSTRATION :  Ceci se vérifie par récurrence. C’est vrai, par définition, si k = 1. Et si
N¥ est dénombrable, N**+1 est le produit de N* et de N, donc est dénombrable. |

Théoreme 15.2.9. Si(FE;);cp est une famille dénombrable d’ensembles dénombrables, leur
réunion E = UjeD E; est dénombrable.

DEMONSTRATION : Puisque D est dénombrable, il existe une surjection ¢ de N sur D. Et
puisque F; est dénombrable pour tout j € D, il existe pour tout n une surjection f,, de N
sur Eg(,). On peut alors définir I'application g sur N x N par : g(n,k) = f,.(k). Et on a
clairement

gNxN)= ] E=E
ce qui montre que E est dénombrable. |
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