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Schéma de la démonstration :

1
_ In(1—x . e
On va calculer I’intégrale J'—gdx par deux méthodes differentes :
X
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La 1%: en utilisant le développement en séries entiéres de la fonction sous le signe somme.

1 2
La 2°™: par I’intermédiaire de la fonction F(t) =j In(x 2XCOStJrl)dx ou te[0, ] etde
X
0
I’évaluer en particulier pourt =0.

Démonstration :

La 1°® méthode :

Quel que soit x <1 le développement en séries entiéres de —In(1—x) s’écrit :
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Et finalement : [~ NE=%) _ -2 (1)
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La 2°™ méthode :
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F(D) = [ M= 2X00SUH D gy it e o, 1.
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Schéma d’étude :

1) a) Montrons les relations trigonométriques suivantes :
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b) En dérivant sous le signe somme (X €]0, z[ ) montrons que :
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F'(t)=2 [arctan ( X __COSt ﬂ
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c) En déduire que :
F't)=n—t (x€]0,7[)
Et que :
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__2 J' ox on mets le changement de variable (v =2 COSt)d
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F(t) =t —%+C (t €[0, z[) Montrer la continuité en 0.

* En utilisant les formules trigonométriques de 1) a) on a :
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* en intégrant F(t):ﬂ't—%-f-c (Vte[0,7]) car: lim

t t 1

2) Veérifions que :
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On pose le changement de variable (u = x*)

F ()

.[ In(u® — 2u cos(t) +1)d
2

5 u

2

Et en ramenant cette égalité a celle de 1) c), déduire que :
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F(t) =——@ (t [0, z[) qui n’est qu’
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un « vulgaire » trindbme !
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D’ou en simplifiant: C = —%
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Ainsi : *F(t) = ﬂt—E——:——%(tz—ZtﬂMzz):
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3) En évaluant F(t) pourt=0, Montrer que :
'1[_ Inl—x) =*
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* & I’aide de I’expression de F(t) on établie que :
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Et d’aprés I’expression équivalent de F(t) trouvé dans 1)c)ona:
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En identifiant les deux derniers résultats, on a bien :
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Conclusion :
1
On a démontré avec la 1 méthode que j _Ind=x) <2
0
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Et par la 2°™ méthode que j T 2
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Finalement on a bien démontré que :




