
Chapitr e III

EquationsDiff érentiellesOrdinair es

Cechapitreestconsacŕe à la résolutionnumériqued’un syst̀emed’équationsdifférentiellesordi-
naires ��� ����� �	��
� � ����������� ����� � � �	��
�� ����� �����

...���� ���	� ��
� � �����	���	� ����� � ��� ��
�� ������� ��� (0.1)

En notationvectorielle,cesyst̀emes’écrit������� ��
� ��� � � � 
�� ���!� � (0.2)

où �"� � � �#��������� �����%$ et �'&)( *,+-( * �/. ( * �
. Voici quelqueslivresqui traitentdecesujet.
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gleichungen.WalterdeGruyter. [MA 65/309]

E. Hairer, S.P. Nørsett& G. Wanner(1993):SolvingOrdinary Differential EquationsI. Nonstiff Problems.
SpringerSeriesin Comput.Math.,vol. 8, 2ndedition.[MA 65/245]

E. Hairer& G. Wanner(1996):SolvingOrdinary Differential EquationsII. Stiff andDifferential-Algebraic
Problems. SpringerSeriesin Comput.Math.,vol. 14,2ndedition.[MA 65/245]

E. Hairer, C. Lubich & G. Wanner(2002):GeometricNumericalIntegration. Structure-PreservingAlgo-
rithms for Ordinary Differential Equations. SpringerSeriesin Comput.Math., vol. 31, 2nd
editionin preparation.[MA 65/448]

P. Henrici (1962):DiscreteVariableMethodsin OrdinaryDifferential Equations. JohnWiley & Sons.[MA
65/50]

A. Iserles(1996):A First Coursein theNumericalAnalysisof Differential Equations. CambridgeTexts in
Applied Mathematics,CambridgeUniversityPress.

J.D. Lambert(1991):NumericalMethodsfor Ordinary Differential Equations.JohnWiley & Sons.[MA
65/367]

A.M. Stuart& A.R. Humphries(1996): DynamicalSystemsand NumericalAnalysis.CambridgeUniv.
Press.[MA 65/377]
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III.1 Quelquesexemplestypiques

Pourdeséquationsdifférentiellesd’un intér̂etpratiqueontrouverarementlasolution� � 
 � exprimée
avecuneformuleexacte.Onestalorsobligéd’utiliser desméthodesnumériques.

Exemple1.1(modèledeLor enz) Uneéquationtrèscel̀ebreestcelledeLorenz(1979)

��� � �,0213� �54 1��76 � �	�98 ���,0�:���6 �,0;� � ��< 4-= � � 0-�76 ��6 �98 ���>:���< �?� � �76@0BAC�7< ��< �98 ��� = 0ED (1.1)

avec 1F�GD 8 , = �IH7: et AJ�E:�K7L . La solutionestchaotiqueet nedevient jamaispériodique.Voici
la composante� ����
 � commefonctionde 
 surl’intervalle M 8�� D 8�8�N .
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Les méthodesclassiquescommeles méthodesde Runge–Kutta (voir le paragrapheIII.2) ou
les méthodesmultipas(paragrapheIII.5) nouspermettentde trouver sansdifficultésdesbonnes
approximations.

La solution � ��
 �O� � � ����
 � � ��6 ��
 � � ��< � 
 ��� $ peutaussiêtreinterpŕet́eecommeunecourbepara-
métriquedansl’espace ( * <

(avec param̀etre 
 ). Leurs projectionssur le plan descomposantes� � ��� �76�� et � � ��� ��<�� sont dessińeesdansla figure III.1. L’intervalle d’intégrationest M 8�� H�P N . La
valeurinitiale estmarqúeeparunpoint noir épais.
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FIG. III.1: Deuxvuesdela solution Q�R�SUT5V?RWQ � R�SUTCXYQ 6 R�SZTCXYQ < R�SUTCT $ du probl̀emedeLorenz(1.1)
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Whentheequationsrepresentthebehaviour of a systemcontaininga numberof fastandslow
reactions,a forwardintegrationof theseequationsbecomesdifficult. (H.H. Robertson1966)

Exemple1.2(r éactionschimiques) L’exemplesuivant de Robertson(1966)estdevenucélèbre
commeéquationtestpourdesétudesnumériques(Willoughby1974):la réactionchimique[ ��\ �C]0^0 . _

(lente)_ 4 _ <` ���a0^0 . b 4 _
(trèsrapide)_ 4 b ���Zc0^0 . [ 4 b
(rapide)

conduitausyst̀emed’équationsdifférentiellesraides[ & � � � �d0 8���8�e � �f4 D 8 ] ��6��7< � ���g8 ���hD_ & � �6 � 8��i8�e � � 0ED 8 ] �76���<20jLlk)D 8nm � 66 ��6 �g8 ��� 8b & � �< � Llk)D 8nm � 66 ��< �g8 ��� 8�� (1.2)

Si on utilise uneméthodeclassique(par exemple,la méthodede Runge–Kutta DOPRI5)on est
obligé de prendredespasd’intégrationtrèspetitspour obteniruneapproximationcorrecte(voir
la figure III.2). Dansle paragrapheIII.9 nousétudieronsdesméthodesnumériquesadapt́eesà ce
typedeprobl̀emes(dontun repŕesentantestRADAU5). Ellesdonnentunegrandeprécisionavec
desgrandspasd’intégration.
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solutionRADAU5: 14 steps,Tol �oD 8np 6

FIG. III.2: Solutionnumériquepour(1.2)obtenueparuneméthodeclassique(DOPRI5)etparune
méthodepourdeséquationsdifférentiellesraides(RADAU5)

Exemple1.3(int égration à long terme du syst̀emeplanétaire) Commedernierexemple,consi-
déronsle probl̀emeà q corpsqui est importantaussibien dansl’astronomie(mouvementdes
plaǹetes)quedansla biologiemoléculaire(mouvementdesatomes).Leséquationssont

��� �r ��s t�uv r�w
t � t 0x� ry � t 0j� r y < (1.3)

où � r{z ( * <
est la position du | ème corps, w r sa masse,et s la constantegravitationnelle.

En introduisantla vitesse} r �~� �r commenouvelle variable,on obtientun syst̀emed’équations
différentiellespourles � r et } r dedimension��q où q estle nombredescorpsconsid́eŕes.

Commeexempleconcret,consid́eronsle mouvementde cinq plaǹetesextérieuresautourdu
soleil ( q � � corps).1 La figureIII.3 montrela différenceentreuneméthodeclassique(méthode
d’Eulerexplicite) etuneméthodeadapt́eeàceprobl̀eme;voir le paragrapheIII.10 pouruneexpli-
cation.

1La constante� , les masses��� estles valeursinitialespour les positionset vitessessontdonńeesdansle para-
grapheI.2.3du livre GeometricNumericalIntegrationdeHairer, Lubich& Wanner(2002).
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FIG. III.3: Solutionnumériquepour (1.3) obtenuepar uneméthodeclassique(méthoded’Euler
explicite) et paruneméthodéetudíeeauparagrapheIII.10

Avantdediscuterla résolutionnumériquedeséquationsdifférentielles,nousrappelonsunthéo-
rèmesurl’existenceet l’unicit édela solution(pourunedémonstration,voir le coursd’AnalyseII).

Théorème1.4 Soit � ��
� ��� unefonctioncontinûmentdifférentiabledansun voisinage de ��
���� � � � .
Alors,il existe ��� 8 tel quele problème� � ��� � 
� ��� , � � 
�� ���!� � poss̀edeexactementunesolution
sur l’intervalle ��
�� 0 � �#
���4 � � .

III.2 MéthodesdeRunge-Kutta

Pourcalculeruneapproximationdela solutionde

���)�d� ��
� ��� � � ��
�� ���!� � (2.1)

surl’intervalle M 
����#��N , onproc̀edecommesuit: onsubdivise M 
����#��N ensous-intervallesd’extrémit́es
��O�B
����I�	�����B
�� � � , on dénote� ��� 
 ��� � 0 
 � et on calculel’approximation������� ��
 ��� par
uneformuledetype ����� � ����� 4 � �n� ��
 � � ��� � � �n� � (2.2)

Unetelleformules’appelle“méthodèaunpas”,carle calculde���7� � utiliseuniquementlesvaleurs� � ��
 � � ��� et non � � p �U�#
 � p ��� ��� p ��������� .
Méthoded’Euler (1768).La méthodela plussimpleest

� � �!� �@4 � � � 
���� � � �

1

−1

0

1


���� � �


��U� � �

 6 � �76

� V?�����
� V������(poursimplifier la notationnousconsid́eronsuniquement

le premierpas(� � 8 dans(2.2)) et nousnotons � � �
� ). Elle estobtenueenremplaçant la solution � ��
 � parsa
tangenteau point � 
���� � � � . Le dessinà droite montre la
solutionnumériquepourle probl̀eme

����� 
 6 4 � 6 � � � 0�D � P7���d0�D �ie
et pour � ��D�K e , � ��D	K7: , etc. On peutobserver la con-
vergenceversune fonction qui, commeon verradansle
paragrapheIII.3, estla solutionduprobl̀eme.
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Pourla dérivationd’autresméthodesnumériques,intégrons(2.1)de 
�� à 
��@4 �
� ��
���4 � ����� �@4 �W� ���

� �
� �¡ �� � �   ���£¢  £� (2.3)

Si l’on remplacel’int égralede(2.3)par � � ��
���� � � � , onobtientla méthoded’Euler. L’id éeévidente
estd’approchercetteintégraleparuneformuledequadratureayantun ordreplusélevé.

Méthode de Runge (1895). On prendla formule du point
milieu � ��
���4 � �@��� ��4 � � 
��@4o¤¥ � � � 
��@4o¤¥ �

1

1




�

¦ �� � �6
¦ 6

� �
et on remplacela valeurinconnue� ��
��@4 � K§H�� par la méthode
d’Euler. Cecinousdonne� � ��� ��4 � � 
��¨4©¤¥ � � �@4©¤¥ � � 
���� � � � �
Méthodede Heun (1900). On prenduneformuledequadratured’ordre L

� ��
���4 � �@��� ��4o¤ª � ��
���� � � � 4 L�� �¡
��¨4 ¥ ¤« � � ��
���4 ¥ ¤« ��� (2.4)

etonremplacela valeurinconnue� ��
���4 H � K7L�� parl’approximationdela méthodedeRunge.Ceci
nousdonne� � ��� ��4o¤ª � ��
���� � � � 4 L�� 
��@4 ¥ ¤« � � ��4 ¥ ¤« � 
��@4©¤« � � ��4o¤« � ��
���� � � � � (2.5)

En géńeralisantcetteidéeà uneformuledequadratureplusgéńeraleet en introduisantla no-
tation

¦ r �¬� ����	� � pour lesexpressionsde � ��
� ��� qui apparaissent,on estconduità la définition
suivante(Kutta1901).

Définition 2.1 UneméthodedeRunge-Kutta à ® étagesestdonńeepar¦ � ��� ��
���� � � �¦ 6¯��� ��
���4±° 6 � � � ��4 �)² 6 � ¦ � �¦ <¯��� � 
��@4±° < � � � ��4 � � ² < � ¦ �f4 ² <C6 ¦ 6��#������¦�³ ��� � 
��@4±° ³ � � � ��4 � � ² ³ � ¦ �54±�	���§4 ² ³U´ ³ p � ¦�³ p � ���� � ��� ��4 � � A � ¦ �f4±�����§4 A ³�¦�³ �
(2.6)

où ° r � ² r t � A t sontdescoefficients.On la repŕesentèa l’aide duschéma

° r ² r t
A r

Exemples.Lesméthodedd’Euler, deRungeetdeHeunsontdonńeesparlestableauxsuivants:

8
D

8D	K7H D	K7H
8 D

8D	K§L D	K7LH�K§L 8 H�K7L
D	K e 8 L�K e

Par la suitenoussupposeronstoujoursqueles ° r satisfont

°	� � 8�� ° r � r p �tUv � ² r t � | �dH �����	��� ® � (2.7)

Cecisignifieque
¦ r �µ� ��
���4¶° r � � � ��
��·4¶° r � �#� 4¶¸¹� � 6 � . Nousétendonsmaintenantla notionde

l’ordre (voir la Définition I.1.2 pourlesformulesdequadrature)auxméthodesdeRunge-Kutta.
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Définition 2.2 On dit que la méthode(2.6) a l’ordre º si, pour chaqueproblème� � �»� ��
� ��� ,� ��
�� ����� � (avec� � 
� ��� suffisammentdifférentiable),l’erreuraprèsunpassatisfait� � 0j� ��
���4 � ��� ¸¹� �n¼ � � � pour � . 8�� (2.8)

La différence(2.8)s’appelleerreur localedela méthode.

La méthoded’Euler estuneméthoded’ordre º �µD , car� ��
���4 � ����� �@4 � ��� ��
�� � 4�¸F� � 6 ���!� ��4 � � � 
���� � � � 4±¸¹� � 6 ���!� �f4�¸F� � 6 � �
La méthodedeRungeestbaśeesur la formuledu point milieu qui estuneformuledequadrature
d’ordre H : � ��
���4 � ���!� �¨4 � � 
��¨4 ¤¥ � � �½
��¨4 ¤¥ � 4�¸F� � < � �
En remplaçant � ��
���4 � K7H7� par la valeur � �·4I� � K§H��U� � 
���� � � � dela méthoded’Euler, on ajouteun
termed’erreurqui estde ¸F� � < � grâceaufacteur� devant � . Ainsi, cetteméthodea l’ordre º �dH .
De la mêmemanìereon voit quela méthodedeHeuna l’ordre º �,L .

Pourconstruiredesméthodesd’ordreplusélevé, il fautdévelopperla solutionexacte� ��
��f4 � �
et la solutionnumérique� � �¾� ��� � � en série de Taylor autourde � � 8 . Une comparaisondes
coefficientsde � r

pour | � D �������� º donnedesconditionspour les param̀etres ² r t et A r . L’id ée
estsimple,mais l’exécutionde ce plan est loin d’êtretriviale ( : conditionspour l’ordre º � e ,H 8�8 pour º �o: et D�H 8 P pour º �¿D 8 ). Mais c’estdecettemanìerequeKutta(1901)a trouvé des
méthodesd’ordre e . Lespluscélèbressontdonńeesdansle tableauIII.1. Celledegaucheestbaśee
surla formuledeSimpson,l’autresurla formuledequadraturedeNewton.

TAB. III.1: MéthodesdeKutta(1901)8D	K§H D	K7HD	K§H 8 D	K7HD 8 8 DD	K � H�K � H�K � D	K �
“La” méthodedeRunge-Kutta

8D	K7L D	K7LH�K7L 0ÀD	K§L DD D 0ÀD DD	K7: L�K7: L�K7: D�K7:
règle3/8

LesméthodesdeRunge-Kutta,qui sontactuellementlesplusutilisées,ont ét́e construitesau-
tour de1980parDormandet Prince(Angleterre).Pourdesméthodesd’ordre º ��P avec ® � � et
d’ordre º �o: avec ® �¿D�H , desprogrammesinformatiquesDOPRI5et DOP853sontdisponibles
surla pageinternet � http://www.unige.ch/Á hairer� .

Expériencenumérique. Consid́eronslescinq méthodesvuesjusqu’̀a maintenant(Euler, Runge,
Heunet les deuxméthodesdu tableauIII.1 de Kutta) et comparonsleursperformancespour le
probl̀eme(équationVanderPol)��� ���!�76 � �	�98 ���,H �i8�8 : � D�Â�: � 8 :�Ã e : e L)D�L � P 8 Â e78 D�:�:���6 � � D�0j� 6 � �9��6@0-� � ��6 �98 ��� 8�� (2.9)

La valeurinitiale estchoisiepourquela solutionsoit périodiquedepériode� � � � ��� L�H7: � :�P�Â7L�H�L)D�L 8 D�:�Â � Â�Â � :�H 8 L 8 P �
Nous subdivisonsl’intervalle M 8����2N en � partieséquidistanteset appliquons� fois la méthode.
L’erreurà la fin del’intervalleestalorsdessińeeenfonctiondu travail (nombretotald’évaluations
de � ) dansla figureIII.4.
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FIG. III.4: Erreurglobaleenfonctiondu travail numérique

Commedansla fig. I.4 (intégrationnumérique),on peutconstaterque ÄiÅ�Æ ��� � err � dépendliné-
airementde ÄiÅ�Æ ��� � fe� etquecettedroiteestdepente0 º , où º estl’ordre dela méthode.Il estdonc
importantd’utiliser desméthodesd’ordreélevé.

III.3 Convergencedesméthodesde Runge-Kutta

Dansla figure III.4, on a constat́e que pour un calcul avec despasconstants,l’erreur globale
secomportecomme ÄÇÅ7Æ ��� � err �È� b � 0 º k ÄiÅ�Æ ��� � fe� , ce qui est équivalentà err � b ��� fe� p ¼ �b 6 �n¼ . Cecimontrequela solutionnumériqueconvergeversla solutionexactesi � . 8 . Dansce
paragraphe,nousallonsdémontrercerésultat.

Nousappliquonsuneméthodèa unpas

���7� � �?��� 4 � �3� � 
 � � ��� � � �n� (3.1)

à uneéquationdifférentielle� � ��� � 
� ��� , � ��
�� ����� � , et nouscherchons̀a estimerl’ erreur globale� ��
 ���^0j��� .

Théorème3.1 Soit � ��
 � la solutionde � � �,� ��
� ��� , � � 
�� ����� � sur M 
����#��N . Supposonsque

a) l’erreur localesatisfassepour 
 z M 
����#��N et �"É���ÊfËCÌ
y � ��
Í4 � �Í0-� ��
 �^0 � � ��
� � � 
 � � � � y É b k � ¼ � �

(3.2)

b) la fonction � ��
� � � � � satisfasseuneconditiondeLipschitz

y � ��
� � � � �50±� ��
�	Î�� � � y ÉdÏ k y �/0 Î y
(3.3)

pour �"É���ÊfËCÌ et ��
� ��� ����
��Î � dansunvoisinagedela solution.

Alors, l’erreurglobaleadmetpour 
 � É � l’estimation

y � ��
 ���^0-��� y ÉE�3¼ k b
Ï k ÐUÑ�Ò �WÓ p � ��Ô 0ED (3.4)

où � �dÕÈÖ�× r � r , sousla conditionque � soit suffisammentpetit.
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FIG. III.5: Estimationdel’erreurglobale

Démonstration. L’id ée est d’étudier l’influence de l’erreur locale, commiseau | ème pas,sur
l’approximation��� . Ensuite,onvaadditionnerleserreursaccumuĺees.

Propagationde l’erreur. Soient Ú ���3Û et Ú Î �3Û deuxsolutionsnumériquesobtenuespar (3.1) avec
pour valeursinitiales � � et ÎU� , respectivement. En utilisant la conditionde Lipschitz (3.3), leur
différencepeutêtreestiḿeecommey ����� � 0 Î �7� � y É y ���Ü0 Î � y 4 � � Ï y ���Ý0 Î � y � � D 4 � � Ï � y ���Ý0 Î � y É Ð � Ó Ñ y ���¯0 Î � y � (3.5)

Récursivement,on obtientalorsy ���Ý0 Î � y É Ð � ÓßÞ7à ÑÈk�Ð � ÓÞ�á ÑÈk ����� k�Ð ��â Ñ y � r 0 Î r y �dÐUÑ)Ò �WÓ p � â Ô y � r 0 Î r y �
et l’erreurpropaǵee

Ù r (voir la figureIII.5) satisfaity Ù r y É ÐUÑ)Ò � Ó p � â Ô y Ð r y É b � ¼ � �r p � ÐUÑ)Ò � Ó p � â Ô � (3.6)

Accumulationdeserreurs propagées.L’in égalit́edu triangleet l’estimation(3.6)nousdonnent

y � ��
 �n�^0-��� y É
�

r v � y Ù r y É b �
r v � � ¼ � �r p � ÐUÑ)Ò � Ó p � â Ô

É b �3¼ � � ÐUÑ�Ò � Ó p � à Ô 4±���	�74 � � p 6�ÐUÑ)Ò � Ó p�ã�ä Þ7à Ô 4 � � p �

�� 
��>
 6 k�k�k 
 � p � 
 � 


Ð Ñ)Ò � Ó p � Ô

É b �3¼ � Ó
�W�

ÐUÑ)Ò � Ó p�å Ô ¢   � b �n¼ D0 Ï ÐUÑ)Ò � Ó p�å Ô �WÓ� �� b �n¼Ï ÐUÑ)Ò � Ó p � ��Ô 0ED �
Cetteestimationmontreque,pour � suffisammentpetit, la solutionnumériquenesortpasdu

voisinageoù � satisfait à uneconditiondeLipschitz.Cecijustifie lesestimationsdans(3.5).

Supposonsmaintenantque(3.1) repŕesenteuneméthodede Runge-Kuttaet vérifionsles hy-
poth̀esesdu théor̀emepréćedent.La condition(3.2)estsatisfaitepouruneméthoded’ordre º (par
définitiondel’ordre). Il resteà vérifier la conditiondeLipschitz(3.3)pourla fonction

� � 
� � � � ���
³

r v � A r ¦ r � ��� (3.7)

où
¦ r � �����d� � 
æ4±° r � � � 4 � r p �tUv � ² r t ¦ t � ���#� .
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Lemme3.2 Si � � 
� ��� satisfaituneconditiondeLipschitz
y � ��
� ���Í0>� � 
��Î � y É¬ç y ��0 Î y

dans
un voisinagedela solutionde � � ��� ��
� ��� , l’expression� � 
� � � � � de(3.7)vérifie (3.3)avec

Ï � ç r è A r è 4�� ��ÊfËCÌéç � r ´ t è A r ² r t è 4�� �nÊ�ËCÌ§ç � 6 r ´ t ´ ê è A r ² r t ² t ê è 4±�	��� � (3.8)

Démonstration. La conditiondeLipschitzpour � ��
� ��� appliqúeeà
¦ r � ���50 ¦ r �Î � nousdonney ¦ �	� ���50 ¦ ���Î � y � y � ��
� ���50B� � 
��Î � y É�ç y �È0 Î y

y ¦ 6 � ���50 ¦ 6 �Î � y É�ç y �/0 Î;4 �)² 6 ��� ¦ ��� ���f0 ¦ �	�Î �#� y É�ç � D 4 ��ÊfËCÌ7ç è ² 6 � è � y �Ø0 Î y
etc.Cesestimationsinséŕeesdans

y � � 
� � � � �^0�� ��
��Î7� � � y É
³

r v � è A r è k y ¦ r � ���50 ¦ r �9Î � y
impliquent(3.3)avec Ï donńepar(3.8).

III.4 Un programmeà pasvariables

Pourrésoudreun probl̀emeréaliste,uncalculà pasconstantsestengéńeralinefficace.Maiscom-
mentchoisir la division? L’id éeestdechoisir lespasafin quel’erreur localesoit partoutenviron
égaleà Tol (fourni parl’utilisateur). A cettefin, il fautconnâıtre uneestimationdel’erreur locale.
Inspiré par le programmeTEGRAL pour l’int égrationnumérique(voir le paragrapheI.6), nous
construisonsunedeuxìememéthodedeRunge-Kuttaavec � � commeapproximationnumérique,et
nousutilisonsla différence� � 0j� � commeestimationdel’erreur localedu moinsbonrésultat.

Méthodeembôıtée. Soit donńeeuneméthoded’ordre º à ® étages(coefficients ° r � ² r t � A t ). On
chercheuneapproximation� � d’ordre º � º qui utilise lesmêmeśevaluationsde � , c.-à-d.,

� � ��� ��4 � � A � ¦ �f4±�����§4 A ³�¦�³ �
où les

¦ r sontdonńespar la méthode(2.6). Pouravoir plusdeliberté, on ajoutesouventun terme
avec � � ëì��� � � � , qu’il fautentouscascalculerpourle passuivant,et oncherche� � dela forme

� � ��� ��4 � A � ¦ �f4������74 A ³¦�³ 4 A ³ � � � ��ëì�U� � � � � (4.1)

Exemple. Pour la méthodede Runge,baśeesur la règledu point milieu, on peutprendrela
méthoded’Eulercommeméthodeembôitée.L’expressionerr � � � ¦ 6�0 ¦ � � estdoncuneapproxi-
mationdel’erreur locale(pourla méthoded’Euler).

Pouruneméthodegéńerale,il fautdévelopperles
¦ r et � ��ëì�#� � � � ensériedeTayloretcomparer

avec la solutionexacte. Commeles ° r et les ² r t sontdéjà connus,on obtientun syst̀emelinéaire
pourle A r .

En faisantcecalculpour la méthode“r ègle L�K7: ” (ordre º � e , tableauIII.1), lescoefficients
d’uneméthodeembôıtéeavec º �dL sontA � �,A � 0 í¥ ª AC6Ý�dAC6 4 íî AC<Ý�,A�<¨0¬íî A ] ��A ] 0Gíî ACïÝ�ðíñ �

(4.2)

et avec ° �µD onobtientdonc

err � ¤¥ ª 0 ¦ �^4 L ¦ 6@0±L ¦ <¨0!L ¦ ]@4!e � � ëì�U� � � � (4.3)

commeestimationdel’erreur locale.
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Calcul du ò “optimal”. Si l’on appliquela méthodeavecunecertainevaleur � , l’estimationde
l’erreur satisfait (º � º )

� � 0 � � � � � � 0j� ��
���4 � �#� 4�� � ��
���4 � �^0 � � ��� ¸¹� �n¼ � � � 4±¸¹� � ¼ � � ��� b k � ¼ � � � (4.4)

Le � “optimal”, not́epar � opt, estcelui où cetteestimationestprochedeTol:

Tol � b k � ¼ � �
opt

� (4.5)

En éliminant
b

de(4.4)et de(4.5),onobtient

� opt
� 8�� Â;k � k ¼ � �

Toly � � 0 � � y � (4.6)

Le facteur 8�� Â estajout́e pour rendrele programmeplus sûr. En géńeral on suposeen plus une
restrictiondu type 8�� H �ÀÉE� opt É P � pouréviterdesgrandesvariationsdans� .

Pourla normedans(4.6)on utiliseengéńeral

y � � 0 � � y � D
�

�
r v � � r � 0 � r �

scr
6

où scr �hD 4 Õ�Ö× � è � r � è � è � r � è � (4.7)

(� r ��� � r ��� � r � est la | ème composantede � ��� � ��� � � , respectivement). Ceci repŕesenteun mélange
entreerreurrelativeet erreurabsolue.
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�76

acceptedstepsizes

rejectedstepsizes

initial �
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globalerror

FIG. III.6: Sélectiondu pas,Tol V?��ó p ]
, 96 pasaccept́es ô 32 pasrejet́es



EquationsDifférentiellesOrdinaires 67

Algorithme pour la sélection automatique du pas. Au début, l’utilisateur fournit un sous-
programmequi calculela valeurde � ��
� ��� , lesvaleursinitiales 
���� � � etun premierchoixde � .

A) Avec � , calculer� � , err � y � � 0 � � y
et � opt de(4.6).

B) If err É Tol (le pasestaccept́e) then
�� &Ç� 
��@4 � � � � &Ç��� ��� � &Ç�dÕÈõiö � � opt
�#


end
0 
�� �

else (le pasestrejet́e)� &i� � opt
end if

C) Si 
�� � 

endona termińe,sinonon recommenceen(A) et oncalculele passuivant.

Exemplenumérique. Cetalgorithmeaét́eprogramḿe(enutilisantla “r ègle L�K§: ” et l’estimation
del’erreur (4.3))et il a ét́eappliqúeauprobl̀eme(uneréactionchimique,le “Brusselator”)� � � �µD 4 � 6 � ��6@0 e � � � ���g8 ���µD � P� �6 �dL�� � 0j� 6 �C��6 ��6 �g8 ���dL (4.8)

surl’intervalle M 8�� H 8�N . LesrésultatsobtenusavecTol �µD 8np ]
sontprésent́esdansla figureIII.6 :

i) enhaut,lesdeuxcomposantesdela solutionavectouslespasaccept́es;
ii) aumilieu lespas;lespasaccept́esétantreliés,lespasrejet́esétantindiquéspar + ;
iii) lesdessindu basmontrel’estimationde l’erreur localeerr, ainsi quelesvaleursexactesde

l’erreur localeet del’erreur globale.

III.5 Méthodesmultipas (multistep methods)

Déjà longtempsavant la parutiondespremìeresméthodesde Runge-Kutta, J.C.Adamsa résolu
numériquementdeséquationsdifférentielles(1855,publié dansun livre deBashforth1883).Son
idéeétaitd’utiliser l’information deplusieurspaspréćedents(enparticulier ��� � ��� p ���	�����	� ��� p ê � � )
pour obteniruneapproximationprécisede � ��
 �7� � � . C’est la raisonpour laquellecesméthodes
s’appellentaujourd’huiméthodesmultipas(contrairementauxméthodes̀aunpas).

Méthodesd’Adams explicites. Soit donńee une division 
���� �����O��
 � ��
 �7� �F� ����� de
l’intervalle sur lequelon chercheà résoudrel’ équationdifférentielle� � �÷� � 
� ��� et supposons
qu’on connaissedesapproximations��� � ��� p ����������� ��� p ê � � de la solution pour

¦
pasconśecutifs

(� t �ø� � 
 t � ). Commepour la dérivation desméthodesde Runge-Kutta, on intègrel’ équation
différentiellepourobtenir

� ��
 �7� � ����� ��
 ��� 4 � ÓUù�à
�WÓ

� �  �� � ��  ����¢  �� (5.1)

Mais, au lieu d’appliqueruneformuledequadraturestandard̀a l’int égralede (5.1), on remplace� � 
� � � 
 ��� parle polynômeº ��
 � dedegré
¦ 0�D qui satisfait (onutilise l’abréviation � t �d� � 
 t � � t � )

º ��
 t ���d� t
pourú � � � � 0ED �������� � 0 ¦ 4 D �


 � p ê � � k�k�k 
 � p � 
 � 
 ��� �

�	� p ê � � �	� p � �	� º ��
 �

L’approximationde � ��
 ��� � � estalorsdéfiniepar

���7� � �?��� 4 � Ó�ù�à
�WÓ º ��  �)¢  £� (5.2)
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Si l’on repŕesentele polynômeº � 
 � parla formuledeNewton (voir le paragrapheII.1)

º � 
 �@�
ê p �tUv �

t p �
r v � � 
 0 
 � p r � k�û t � M 
 � �#
 � p �#���������#
 � p t N (5.3)

la méthode(5.2)devient

����� � �?��� 4 ê p �tUv � � ÓUù�à
� Ó

t p �
r v � � 
 0 
 � p r �)¢ 
 k�û t � M 
 � ��
 � p �����	���	�#
 � p t N�� (5.4)

Caséquidistant. Dansla situation
 t � 
��¨4 ú � lesdifférencesdiviséespeuventêtreécritessous
la forme û t � M 
 � �#
 � p �#���������#
 � p t N �ýü

t ���ú3þ �
t

(5.5)

où ü � �	�Ø����� , ü �	�Ø�����Ü0B�	� p � , ü 6 ���Ø� ü � ü ���3�������Ü0±H��	� p �f4 �	� p 6 ������� sontlesdifférences
finiesrégressives(à distinguerdesdifférencesfiniesprogressives ÿ ���À�o����� � 0>��� ). La formule
(5.4)devientalors(poser
 � 
 � 4 ®�� )

����� � ����� 4 �
ê p �tUv ���

t
ü

t ��� (5.6)

où

�
t � Dú�þ

�
�

t p �
r v � � | 4 ® �)¢ ® � �

� ® 4 ú 0EDú ¢ ® � (5.7)

Lespremierscoefficients�
t

sontdonńesdansle tableauIII.2.

TAB. III.2: Coefficientspourlesméthodesd’Adamsexplicites

ú 8 D H L e P � Ã :
�

t D �¥ �
� ¥

«î ¥�� �� ¥�� ���¥î�î � ����î �ñ�� ª î�� ��¥�� �
� � ¥î�� � � � ��� � �«�ñ¥�îî����

Descasparticulierssont:¦ �hDJ& ����� � �!��� 4 � �	� (méthoded’Euler)¦ �,H�& ����� � �!��� 4 � «¥ �	�Ü0 �¥ ��� p �
¦ �,L�& ����� � �!��� 4 � ¥«

� ¥ ���Ü0 � ñ� ¥ �	� p �54 �
� ¥ �	� p 6

¦ � e & ����� � �!��� 4 � ���¥ ª ���Ü0 ���¥ ª �	� p �54 « �¥ ª �	� p 6¨0 �¥ ª �	� p < �
Si l’on veut appliquercetteméthode(par exempleavec

¦ ��L ) à la résolutionde � � � � ��
� ��� ,� ��
�� �;�,� � , il fautconnâıtre trois approximationsinitiales � ��� � � et ��6 . Ensuite,on peututiliser la
formulerécursivementpourcalculer��< � � ] , etc. Adamsa calcuĺe la sériedeTaylor de la solution
exacte(autourde la valeur initiale) pour déterminerles approximationsinitiales qui manquent.
Evidemment,on peutaussilesobtenirparuneméthodèaunpas.

Remarque. Dansla constructiondela méthode(5.4),onautilisé le polynômed’interpolationº ��
 �
en-dehorsdel’intervalle M 
 � p ê � ���#
 � N . On saitbien(voir le chapitreII) quececipeutprovoquerde
grandeserreurs.La modificationsuivanteestaussidueà J.C.Adams(1855).
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Méthodesd’Adams implicites. L’id ée est de consid́erer le polynôme º
	 ��
 � de degré
¦

qui
satisfasse º 	 ��
 t ����� t

pour
ú � � 4 D � � � � 0ED ���	���	� � 0 ¦ 4 D (5.8)

(attention: �	�7� � �d� ��
 �7� ��� ���7� � � estencoreinconnu)et dedéfinir l’approximationnumériquepar

����� � �!��� 4 � ÓUù�à
� Ó º 	 �   �)¢  �� (5.9)

Commepréćedemment,la formuledeNewtondonne

º 	 ��
 ���
ê

t�v �
t p �
r v � ��
 0 
 � p r � � � k�û t � M 
 ��� ����
 � ���	���	�#
 � p t � ��N (5.10)

et la méthodedevient

����� � �!��� 4 êtUv � � ÓUù�à
�WÓ

t p �
r v � ��
 0 
 � p r � � �)¢ 
 k�û t � M 
 �7� ���#
 � ���������#
 � p t � ��NÇ� (5.11)

Pourle caséquidistant,on a

����� � �!��� 4 �
ê

tUv � � 	
t ü

t �	�7� � (5.12)

où lescoefficients� 	
t

sontdonńespar(voir tableauIII.3)

� 	
t � Dú3þ

�
�

t p �
r v � � | 0dD 4 ® �)¢ ® � �

� ® 4 ú 0±Hú ¢ ® � (5.13)

TAB. III.3: Coefficientspourlesméthodesd’Adamsimplicites

ú 8 D H L e P � Ã :
� 	

t D 0��¥ 0��� ¥ 0��¥ ª 0�� �� ¥�� 0 «
� ñ�� 0 î�ñ«ñ�� ª î�� 0 ¥ � �¥ ª � �¥ 0 «�«�����««ñ�¥îî����

Descasparticulierssont:¦ � 8 & ����� � ����� 4 � �	�7� � �?��� 4 � � ��
 ��� �#� ���7� � �¦ �oD;& ����� � ����� 4 � �¥ �	��� �f4 �¥ ���
¦ �>H2& ����� � ����� 4 � �

� ¥ ����� �54 î
� ¥ �	�Ü0 �� ¥ �	� p �

¦ �>L2& ����� � ����� 4 � �¥ ª ����� �54 � �¥ ª �	�Ü0 �¥ ª �	� p �^4 �¥ ª �	� p 6 �
Chacunedecesformulesrepŕesenteuneéquationnonlinéairepour ���7� � , dela forme����� � ���� 4 ��� � � 
 ��� ��� ����� � � (5.14)

(parexemple,pour
¦ �hH on a � �hP�K�DH et �� ����� 4 � � :��	��0>��� p � ��K�D�H ). On peutrésoudrece

syst̀emeparlesméthodesduchapitreVI (méthodedeNewton)ou simplementparla méthodedes
approximationssuccessives.

Méthodesprédicteur-correcteur. La solutionde (5.14)estelle-mêmeseulementuneapprox-
imation de � � 
 ��� � � . Ainsi, il n’est pasimportantde résoudre(5.14) à unetrèsgrandeprécision.
L’id éeestdecalculerunepremìereapproximationpar uneméthodeexplicite et decorrigercette
valeur(uneou plusieursfois) par la formule (5.14). Avec cet algorithme,un pasde la méthode
prendla formesuivante:
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P: oncalculele prédicteur ����� � �!��� 4 � ê p �tUv � �
t
ü

t ��� parla méthoded’Adamsexplicite; ����� �
estdéjà uneapproximationde � ��
 �7� � � ;

E: evaluationdela fonction: oncalcule �	�7� � ��� ��
 ��� �#� ���7� � � ;
C: l’approximationcorrigéeestalorsdonńeepar ���7� � ���� 4 ��� ����� � ;
E: calculer ����� � ��� � 
 ��� ��� ����� � � .

Cetteproćedure,qu’on dénotePECE,est la plus utilisée. D’autrespossibilit́es sont: de faire
plusieursitérations,parexemplePECECE,oud’omettrela dernìereévaluationde � (c.-à-d.PEC)
et deprendre�	�7� � à la placede �	�7� � pourle passuivant.

MéthodesBDF (backward differentiation formulas). Au lieu detravailler avecun polynôme
qui passeparles � t

, on consid̀erele polynôme � � 
 � dedegré
¦
, défini par

� � 
 t ���?� t
pourú � � 4 D � � �	�����	� � 0 ¦ 4 D


 � p ê � � k�k�k 
 � p � 
 � 
 ��� �

��� p ê � � ��� p � ��� ����� �� ��
 �

et ondétermine���7� � defaçon telle que

� � � 
 ��� � ���,� ��
 �7� ��� � ��
 ��� � ��� � (5.15)

Commedans(5.10),la formuledeNewtondonne

� ��
 ���
êt�v �

t p �
r v � ��
 0 
 � p r � � � k�û t � M 
 �7� ���#
 � ��������#
 � p t � �#NÇ� (5.16)

Chaquetermedecettesommecontientle facteur ��
 0 
 ��� � � . Alors, on calculefacilement� � � 
 ��� � �
et onobtient êtUv �

t p �
r v � � 
 ��� � 0 
 � p r � � � k�û t � M 
 �7� �#�#
 � ���������#
 � p t � �#N ��� ��
 ��� �#� ���7� � � � (5.17)

Pourle caséquidistant,cetteformuledevient (utiliser (5.5))êt�v � Dú ü
t ���7� � � � �	��� �U� (5.18)

Descasparticulierssont:¦ �hDJ& ���7� � 0j��� � � �	�7� �
¦ �,H�& «¥ ����� � 0�H	��� 4 �¥ ��� p � � � �	�7� �
¦ �,L�& ���ñ ����� � 0±L	��� 4 «¥ ��� p � 0 �« ��� p 6;� � �	�7� �
¦ � e & ¥��

� ¥ ����� � 0 e ��� 4 L	��� p � 0 ª« ��� p 6 4 �ª ��� p <l� � ����� �
Denouveau,chaqueformuledéfinit implicitementl’approximationnumérique���7� � (lesméthodes
BDF sonttrèsimportantespourla résolutiondeprobl̀emesdits “raides”,voir le paragrapheIII.9).

Expériencenumérique. Pourplusieursvaleursde
¦
, nousavonsappliqúe la méthoded’Adams

explicite (enpointillésdansla figureIII.7,
¦ �ýD � H � L �	e ) ainsiquela méthoded’Adamsimplicite

(sousla formePECE,trait continu,
¦ � 8�� D � H � L �	e ) auprobl̀eme(2.9).Commedansla figureIII.4,

le travail numériqueestdessińeenfonctiondel’erreur globaleà la fin del’intervalle.
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FIG. III.7: Erreurglobaleparrapportautravail numérique

On constatequecetteerreursecomportecomme � ê
pour les méthodesexplicites et comme� ê � �

pour lesméthodesimplicites. Pourpouvoir expliquercecomportement,nousallonsétudier
l’erreur locale(ordre),la stabilitéet la convergencedesméthodesmultipas.

III.6 Étude de l’err eur locale

Touteslesméthodesdu paragraphepréćedentsontdela formeê
r v � � r ����� r � �

ê
r v � � r ����� r (6.1)

où � ê��� 8 et
è � � è 4 è � � è � 8 . Uneméthodeestexplicite si � ê � 8 , sinonelle estimplicite.

Définition 6.1 Soit � ��
 � unesolutionde � � �¾� ��
� ���
etsoit ����� ê

la valeurobtenuepar la méthode(6.1)en
utilisant � r ��� � 
 r � pour | � � ��������� � 4 ¦ 0{D (valeurs
sur la solutionexacte, voir la figure). Alors,

erreur locale &Ç��� ��
 �7� ê �^0x����� ê � 
 �7� ê p �k�k�k 
 �7� ê
 � 
 ��� �

����� ê p ������ � ����� ê��� � ��
 �

On dit que la méthode(6.1) a l’ordre º si l’erreur
localeest ¸¹� � ¼ � � � .
Théorème6.2 Uneméthodemultipasa l’ordre º , si et seulementsi sescoefficientssatisfontê

r v � � r � 8 et

ê
r v � � r |�� � �

ê
r v � � r |�� p �

pour � �hD ��������� º � (6.2)

Démonstration. Le développementensériedeTaylordu défautde(6.1)donneê
r v � � r � � 
ì4 |Z� �Í0 �

ê
r v � � r ��� ��
 4 |Z� ���

��� � ¢ � �5Ò � Ô ��
 � � �� þ (6.3)

où ¢ � � r � r et ¢ � � r � r | � 0 � r � r | � p �
. Comme� r �!� � 
 r � pour | � � �	�����	� � 4 ¦ 0�D dans

la définition 6.1, on a � r �~� ��
 r � � ��
 r �����©� � ��
 r � pour | � � �	�����	� � 4 ¦ 0hD , et en soustrayantla
formule(6.1)de(6.3)onobtient

� ê � � 
 ��� ê �^0j����� ê 0 ��� ê � �¡
 ��� ê � � � 
 ��� ê ���^0B� � 
 �7� ê � ����� ê � �
��� � ¢ � �fÒ � Ô � 
 �3� � �� þ �

et la conditionquel’erreur localesoit ¸¹� � ¼ � � � devient ¢ � ��¢ � � ����� �d¢ ¼ � 8 .
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Exemple (méthoded’Adamsexplicite à
¦

pas).Pour �2É ¦
, consid́eronsl’ équationdifférentielle� � � � 
 � p �

aveccommesolution� � 
 ��� 
 � . Danscettesituation,le polynômeº � 
 � de(5.2)estégal
à � ��
� � ��
 �#� et la méthoded’Adamsexplicite donnele résultatexact,c.-à-d.le défaut(6.3)estzéro.
Ceci implique ¢ � � 8 . Ainsi, l’ordre decetteméthodeest � ¦

(on peuten fait montrerqu’il est
égalà

¦
).

De la mêmemanìere,on montrequela méthoded’Adamsimplicite a l’ordre º � ¦ 4 D et la
méthodeBDF l’ordre º � ¦

.

III.7 Stabilit é

La structuresimpledesconditionsd’ordrepourlesméthodesmultipas(voir (6.2))permetdecon-
struiredesméthodesavecunordremaximal.Mais,cesméthodessont-ellesutiles?

Exemple(Dahlquist1956).Posons
¦ �,H et construisonsuneméthodeexplicite (� 6¯� 8 ; normal-

isation � 6Ý�¾D ) avecun ordremaximal.Lesconditions(6.2)avec º ��L nousdonnentla méthode
d’ordre L suivante �����76 4�e ����� � 0±P���� � � �ge �	�7� �54 H��	�n� � (7.1)

Uneapplicationà l’ équationdifférentielle� � �!� , � �98 ���oD donnela formulederécurrence

�����76 4!e)� D 0 � ������ � 0 � P 4 H � ���� � 8�� (7.2)

Pourrésoudre(7.2),nousinsérons��� ��� � etobtenonsl’ équationcaract́eristique

� 6 4!e)� D�0 � ���¯0 � P 4 H � �@� 8 (7.3)

aveccommesolution � � �oD 4 � 4�¸F� � 6 � � �#6l��0OP 4±¸¹� � � . La solutionde(7.2)estalors

���2� b � � �� 4 b 6�� �6 (7.4)

où lesconstantes
b � et

b 6 sontdétermińeespar � � �¿D et � � �©Ð �
(on a choisi la valeur � � sur la

solutionexacte).Pour� grand,le terme
b 6�� �6 � b 6 � 0�P�� � estdominantetonn’a aucunespoirque

la solutionnumériqueconvergeversla solutionexacteÐ ã (figureIII.8).

.0 .5 1.0
1

2

3

� � 8�� D

� � 8���8 P
� � 8���8 H�P

� � 8�� D

� � 8���8 P
� � 8���8 H�P

� � 8�� D

� � 8���8 P
� � 8���8 H�P

� � 8�� D

� � 8���8 P
� � 8���8 H�P

� � 8�� D

� � 8���8 P
� � 8���8 H�P

� � 8�� D

� � 8���8 P
� � 8���8 H�P

FIG. III.8: Instabilit́e dela méthode(7.1)

La raison de la divergencede la solution numérique dansl’exemplepréćedentest que le
polynôme

� � �n��&i�
ê

r v � � r � r (7.5)

poss̀edeuneracinequi estplusgrandeque D envaleurabsolue.
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Pourtrouver uneconditionnécessairepour la convergence,consid́eronsle probl̀eme � � � 8
avecdesvaleursinitiales � ��� � �������	�	� � ê p � perturb́ees.La solutionnumérique��� satisfait

� ê ����� ê 4±�����§4 � � ��� � 8 (7.6)

et estdonńeeparunecombinaisonlinéairede

� �
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . si � estuneracinesimplede � � �n��� 8 ,� � � � � � . . . . . . . . . . . . . . . . . si � estuneracinedoublede � � �n��� 8 ,� � � � � � �	�����	� � � p � � � ���������	� si � estuneracinedemultiplicité ! .

Pourque la solutionnumériqueresteborńee, il faut que les conditionsde la définition suivante
soientremplies.

Définition 7.1 Uneméthodemultipaseststable,si lesracinesdu polynôme� � �n� satisfont
i) si � � ����� 8 alors

è � è É D ,
ii) si � � ����� 8 et

è � è �hD alors � estuneracinesimplede � � ��� .
Pourlesméthodesd’Adams,ona

� � �����"� ê p � � �l0ED�� � (7.7)

Ellessontdoncstables.LesméthodesBDF sontstablesseulementpour
¦ É©� (voir lesexercices

17 et18).

Remarque. Donnonsencoresansdémonstrationun résultatintéressantqui s’appelle“la premìere
barrìere de Dahlquist”. Pouruneméthodestable,l’ordre º satisfait ºdÉ ¦ 4 H (si

¦
est pair),ºÀÉ ¦ 4 D (si

¦
estimpair) et º�É ¦

(si la méthodeestexplicite).

III.8 Convergencedesméthodesmultipas

Pourl’ étudede la convergencedesméthodesmultipas,nousnouscontentonsdu caséquidistant,
le casgéńeralétanttrop technique.

Théorème8.1 Supposonsque les
¦

valeurs de départ satisfassent
y � � 
 r �;0>� r y É b � � ¼ pour| � 8�� D ���	����� ¦ 0ED . Si la méthodemultipas(6.1)estd’ordre º et stable, alors elle estconvergente

d’ordre º , c.-à-d.quel’erreur globalesatisfaity � � 
 �n�^0j��� y É b �3¼ pour ë �Ü0 ë)� � � �"É Const� (8.1)

Démonstration. Le point essentielde la démonstrationest le suivant: on écrit formellement
la méthodemultipas(6.1) sousla forme d’une méthodeà un paset on appliqueles idéesde la
démonstrationduparagrapheIII.3.

Formulationcommeuneméthodeà un pas. Avec � ê �hD , la méthodemultipas(6.1)devient

����� ê ��0
ê p �
r v � � r ���7� r 4 �$# ��
 � � ��� ���	���	� ����� ê p ��� � � � (8.2)

Pouruneméthodeexplicite (� ê � 8 ), l’expression# estdonńepar

# ��
 � � ��� ���	���	� ����� ê p ��� � ���
ê p �
r v � � r � ��
 ��� r � ���7� r � �
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sinonelle estdéfinieimplicitement.Consid́eronsmaintenantlessuper-vecteurs% � &i� � ����� ê p ���������� ����� ��� ����� $
et écrivonsla méthode(8.2)sousla forme% ��� � � [ % � 4 � � ��
 � � % � � � � où (8.3)

[ �
0 � ê p � 0 � ê p 6 �	��� 0 � � 0 � �D 8 �	��� 8 8D . . . 8

. . . . . .
...D 8

et � ��
� % � � ���
# ��
� % � � �88

...8
(8.4)

(si les � t
étaientdéjà desvecteurs,il faudraitremplacer

[
dans(8.3) par

['& ( , etc; cependant
nousn’utiliseronspascettenotationjugéetrop lourde).

Erreur locale. Consid́eronsdesvaleurs��� �	�����	� ����� ê p � surla solutionexacte,notons% � 
 �3��&i� � � � 
 ��� ê p � � �����	��� � ��
 �7� � � � � � 
 ����� $ (8.5)

et appliquonsunefois la méthodemultipas.Cecidonne% �7� � � [ % ��
 �n� 4 � � ��
 � � % � 
 �3� � � � �
La premìerecomposantede

% ��� � 0 % ��
 �7� � � estexactementl’erreur locale(définition 6.1), tandis
quelesautrescomposantessontégales̀azéro.Commela méthodea l’ordre º parhypoth̀ese,nous
avons y % ��� � 0 % ��
 �7� � � y É b � �n¼ � �

pour 
 �7� � 0 
�� � � � 4 D�� �ÀÉ Const� (8.6)

Propagationdel’erreur (stabilité). Consid́eronsunedeuxìemesolutionnumérique,définiepar( �7� � � [ ( � 4 � � ��
 � � ( � � � �
et estimonsla différence

% ��� � 0 ( ��� � . Pourlesméthodesd’Adams,ona����� ê 0 Î �7� ê����� ê p � 0 Î �7� ê p �
...����� � 0 Î �7� �

�
����� ê p � 0 Î �7� ê p ������ ê p � 0 Î �7� ê p �

...����� � 0 Î �7� �
4 �

# ��
 � � % � � � �50 # ��
 � � ( � � � �8
...8

�

% ��
�� �% �


�� 
�� 
 6 
 < k�k�k 
 �Ø� �méthodemultipas
% �
Ù �
Ù 6.
.
.

Ù � p �
Ù �Ø�dÐZ�

% � 
�� � % ��
 6�� ÐZ� p �

% ��
 �n�

% �
% 6 % <

FIG. III.9: Estimationdel’erreur globalepourdesméthodesmultipas
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Enutilisantla normeinfinie etuneconditiondeLipschitzpour # (qui estuneconśequencedecelle
de � � 
� ��� ), onobtient y % �7� � 0 ( �7� � y É � D 4 ��Ï � y % �Ý0 ( � y � (8.7)

Pour une méthodegéńerale,on est obligé de choisir une autrenormepour arriver à (8.7). La
stabilité de la méthodeimplique que ceci est possible(voir Hairer, Nørsett& Wanner(1993),
paragrapheIII.4).

Accumulationdeserreurspropagées.Cettepartiedela démonstrationestexactementla mêmeque
pourlesméthodes̀a un pas(voir le paragrapheIII.3 et la figureIII.9). Au lieu de(3.2)et (3.5),on
utilise (8.6)et (8.7).

III.9 Equationsdiff érentiellesraides (stiff)

Themostpragmaticalopinion is alsohistorically thefirst one(Curtiss& Hirschfelder1952):
stiff equationsareequationswherecertainimplicit methods,in particular BDF, performbetter,
usuallytremendouslybetter, thanexplicit ones. (Hairer& Wanner1991)

L’exemple1.2 d’une équationdifférentielle,mod́elisantuneréactionchimique,a montŕe qu’une
méthodede Runge–Kutta explicite est obligéede prendredespasd’intégrationtrèspetits pour
obteniruneapproximationacceptable.Unecaract́eristiquedecetteéquationdifférentielleestque
la solutioncherch́eeesttrèslisseet lesautressolutionss’approchentrapidementdecelle-ci.

Pourmieuxcomprendrele phénom̀enedel’exemple1.2,consid́eronsle probl̀emeplussimple) ������0J� 4�* Å�+ 
� 82� )-, D (9.1)

qui poss̀edelesmêmescaract́eristiques(voir la figureIII.10).

Solution exacte. L’ équationdifférentielle(9.1)estlinéaireinhomog̀ene.Cherchonsunesolution
particulìeredela forme � ��
 ��� [ * Å�+ 
æ4 _ + õiö 
 . En introduisantcettefonctiondans(9.1)0 ) [ + õÇö 
ì4 ) _ * Å�+ 
 �d0 [ * Å�+ 
 0 _ + õiö 
ì4.* Å�+ 
�
unecomparaisondescoefficientsdonne

[ ��D�K � D 4 ) 6 � et
_ � ) K � D 4 ) 6 � . Commela solution

géńeralede (9.1) estla sommede la solutiongéńeralede l’ équationhomog̀eneet d’unesolution
particulìere,nousobtenons � � 
 ����Ð p �0/�1 b 4.* Å2+ 
æ4 ) + õiö 
æ4�¸F� ) 6 � � (9.2)

0 1

1

explicit Euler,  h = 1.95/50explicit Euler,  h = 1.95/50

0 1

1

impl. midpoint,  h = 0.25impl. midpoint,  h = 0.25

0 1

1

implicit Euler,  h = 0.5implicit Euler,  h = 0.5

FIG. III.10: Solutionsexactesetnumériquespourle probl̀eme(9.1)deCurtiss& Hirschfelder, 3 V�����4�ó .
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Solution numérique (Euler explicite). La méthoded’Euler explicite ���7� � �h��� 4 � � ��
 � � ����� ,
appliqúeeauprobl̀eme(9.1)avecdespasconstants,donneavec 
 �Ø� � �

���7� � � D 0 ¤5 ��� 4 ¤5 * Å2+ 
 � � (9.3)

Ceciestuneéquationauxdifférencesfiniesqui estlinéaireet inhomog̀ene.La solutionestobtenue
commepouruneéquationdifférentielle.On cherched’abordunesolutionparticulìeredela forme����� [ * Å�+ 
 � 4 _ + õiö 
 � . On l’introduit dans(9.3)et, enutilisant 
 ��� � � 
 � 4 � et lesthéor̀emes
d’additionpour + õiö ��
 � 4 � � et * Å�+ � 
 � 4 � � , onobtientainsi[ * Å�+ 
 �Ük * Å�+)� 0 + õÇö 
 �Ük + õÇö � 4 _ + õiö 
 � k * Å2+�� 4.* Å�+ 
 �Ük + õiö �� D�0 ¤5 [ * Å�+ 
 � 4 _ + õÇö 
 � 4©¤5 * Å�+ 
 � �
En comparantlescoefficientsde * Å�+ 
 � et + õiö 
 � , on obtientdeuxéquationslinéairespour

[
et

_
dont la solutionest

[ � D 4E¸¹� � ) � et
_ � ) 4I¸¹� � 6 ) � . En ajoutantla solutiongéńeralede

l’ équationhomog̀eneà la solutionparticulìere,on obtient(dessiǹagauchedela figureIII.10)

���Ø� D�0 ¤5
� b 4.* Å�+ 
 � 4 ) + õiö 
 � 4±¸¹� � ) � � (9.4)

Onvoit quela solutionnumérique��� estprochedela solutionexacteseulementsi
è Dæ0 � K ) è � D ,

c.-à-d.si � � H ) . Si ) esttrèspetit (parexemple) �oD 8 p26 ) unetelle restrictionestinacceptable.

Solution numérique (Euler implicite). Pourla méthoded’Euler implicite, le mêmecalculdonne

D 4o¤5 ����� � ����� 4o¤5 * Å�+ 
 ��� �U� (9.5)

dontla solutionpeutêtreécritesousla forme

���2� D 4o¤5 p � b 4.* Å2+ 
 � 4 ) + õÇö 
 � 4�¸F� � ) � � (9.6)

Cettefois-ci nousn’avonspasderestrictionsur la longueurdu pas,car
è � D 4 � K ) � p � è � D pour

tout ��� 8 . Le dessinà droitede la figure III.10 illustre bien la bonneapproximationmêmesi �
esttrèsgrand.

Le calculpréćedentamontŕequecen’estpasla solutionparticulìerequi posedesdifficultésà
la méthodeexplicite, maisc’estl’approximationdela solutiondel’ équationhomog̀ene ) � � �d0J� .
Nousconsid́eronsdoncle probl̀emeunpeuplusgéńeral� � ��7�� (9.7)

commeéquationdetest(Dahlquist1963).Sasolutionexacteest � � 
 ����Ð�8 � b et elle resteborńee
pour 
 � 8 si 9 7 É 8 . La solutionnumériqued’uneméthodedeRunge–Kuttaou d’uneméthode
multipas,appliqúeeavecdespasconstantsauprobl̀eme(9.7),nedépendquedu produit � 7 . Il est
alorsintéressantd’étudierpourquellevaleurde � 7 la solutionnumériqueresteborńee.

Définition 9.1(A-stabilit é) Consid́eronsuneméthodedont la solutionnuḿerique Ú ���nÛ�� � � pour
l’ équationdetest(9.7)estunefonctionde Î � � 7 . Alors, l’ensemble: &i� Ú Î z<;b>= Ú ����Û�� � � estbornéeÛ (9.8)

s’appelledomainedestabilitédela méthode. Ondit quela méthodeestA-stablesi:@? ;b p
où ;b p � Ú Î z<;b@= 9 Î É 8 Û �

Pourla méthoded’Euler explicite le domainedestabilité est
: � Ú Î = è D 4BÎ è É D	Û , le disque

de rayon D et de centre 0�D . Pour la méthoded’Euler implicite il est
: � Ú Î = è Dl0 Î è � D	Û ,

l’extérieurdu disquederayon D et decentre4 D . Seulementla méthodeimplicite estA-stable.
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FIG. III.11: Domainesdestabilit́e pourlesméthodesdeRunge–Kuttaavec A étagesetd’ordre B2VCA
Domaine de stabilit é desméthodesà un pas. Pouruneméthodede Runge–Kutta, la solution
numériqueestde la forme ���7� � �ð* � � 7)���� , où la fonction * �Î � s’appellefonctionde stabilité
(voir l’exercice2). Le domainedestabilitéestalors

: � Ú Î = è * �Î � è É D	Û �
Si la méthodeexplicite à ® étages(définition 2.1) a l’ordre º � ® , * �9Î � estle polynômededegré® obtenupar troncaturede la série Ð�DØ� D 4�ÎÜ4 �6�E Î 6 4����	� . Lesdomainesdestabilité pources
méthodesd’ordre D jusqu’̀a e sontdessińesdansla figure III.11. Comme* �Î � estun polynôme,:

estborńeet la conditiondestabilité � 7 z :
imposeunerestrictionsévèreà � . Cesméthodesne

sontdoncpasrecommand́eespourla résolutiondeséquationsdifférentiellesraides.

Domaine de stabilit é desméthodesmultipas. Si l’on appliqueuneméthodemultipas(6.1) au
probl̀eme(9.7),onobtientl’ équationauxdifférencesfiniesêt�v � � � t 0 � 7 � t �9���7� t � 8��

(9.9)

La solutionnumériqueestunecombinaisonlinéairede � t � � 7 � � ,
ú �µD �	�����	� ¦

, où � t �9Î � estunzéro
du polynômecaract́eristique(ensupposantqueleszérossoientdistincts)

� � ���^0 Î 1 � �n��� 8�� � � �n���
êtUv � � t � t � 1 � ��� �

êtUv � �
t � t �

(9.10)

Le domainedestabilité
:

d’uneméthodemultipasestalorsl’ensembledes Î zF;b , tel quetoutes
lesracinesde(9.10)sontmajoŕeespar D . Pourétudieretdessiner

:
, il estplussimpledeconsid́erer

le bord G : , car(parcontinuit́ede � t �Î � )
Î z G : H � � Ð rJI �^0 Î 1 � Ð rKI �@� 8 pourun L z M 8�� HNM�� �

Il suffit alorsdedessinerla courbe LPO. � � Ð rJI �UK�1 � Ð rJI � (la “root locuscurve”) qui séparel’ensemble:
du reste.Poursavoir, quellecomposanteconnexe appartient̀a

:
, il suffit de le vérifier pourun

seulpoint.
Lesméthodesd’Adamsexpliciteset implicites(à l’exceptiondela méthoded’Euler implicite

et de la règledu trap̀eze)ont toutesun domainedestabilité borńe et petit. Cesméthodesnesont
doncpasutilisablespourdesprobl̀emesraides.PourlesméthodsBDF, parcontre,le domainede
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FIG. III.12: Domainesdestabilit́e pourlesméthodesBDF à Q pas.

stabilité contientunegrandepartiedu demi-plangauche(voir la figure III.12). La méthodeBDF
avec

¦ � H (ordre º �IH ) estmêmeA-stable.Ceciestuneconśequencedu fait quela “root locus
curve” Î �.� � Ð rJI ��K�1 � Ð rKI ��� «¥ 0±H�Ð p rKI 4 �¥ Ð p 6 rJI
satisfait 9 Î � «¥ 0±H * Å�+RL 4 �¥ * Å�+ H L � � D�0 * Å�+
L � 6 � 8��

LesméthodesBDF sontbeaucouputiliséespour résoudredeséquationsdifférentiellesraides
mêmesi ellessontA-stablesseulementpour

¦ É H (voir la figure III.12). La célèbrebarrière
deDahlquist(1963)dit quel’ordre d’uneméthodemultipasA-stablenepeutpasêtreplusgrand
que H . Cerésultatnégatifa motivé la recherched’autresméthodesd’intégrationqui permettentde
combinerA-stabilité avecunordreélevé.

MéthodesdeRunge–Kutta implicites (Radau IIA)
Commepour la dérivation desméthodesde Runge–Kutta explicites, nouspartonsde la formule
intégŕee(2.3)del’ équationdifférentielle.Nousappliquonsuneformuledequadratureavec ° ³ �µD
ayantl’ordre maximal H ® 0dD (formulesdeRadau,̀acompareraveclesexercicesI.10 et I.16). Par
exemple,pour ® �,H ona

� � 
��@4 � ����� � 
�� � 4 ¤ª L�� 
���4 ¤« � � � 
��@4 ¤« � 4 � 
���4 � � � �¡
��¨4 � � 4�¸F� � ] � � (9.11)

Pourapproximerla valeur� ��
���4 � K7L�� , nousintégronsl’ équationdifférentiellede 
�� à 
���4 � K§L et
nousappliquonsuneformuledequadraturequi utilise lesmêmeśevaluationsde � quedans(9.11):

� � 
��@4 ¤« ���!� ��
�� � 4 ¤� ¥ P�� 
��¨4 ¤« � � �¡
��@4 ¤« � 0±� 
��¨4 � � � �¡
���4 � � 4±¸¹� � < � � (9.12)

En supprimantlestermesduresteet ennotant
¦ � et

¦ 6 lesdeuxévaluationsde � , nousarrivonsà¦ � � � 
��@4 ¤« � � ��4 ¤� ¥ � P ¦ � 0 ¦ 6��
¦ 6{� � 
��@4 � � � �@4©¤ª � L ¦ �54 ¦ 6��
� � � � ��4o¤ª L ¦ �f4 ¦ 6

(9.13)
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TAB. III.4: Coefficients S r X�T r t et U r pourlesméthodesRadauIIA avec A¨VCV et A·VCW , ordreB2VCV�AYX��

�« �
� ¥ Z �� ¥

� «ª �ª«ª �ª

ª Z [ ñ
� �

î�î Z � [ ñ«�ñ�� ¥���ñ Z � ñ�� [ ñ
� î���� Z ¥]\�« [ ñ¥¥��ª \ [ ñ

� �
¥���ñ^\ � ñ�� [ ñ

� î����
î�î_\ � [ ñ«ñ�� Z ¥ Z « [ ñ¥¥��

� � ñ Z [ ñ«ñ � ñ_\ [ ñ«ñ ��
� ñ Z [ ñ«ñ � ñ_\ [ ñ«ñ ��

qui estuneméthodedeRunge–Kuttacommedansla définition 2.1,maisoù la matrice � ² r t � n’est
plustriangulaireinférieure(voir aussile tableauIII.4). Lesdeuxpremìereśequationsde(9.13)con-
stituentunsyst̀emenonlinéairepour

¦ � et
¦ 6 , qu’il fautrésoudreaveclestechniquesduchapitreVI

(méthodedeNewtonsimplifiée).

Lemme9.2 La méthode(9.13)a l’ordre L et elle estA-stable.

Démonstration. L’ordre L est uneconśequencedesformules(9.11) et (9.12). Il suffit que la
formule(9.12)soit d’ordre H carle termecorrespondantdans(9.11)estmulitpliépar � .

A-stabilité. Si l’on appliquela méthodèa � � �"7�� , on obtientavec Î � � 7
� ¦ � � Î � �@4 `� ¥ � P � ¦ � 0 � ¦ � � � � ¦ 6l� Î � �¨4a`ª � L � ¦ �f4 � ¦ 6�� �

Onrésoudcesyst̀emelinéairepour � ¦ � et � ¦ 6 , eton introduit la solutiondansla troisièmeformule
de(9.13).Cecidonne � � �,* �Î �9� � aveccommefonctiondestabilité

* �Î ���cb �Î �d �9Î � � D 4±Î K§LD�0±H Î K7L 4±Î 6 K � � (9.14)

Surl’axe imaginaire,onaè d � | ��� è 6 0 è b � | ��� è 6 � D�0fe�gñ 6 4 ª� � 6 0 D 4 ehg� � �«ñ � ] � 8��
Ceci implique

è d � | ��� è � è b � | ��� è
et aussi

è * � | ��� è É D . Les singularit́esde * �Î � (les zérosded �Î � ) sont Î�� 6��¬HPi |�j H dansle demi-plandroit. Donc * �Î � estanalytiquedansle demi-plan
gaucheet,parle principedumaximum,* �Î � estmajoŕepar D pour 9 Î É 8 .

Cettecontructionpeutêtregéńeraliśeepour obtenirdesméthodesde Runge-Kutta implicites
qui sontA-stableset d’ordre H ® 0µD . Elles s’appellentméthodesRadauIIA et sont,commeles
méthodesBDF, souventemployéespourrésoudredeséquationsdifférentiellesraides.La méthode
RADAU5, utiliséepour le calcul de la figure III.2, est celle avec ® � L et ordre º � P . Les
coefficientsdela méthode(9.13)et decelleavec ® �dL sontdonńeesdansle tableauIII.4.

Remarque. Aprèsla publicationremarquabledeDahlquisten1963,la recherchesurla résolution
deséquationsdifférentiellesraidesa rapidementpris uneplaceimportanteenanalysenumérique.
Desnouvellesméthodesd’intégration,desnouvellesthéories(parexemple,étoilesd’ordre)et des
programmesinformatiquesperformantsont ét́edéveloṕe. Plusdedétailspeuventêtretrouvésdans
le livre “Solving Ordinary Differential EquationsII. Stiff and Differential-Algebraic Problems”
parHairer& Wanner(1996).

Beaucoupplusrécenteestl’ étudesurlespropríet́esgéoḿetriquesdesintégrateursnumériques.
Caserale contenuduparagraphesuivant.Le livre “GeometricNumericalIntegration” parHairer,
Lubich& Wanner(2002)estconsacŕe à cesujet.
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III.10 Int égration géométrique

Oncherchedesméthodesd’intégrationpourdesprobl̀emessimilairesà l’exemple1.3qui donnent
desbonnesapproximationspourun calculà long terme.Avec � r à la placede � r et avec º r � w r � �r
l’ équationdifférentielle(1.3)peutêtreécritesousla forme(syst̀emeHamiltonien)

º �)�,0 ülk � � � � � � � ü �À� º � � (10.1)

où �À� º �!� �6 r w p �r º $r º r est l’ énergie cinétique et k � � ��� 0�s rnm t
w r w

t K y � r 0 � t y
est

l’ énergiepotentielledusyst̀eme.Poursimplifier la présentation,noussupposonsparla suitequeº
et � sontdesfonctionsscalaires(parconśequent,ülk � � ��� k � � � � et ü �À� º ��� � � � º � ).

w
oqp�rts �s

Un exempletypiqueet intéressantestl’ équationdupendulemath́ematique
où l’ énergie cinétiqueest �À� º �Ü� º 6 K7H , l’ énergie potentiellek � � �O�ý0 * Å�+
�
et l’ énergie totale u � º � � �æ�v�¥ º 6 0 * Å�+
� �

Le syst̀eme(10.1)poss̀ededeuxpropríet́estrèsintéressantes:

Conservation del’ énergie. Un calculdirectmontrequel’ énergie totale

u � º � � � � �"� º � 4 k � � �
resteconstantele longdessolutionsde(10.1);figureIII.13 (gauche).Cecidécouledu fait que

¢¢ 

u � º � 
 � � � ��
 �#��� � � � º ��
 ��� º � � 
 � 4 k � � � � 
 ��� � � � 
 ��� 8��
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FIG. III.13: Conservationdel’ énergie (gauche)etsymplecticit́e (droite)duflot pourl’ équationdupendule.

Symplecticité (pr éservation de l’air e). Nousutilisonsla notation { � � º ��� � � �2&Ç� � º ��
 � � � ��
 ���Y$
pourle flot del’ équationdifférentielle(10.1)etnousallonsdémontrerque,pourunsous-ensemble[

del’espace� º � � � , l’aire de
[

resteinvarianteparrapportà l’application { � , c.-à-d.

aire� { � � [ ����� aire� [ � pourtout 
 (10.2)

(voir la figureIII.13, droite).Commeaire� [ ��� | ¢ � º ��� � � � et2

aire� { � � [ �#�@� } ä Ò | Ô
¢ � º � � ��� | ~R��� G
{ � � º ��� � � �

G � º ��� � � � ¢ � º ��� � � � �
2La formuledechangementdevariablespourlesintégralesdoublespeutêtretrouvéedansle livre “Analyseaufil

del’histoire” deHairer& Wannerà la page338.
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il suffit de démontrerque le déterminantde la matriceJacobiennede { � est égal à D en valeur
absolue.En dérivantl’ équationdifférentielle(10.1)parrapportà la valeurinitiale º � , onobtient

G�º � ��
 �
G�º � ��0 k � � � � � 
 ��� G
� � 
 �

G�º � � G�� � � 
 �
G�º � � � � � � º ��
 ��� G�º ��
 �

G�º � �
Une différentiationpar rapportà � � donnedesformulesanalogues.En changeantl’ordre de la
différentiation,on endéduitque¢¢ 
 ~R��� G
{ � � º ��� � � �

G � º �é� � � � � ¢¢ 
 G�º � 
 �
G�º � G
� � 
 �

G
� � 0 G�º ��
 �
G
� � G
� ��
 �

G�º � � ����� � 8��
Il suit de { ��� º ��� � � ��� � º ��� � � �Y$ quele déterminantdela Jacobiennede { � vaut D . Par conśequent,
il vaut D pourtout 
 , cequi démontre(10.2).

Dansunesimulationnumériqued’un syst̀eme(10.1) on aimeraitque les propríet́esgéoḿe-
triquesdu flot exact soientpréserv́eesaussibien quepossible. Regardonsce qui sepasseavec
desméthodesclassiques.LesfiguresIII.14 et III.15 montrentle résultatpour la méthoded’Euler
explicite et pour la méthoded’Euler implicite. Pour la premìere, la solutionnumériquetourne
versl’extérieur, l’ énergie augmenteet l’aire d’un ensemblecrôıt. Pourla méthodeimplicite, c’est
exactementl’inverse.Aucunedecesdeuxméthodesdonneuneapproximationde la solutionqui
estqualitativementacceptable.

Méthoded’Euler symplectique. Noustraitonsuneéquationde (10.1)par la méthoded’Euler
explicite et l’autreparla méthodeimplicite. Cecidonne

º ��� � � º �Ü0 � ülk � � �3�
� ��� � � � � 4 � ü �À� º ��� � � ou

º ��� � � º �Ü0 � ülk � � �7� � �
� ��� � � � � 4 � ü �À� º �3� � (10.3)

La variante(A) estla méthodedegauche,la variante(B) cellededroite.
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FIG. III.14: Illustrationdu flot numériquepourl’ équationdupendule,
� V��Í��� .
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Lesdeuxméthodessontparfaitementexplicites. Pourla premìereon calculed’abord º �7� � et
ensuite� ��� � ; pourla deuxìemedansl’ordre inverse.La figureIII.14 montreunenetteamélioration
pourcequi concernela conservationdel’aire.

Lemme10.1 Si ���F& � º � � � �n� O. � º �7� ��� � �7� � � repŕesenteunedesméthodesde (10.3),alors ���
préservel’air e, c.-à-d. aire� ��� � [ �#�@� aire� [ � . Ondit quecetteméthodeestsymplectique.

Démonstration. Nouspartageonsle membredroit dusyst̀eme(10.1)comme

º � � 8
� � � ü �À� º � et

º � �,0 ülk � � �
� � � 8�� (10.4)

Lesdeuxsyst̀emespeuventêtrerésolusdemanìereexacte.Leurssolutionssont

º ��
 ��� º �
� � 
 �@� � �@4-
 ü �"� º � � et

º ��
 ��� º � 0 
 ü�k � � � �
� � 
 ��� � ���

Lesflots { Ò $ Ô� et { Ò�� Ô� desdeuxsyst̀emes(10.4)préserventl’aire carils sontlesdeuxsousla forme
(10.1). L’affirmation du lemmeestalorsuneconśequencedu fait queles deuxméthodes(10.3)
sontrespectivement{ Ò�� Ô� � { Ò $ Ô� et { Ò $ Ô� � { Ò�� Ô� .

explicite implicite symplectique(A) symplectique(B)

FIG. III.15: Solutionnumériquede différentesméthodesd’Euler appliqúeesà l’oscillateur harmonique
(10.5)avec

� V�ó�� ��4 . La valeurinitiale estle grandpoint noir.

Onvoit pardesexemplestrèssimplesqu’onn’a pasdeconservationdel’ énergietotale, ni pour
les méthodesclassiques(Euler explicite ou implicite) ni pour la méthoded’Euler symplectique.
L’expériencede la figure III.15 montrela solutionnumériquepour l’ oscillateurharmoniquequi
estunsyst̀emelinéaireº � �d0 � , � � � º poss̀edantu � º � � � � �¥ º 6 4 � 6 (10.5)

commeénergie totale.Seulementlesdeuxvariantesdela méthoded’Euler symplectiquedonnent
unesolutionnumériquequi resteprochedu cercle

u � º � � �æ�����N�$��� (solutionexacte).

Lemme10.2 Pour l’oscillateur harmonique(10.5),la solutionnuḿerique � º � � � �n� dela méthode
d’Euler symplectiquerestesurunecourbefermée(l’ellipse º 6 4 � 6 i ��º
� �����N�$��� ) pour tout � .

Démonstration. Consid́erons,par exemple,la premìereméthodedans(10.3)et appliquons-làa
l’oscillateurharmonique(10.5).On obtientainsiD 80 � D º ��� �

� �7� � � D 0 �8 D º �
� � � (10.6)
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Unemultiplicationpar � º �7� ��� � �7� � � donnela premìereégalit́ede

º 6 �7� � 4 � 6�7� � 0 ��º �7� � � �7� � � º ��� � º � 4 � ��� � � �Ý0 ��º ��� � � �Ø� º 6 � 4 � 6� 0 ��º � � � �
et unemultiplicationpar � º � � � �n� la deuxìeme.On endéduitque º 6 � 4 � 6� 0 ��º � � �¹�����N�$��� , ce
qui signifiequela solutionnumérique � º � � � �n� restesuruneellipsepourtout � .

La méthoded’Eulersymplectiqueestmalheureusementseulementuneméthoded’ordre º �µD .
Peut-ontrouver desméthodesavec un ordre plus élevé qui poss̀edentle mêmecomportement
concernantla conservationdel’aire et del’ énergie totale?Voici uneméthoded’ordredeuxqui est
la plus importantedansle contexte de l’int égrationgéoḿetrique. Elle estbeaucouputiliséedans
dessimulationsendynamiquemoléculaireet elle estla basepourplusieursgéńeralisations.

La méthode“St örmer–Verlet”. Pourintroduireplus de symétrie dansla discŕetisation,nous
consid́eronsla compositiond’un demi-pasd’unedesvariantesdela méthoded’Eulersymplectique
avecundemi-pasdel’autre. Ceciconduità

º ��� � / 6 � º �Ý0 ¤¥ ü�k � � �n�
� ��� � � � � 4 � ü �À� º ��� � / 6��
º ��� � � º �7� � / 6·0 ¤¥ ü�k � � ��� � �

ou

� ��� � / 6 � � � 4o¤¥ ü �À� º �n�
º ��� � � º �Ý0 � ülk � � �7� � / 6��
� ��� � � � ��� � / 6 4 ¤¥ ü �À� º �7� � � � (10.7)

Denouveauon appellevariante(A) la méthodèagaucheet variante(B) cellededroite.

Lemme10.3 Lesdeuxvariantes(10.7)dela méthode“Störmer–Verlet” sontsymplectiques,c.-à-
d., consid́eréescommeapplication � º � � � �3� O. � º �7� ��� � ��� � � ellespréserventl’air e.

Pour l’oscillateur harmonique(10.5), leur solutionnuḿerique � º � � � ��� restesur unecourbe
fermée(l’ellipse º 6 4�� D 0 � 6 K e � � 6 �����N�$��� ) pour tout � .

Démonstration. Avec la notationde la démonstrationdu lemme10.1, nousobservons que la
variante(A) correspond̀a l’application { Ò�� Ô� / 6 � { Ò $ Ô� � { Ò�� Ô� / 6 et la variante(B) à { Ò $ Ô� / 6 � { Ò�� Ô� � { Ò $ Ô� / 6 .
Commelesflots desdeuxsyst̀emes(10.4)préserventl’aire, c’estvrai aussipourla composition.

Pourle probl̀emeº � ��0 � , � � � º , la variante(A) de(10.7)devient

º ��� �
� �7� � � D�0 � 6 K7H 0 � 4 � < K e

� D�0 � 6 K7H º �
� � � (10.8)

Un calculdirectmontreque º 6 �7� � 4�� D�0 � 6 K e � � 6�7� � � º 6 � 4d� D�0 � 6 K e � � 6� .

Méthodesde“splitting”. Si l’on abesoind’unetrèsgrandeprécision,l’ordre deuxdela méthode
“Störmer–Verlet” nesuffit pas.Uneidéeélégantepourobtenirdesméthodesavecun ordreélevé
estdeconsid́erer � º �7� ��� � ��� � �¯�¾��� � º � � � �n� , où ��� estunecompositiondeflots (commedansla
démonstrationdu lemme10.1)

����� { Ò $ Ô��� � { Ò�� Ô� � � { Ò $ Ô� � Þ§à � ����� � { Ò�� Ô� á � { Ò $ Ô� à � { Ò�� Ô� à � (10.9)

Pour w �ðD et ² � �µA � �ðD on obtientla variante(B) de la méthoded’Euler symplectique;pour

w �,H , ² � �hD	K7H , A � �hD , ² 6l�hD	K7H , A�6l� 8 on obtientunedesméthodesStörmer–Verlet.Decette
manìereon peutconstruiredesméthodesavecun ordrearbitrairementgrandet pourlesquellesles
affirmationsdu lemme10.3restentvraies.
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III.11 Exercices

1. Trouver uneméthodenumériquepourle probl̀eme Q � V���R�SZXYQ£T , Q£R�S � T^V Q �
dansl’esprit decellede

Runge(voir le paragrapheIII.2), maisbaśeesurla règledu trap̀eze.

2. Appliquerla méthoded’Euler, deRungeet deHeunauprobl̀eme

Q � V w Q£X Q£RCó�TìV Q � � (11.1)

Montrerquela solutionnumériqueestdonńeepar

Q � VC�JR � w T � Q � X
etcalculer �JR � w T pourlestrois méthodes.

3. Ecrirel’ équationdifférentielle

� � � ô � V�ó�X � RCó�T^V���X � � RCó�T^V?��X
sousla forme(11.1).Calculerla solutionexacteet la solutionnumériqueavecla méthodedeRunge
sur � ó�XZ��� avec

� V�����V .
4. Montrer que l’ordre d’une méthodede Runge-Kutta explicite ne peut pasêtre plus grandque le

nombred’étages,c.-à-d. B �CA .
Indication. Appliquer la méthodeà Q � V±Q , Q�RCó�T;V�� et observer que Q �

estun polynômeen
�

de
degré A .

5. Donnerla famille à unparam̀etredesméthodesdeRK explicites,d’ordre B2VCV à A·VCV étages(avec
commeparam̀etre libre S 6 ). Etudier le comportementde la solutionnumériquepour cettefamille
quandS 6¢¡ ó .

6. Pourle probĺemedeVanderPol

Q � � V Q 6 X Q � RCó�T^VCV�XQ �6 V�RC�_X"Q 6 � T�Q 6 X"Q � X Q 6 RCó�T^V�����V�X
calculerle termedominantde l’erreur locale(i.e. le coefficient du terme

� ¼ � �
) pour la méthodede

Runged’ordre2.

7. Calculerl’erreur localed’uneméthodedeRunge-Kuttapourl’ équationdifférentielle

Q � � V�£R¤ p � Q � RCó�TÍV�óQ �6 V�£ � p � Q � Q 6 RCó�TÍV�ó
avec ¥ et s desentierspositifs.En déduirela condition³

r v � U r S � p �r r p �t�v � T r
t S ¤ p �t V �¥nR s ô¦¥�T X ¥;ô s ��B

pouruneméthoded’ordre B .

8. (Runge1905). Consid́eronsuneméthodede Runge-Kutta à A étagesavec l’ordre B?V§A¨�©� et
supposonsquetouslescoefficients T r t et U t soientnon-ńegatifs.MontrerquelaconstantedeLipschitz©

de ª�R�£�XYQ�X � T (voir le lemmeduparagrapheIII.3) satisfait

RC��ô � © T«�C¬ ��
où ® estla constantede Lipschitzpour la fonction ��R�£�XYQ�T . En déduirequel’estimation(3.4) reste
vraiesi l’on remplace

©
par ® .
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9. Soit ¬�¥¯¥ r uneestimationdel’erreurau ° -èmepasetdéfinissonsx r par

¬�¥¯¥ r V x rz± � ¤r �
Si ona fait le calculjusqu’au² -èmepas,c.-à-d.,si on connâıt lesvaleursde

� r et ¬�¥N¥ r pour °Y��² , il
fauttrouver unevaleurraisonablepour

� ��� �
.

(a) L’hypoth̀esex ��� � V x � nousconduità la formulecourantedu cours.

(b) (Gustafsson1992). Montrer que l’hypothèse ³µ´ ¶ x � V·³µ´ ¶ x � p �
(c.-à-d., x �7� � � x � Vx � � x � p �

) nousconduità la formule

� �7� � V?ó��0¸ ± � 6 �� � p � ¹»º¯¼
¬�¥¯¥ � ± ¬�¥¯¥ � p �

¬�¥¯¥ �
� /�¤ �

10. (“Denseoutput”). Soit ½�Q �¿¾ la solutionnumériqueobtenueparuneméthodedeRunge-Kuttad’ordre� (avecdespasconstants).Pourun £ÁÀ R�£ � Xq£ ��� � T , nousconsid́eronsle polynôme ÂfR�£�T dedegré W
qui satisfait

ÂfR�£ � T5V Q � X Â � R�£ � T5V���R�£ � XYQ � TCX ÂfR�£ ��� � T^VFQ �7� � X Â � R�£ ��� � T^VC��R�£ ��� � XYQ �7� � T
(interpolationd’Hermite,voir II.7). Montrerque,pourtout £�À R�£ � Xq£ �7� � T , on a

ÂfR�£�T
XÀQ�R�£�T^V�Ã R � ] T��
11. Montrerquela formuledeMilne

Q ��� � V Q � p � ô �
W � �7� � ô"�¿� � ôµ� � p �

estuneméthodemultipasd’ordre � qui eststable.Expliquerpourquoisescoefficientssontlesmêmes
quepourla formuledequadraturedeSimpson.

12. Calculerla solutiongéńeralede

Q ���7< XÄ4�Q �7�76 ôx��Q �7� � X"��Q � V�ó�X
puisdonneruneformulepourla solutionparticulìerequi satisfait Q � VCXl� , Q � V�ó , Q 6 V � .

13. (a) Appliquerla méthoded’Adamsexplicite

Q ��� � V Q � ô � WV � � X �V � � p �
avec

� V?����� auprobl̀emeQ � V Q 6
, Q�RCó�T^V�� , Q£RC����V�TìV ?

PourQ �
utiliser la valeurobtenueparla méthoded’Euler explicite.

(b) Appliquerla méthoded’Eulerexplicite aumêmeprobl̀eme,égalementavec
� V������ .

(c) Comparerlesdeuxrésultatsnumériquesavecla solutionexacteQ£RC����V�TìVCV .
14. En utilisant le théor̀emebinomial géńeraliśe (AnalyseI), montrerquepour les coefficients Å t

des
méthodesd’Adamsexplicites,la fonctiongéńeratrice Æ;R�SUTÈÇ V ÉtUv � Å t S

t
devientÆ;R�SZT^VCX SZ��RCRC�_X"SZT�´ p�Ê RC�]X"SUTCT .

En déduirela formule

Å�Ëxô �V Å�Ë p � ô �W Å2Ë p 6 ôÄ�����§ô �Ì ô�� Å � V���� (1)

Calculerà l’aide de RC��T les Å t
pour ÍÜV?��X�V�X�W�XY� .

Indication.Utiliser l’ égalit́e
³ � t p �t V�R�Xl��T

t p ³t
.



86 EquationsDifférentiellesOrdinaires

15. Vérifierquela méthodeBDF à Q pasestd’ordre B2V�Q .
16. Quelestle polynôme Î§R�ÏéT dela méthoded’Adamsexplicite à Q pas?

17. Montrerquele polynôme Ð�R�ÏéT dela méthodeBDF à Q pasestdonńe par

Ð�R�Ï§T^V
êtUv � �Í Ï

ê p t
R�Ï]X���T

t
�

En utilisant la transformationÏ VB����RC�ÑX � T , montrerquela méthodeeststablesi touteslesracines
de

B�R � T^V
êtUv � �Í �

t
(11.2)

sontendehorsdudisque Ò � X �¿Ò¯�?� ; elleestinstablesi aumoinsuneracinede(11.2)setrouve dans
cedisque.

Remarque. Le polynôme(11.2)estunesommepartielledela sériepour ÓÕÔ Ö�×zØ�Ù_ÓµÚ�Û .
18. Encalculantnumériquementlesracinesdupolynôme(11.2),montrerquela méthodeBDF eststable

pour Ù¢ÜCÝÞÜCß , maisinstablepour ÝÞà�á .
19. Uneméthodemultipasestdite symétriquesi

â�ã�ä�å àCÓ â åçæ è ã�ä�å à èzåçæ pour éêàCë æ Ù æ�ì�ì�ì�æ Ý ì
Démontrerquel’ordre (maximal)d’uneméthodesymétriqueesttoujourspair.

20. Soit í�Ø�î�Û un polynômequelconquededegré Ý satisfaisantíïØ�Ù�ÛÈàCë et í�Ø�Ù�ÛñðóòàCë .
(a) Montrerqu’il existeuneuniqueméthodemultipasimplicite d’ordre ô àCÝ�õöÙ dontle polynôme

caract́eristiqueest í�Ø�îïÛ .
(b) Montrer qu’il existe uneuniqueméthodemultipasexplicite d’ordre ô÷àøÝ dont le polynme

caract́eristiqueest í�Ø�îïÛ .
21. Le polynmecaract́eristique í�Ø�îïÛ«àCî ã�ä2ù Ø�î ù ÓµÙ�Û æ

définit lesméthodesdeNystrmou deMilne-Simpson.Calculerpour Ý�à"ú la méthodeexplicite et
implicite l’aide del’exercicepréćedent.


